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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО И ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 
С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


В работе указан новый подход к решению краевых задач для уравне- 
‚ний с разрывными коэффициентами. Проведено построение решения 
задачи Дирихле для эллиптического уравнения второго порядка с раз- 
рывными коэффициентами и решения первой краевой задачи для общего 
параболического уравнения с разрывными коэффициентами в предполо- 
жении, что поверхности разрывов коэффициентов параболического урав- 
нения могут зависеть от времени. 


1. В настоящей работе мы рассматриваем задачу Дирихле для общего 
эллиптического уравнения второго порядка с разрывными коэффициен- 
тами и первую краевую задачу для общего параболического уравнения 
с разрывными коэффициентами в предположении, что поверхности разры- 
вов коэффициентов параболического уравнения могут зависеть от вре- 

`мени. Решение этих задач для уравнений с разрывными коэффициентами 
мы получим как предел решений соответствующих задач для уравнений 
с гладкими коэффициентами, приближающимися к заданным разрывным. 
Этот прием с использованием априорных оценок С. Н. Бернштейна при- 
менялся в нашей работе ('). Использование интегральных априорных оце- 
нок решений эллиптических и параболических уравнений и применение 
теорем вложения С. М. Никольского (2) позволяют рассмотреть эти задачи 
в общем виде. Наше главное внимание ‘будет уделено построению класси- 
ческих решений рассматриваемых задач. В некоторых случаях оказывает- 
ся полезным рассмотрение также и обобщенных решений этих задач. 

Построение решений задач для уравнений эллиптического и парабо- 
лического типа с разрывными коэффициентами может быть проведено по 
единой схеме. Однако мы проводим построение классического решения 
задачи Дирихле для эллиптического уравнения с разрывными коэффи- 
циентами с использованием обобщенного решения, а классическое решение 
задачи для параболического уравнения строим непосредственно с тем, 
чтобы полнее проиллюстрировать возможности указанного метода. 

Отметим, что этот метод применим для решения нестационарных 
задач дифракции, т.е. для уравнений гиперболического типа с разрыв- 
ными коэффициентами [см. (“)], для решения задач с условиями на 
поверхностях разрыва коэффициентов, отличными от рассмотренных 
ниже, а также для уравнений высших порядков. Результаты настоящей 
работы могут быть использованы для нахождения приближенного реше- 
ния рассматриваемых задач для уравнений с разрывными коэффициентами. 

Изучению уравнений с разрывными коэффициентами посвящено. боль- 
шое число работ [см., например, (3), (“)]. Краткое изложение основных 


результатов настоящей статьи содержится в работе (5). /, и 503 


ь 
э 
р." 
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2. Уравнения эллиптического типа. Будем рас 


сматривать эллиптические уравнения вида 
п 


п 
Х = (4) + Уно), + Фи =), (1 
р 7. 4=1 е 
где а; =ая, Уаз а; > 0, с<0'и с<0, если / #0, х= (21,..., 2), 
а1;, В, с, / — достаточно гладкие функции всюду в области ©, кроме 
точек некоторых гладких (п — 1)-мерных поверхностей, где эти коэф- 
фициенты могут иметь разрывы первого рода. Эти поверхности разби- 
вают @ на конечное число областей © (1=1,...,т). Поверхность, 
которая служит границей областей 9, и ©, обозначим через 51, через с 
обозвачим границу ©, через 5 — множество точек всех 51 (, [ =1,..., т). 
Решением задачи Дирихле для уравнения (1) будем называть функ- 
цию и(2), непрерывную в ®-- с, удовлетворяющую уравнению (1) в 
@ — 5 и условиям: 


#8 =Ф, (2) 
аи аи 
Е ть 5, (3) 
где ф — заданная непрерывная функция на б, а; (21,..., 2.) (7 =1,..., т) — 
= а 
некоторая заданная гладкая положительная функция в ®,, А И 
я Е 
аи 


РКИ производные по направлению конормали, взятые в точках 5 для 
1 


значений коэффициентов а;; соответственно по обе стороны за, т. е. 


п 


=. = У аз соз(п, 2) > ь 
в ь 
где п — направление нормали 90. Такую функцию и(х) будем называть 
классическим решением задачи Дирихле для уравнения (1). 
Обобщенным решением задачи Дирихле для уравнения (1) будем на. 
зывать функцию и (2) из класса И’3 (©) [см. (°)], если и (2) удовлетворяет 
условию (2) и при любой функции Е (2) из класса И’; (®), равной нулк 
на с, выполняется равенство: | 


8% ов Е — аси + аЕ | а® —0, (А 


где а(51,..., 2») — функция в ©, совпадающая с функцией мВ 
в точках ©;. Легко проперить, что всякое классическое решение задача 
(1) — (3), принадлежащее 11”. (©), является также и обобщенным реше: 
нием этой задачи. 

Доказательство единственности классического ре: 
шения задачи (1) — (3). Для классического решения и (2) задач! 
(1) — (3) при /=0 справедлив принцип максимума, т. е. наибольшее | 
наименьшее значения решения этой задачи достигаются на о, так ка 
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если и (5) отлична от постоянной, то наибольшее или наименьшее гна- 
чение функция и (2) не может принимать в точках 5 в силу леммы 1 
работы (7) и условия (3). Отсюда следует теорема единственности. 

Доказательство единственности обобщенного реше- 
ния. Будем предполагать, что 6: =0`и а; постоянны в ©;. Пусть и: и 
и, — два обобщенных решения задачи (1) — (3). Тогда, вычитая равен- 
ства (4) для и: ии, и взяв за Р функцию и, —и›, получим: 


= д (и! — д — 
$ > аа; —. м ас (и, — ш | 49 =0, 


откуда, в силу эллиптичности уравнения (1) и условия с<0, сле- 
дует, что 


Ил — И =0. 


Теорему единственности обобщенного решения задачи (1) — (3) можно 
аналогично доказать и в более общих предположениях о коэффициентах 
уравнения (1) и функции а, например если с 0 по модулю достаточно 
велико. 

Доказательство существования обобщенного реше- 
ния задачи (1) — (3). Пусть функция ф в условии (2) допускает 
ограниченное продолжение на ©, принадлежащее классу И’; (@). Обоб- 
‚ щенное решение и(х) задачи (1) — (3) мы получим как предел при 
й —>0 решений и" в © уравнения 


С 2 (43 да я Сил — р (5) 


1,)=1 


В в ов 
с условием и” |, = ф, где А, В:, С, Е — гладкие функции, равномерно 
ограниченные по Й и сходящиеся в среднем при #—>0 соответственно к 


м @ 
а, — 2 = а; Г аб, ас, а); у А; и; > А у ой, 


1=1 7 8. 7=1 1—1 


^ > 0и не зависит от й, С*<0и С*<В-< 0, если /=Е0. 
Согласно принципу максимума [см. (`)], функции и” равномерно 
ограничены по модулю в ©: 
тах | Е | 


|ш* | < шах [ф|] +в —, если / = 0, 


[и^ | < тах |ф |, если }=0. 


1 
Легко показать, ` что и" равномерно ограничены по Йй и в И, (9). 
Действительно, 


- д В дип _ п д в ь а ы ож 7 
У 2 9х; (47%) +» т О о 
о 1,)=1 2 - ВЕ : 
\ < Ай ди" ди” . А" ди" ди 99 _ 
2 17 РЕ РЕ ый у $1 9=; д: 
о 1,)=1 2 т $, 7=1 


и В ыы — ^^ 9 2) 
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$ оосрело сороосо пе оО ВАРЕЗ ААЕ 
Отсюда, пользуясь тем, что р ‹ 
` а 

228 < = ( 


при любых а, Ви, и произведя элементарные преобразования, получи» 


т д В д в 
р би и 
И > Аз; 01: да: 4 < С, 
О, 1 7 р 
где постоянная С; не зависит от й. 
Решения и” удовлетворяют следующему тождеству при любой гла} 
кой функции Ё, обращающейся в нуль на с: 
| ы в :: в 
вди' Е в ди 
МУ Хот 
о р Я Е р 


ИОВ РА |9 ==" 0. 


Из последовательности и" можно выбрать подпоследовательность и* 
сходящуюся в среднем при №» —>0 к функции и (5), принадлежащей У/› (©) 

пу 
дх 


В 
пк ди к в, ди 
Аз) ож” Вз* дх; 


1 1 


ди 
сходятся слабо к 5_ при №, ->0. При этом очевидно, чт 
р В 

пк 


причем 


сходятся слабо к 


т 

аа; г ‚ аб — 2, а. 

Переходя в предыдущем равенстве к пределу при й»„->0, мы получи 
равенство (4). Так как все и” удовлетворяют условию (2) и равномерн 
ограничены в И’? (©), то и и(х) удовлетворяет условию (2), согласн 
теоремам вложения [см. (°)]. Таким образом, предельная функция и (4 
является обобщенным решением задачи (1) — (3). 
Доказательство существования классического ре 
шения задачи (1)—(3). Покажем, что полученное обобщенное реше 
ние и(2) задачи (1)—(3) является классическим, если коэффициент! 
уравнения (1) вне 5 имеют достаточное число ограниченных произво} 
ных. В точках ©, не принадлежащих 5, функция п (1) имеет непрерыт 
ные производные до порядка К -- 2 включительно и удовлетворяет ура} 
нению (1), если коэффициенты аз, а и В, с, } в этих точках имею 
производные соответственно К -|- 1-го и К-го порядка, удовлетворяющи 
условию Гёльдера (>> 0). Это следует, например, из априорных оц. 
нок Шаудера (3) для решений эллиптических уравнений второго порядк; 
а также из известных теорем о гладкости обобщенных решений эллиптт 
ческих уравнений. 
Исследуем дифференциальные свойства и (2) в окрестности 5. Цл 
этого установим некоторые оценки производных от функций и", пред. 
‚ лом которых является функция и (7). 
В силу единственности обобщенного решения, функция и (1) не зав 
сит от специального выбора аппроксимирующих коэффициентов АЗ, В’ 
С" и Е" в уравнении (5). Выберем эти коэффициенты в некоторой малс 
окрестности ® точки Р, из 5 так, чтобы в локальных коорд 
натах у,..., У», при которых Ру является началом координат и коо 
динатная плоскость у, = 0 совпадает с поверхностью разрыва коз 
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фициентов, они были усреднениями [см. (°), стр. 18] соответствующих 
функций 

т 

а:;, аи — > аць 8. А. 

= 1 
Очевидно, что при этом А}, ВР, С" и Е" имеют во равномерно огра- 
ниченные по й производные по У:,..., У до порядка Ё, если коэф- 
фициенты а4;, 6, с, / и т имеют ограниченные производные до поряд- 
ка Кво— 0. : 

Будем оценивать в окрестности Р, производные от и”. Оценим сна- 
чала производные первого порядка. Эту оценку мы проведем независимо 
от полученной выше тем же путем, что и для производных высшего 
порядка. Запишем уравнение (5) в координатах у;: 


д | ыы дип 
у ан у. ( 1.) + та = —- ый, (7) 


К,1,4=1 


где НЕ функции, определяемые Ве бразованием координат 
от я; ку, а В и т — линейные комбинации А} и Вс коэффициентами, 
не зависящими от й. Умножим уравнение (7) на и”И:, где 


ъ 


у, = [] #— а?) 


1 

и «> 0 — некоторое достаточно малое число, и проинтегрируем по об- 
ласти в, {|у:| За, &=1,...,п}. Интегрируя по частям, получим (для 
сокращения записи значок й мы опускаем): 


о [> “ан ду. (и 2 и №] а® = 


ры 


© >. Кб, ==. 


д ди < ди 
Эх (Г! ии) Ви ду: + У, и 2 уО ду; + Я, Си? — УЕ | ао. 
Отсюда следует: 


\\ У У пан Виз - а® = 


@: К,[=1 == 


- [= 3 дбльовыкы + > ини +, Уна”. 
2, 


а 


После элементарных преобразований, используя неравенстЕ., (,, айдем: 


т | ъ ъ п 5 2 
Ци теа 40 < [49. (.) +3 (| я и 
К,1=1 Е © 1=1 1 = 1=1 К=. 


©: ду, ду 1 
[о В; - т 
а 4 ® Ш ду, м =) (= 2 
27 -— — — 227, | + 
Не Л +них (5) 


+-— УТ, (ии) + 2 (Си? — зшР) | ао, 


3 1= 


8 0. А. ОЛЕЙНИК | 
5 о Е Е 


где =1, 2. и. 2з — произвольные числа, 


в 
ИА — У ба Ви, 


4= 
% п 
2 
Ульи м @. 
К, 1=1 к=1 
Так как величины т | УТ, (=1,...,п) ограничены, то при доста- 
$ 


точно малых 81, 8 и 2з получим: 


[2 
где Ф, — параллелепииед [|< |, а постоянные С+, С, не зависят 


от Й. 
[ед | 
Пусть ®;, — область | у: | < . Предположим, что мы показали, что и^ 


имеют равномерно по й ограниченные в Г. (&к+1) производные вида 
дк ип . 
7: Е А... А -+1=Ю. 
гобуяе ‚аи ду; 
Покажем, что в области ® авномерно ограничены по й в норме Д.. (®х4 2 
к-+-2 р р р + 
также производные 


ак ип 


ИЕ (ам, К --.- А =), 
ду. дук" ду, 


Эа 
если коэффициенты а4;, 6, с, = и ] имеют ограниченные производные 


порядка Ё вне ®— 5. Применяя обозначения С. М. Никольского (?), 
получим, что функции 9^ = и^ фр, где 4 — бесконечно дифференцируемая 
функция, равная нулю вне некоторой области ФС ®;:: и тождественнс 
равная 1 в окрестности точки Ро, принадлежат пространству Я!” +: 
и имеют там равномерно но й ограниченные нормы. 
Чтобы доказать это, применим к обеим частям уравнения (7) опера: 
цию дифференцирования 
ее 


Ки’ 


ду"... бу 


умножим полученное уравнение на У, О№и" и проинтегрируем пе 
области ®;-1. Здесь ` 
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Интегрируя по частям, получим; 


Ч \\ Тк 0 и > зы (вы. + а + #0 


“1 


и. ыы У У Я к бе 4® -- 


1 ‚ Р=1 1=1 
ры Змеьетьь $ бы, 
1 ео р,3=1 т=0 


п 
р 90" и „ ООКи дтп 
тов ду, ЗЕ я у Уна Хх - - а -- 


8, 1 Т=0 ге 99, ду, 
ъ 
+ (Пуна [2 о - в) ао, 
1 $=1 С 


ГДЕ Хть, в Х›т — Некоторые функции, равномерно ограниченные отно- 
т. 
сительно й, )’и — некоторая производная порядка т. Отсюда, поль- 
2 


ду 
зуясь тем, что ( еы. | Т„-+, ограничено, как и в предыдущей оценке, 
о 
„ находим, что 


У Та у ЯР ораы и: 
-- 


1 8,р=1 


где С, Сь не зависят от Й. 

Следовательно, если коэффициенты уравнения (1) имеют в ® — 5 огра- 
ниченные производные до порядка №, то 9” принадлежат пространству 
НЕТ: 1 и имеют там равномерно по № ограниченные нормы. При- 
меним теорему С. М, Никольского [см. (?), стр. 267, теорема 12]. Возь- 
мем р’= со и т=п. Тогда 


1 /п—1 
ра 1 5 (т т + 1) 0. 
- ели к>п—1, и функции 9 принадлежат пространству Нх’””””^, 
р=х(ЁЕ- 1), и имеют там равномерно по # ограниченные нормы. Это озна- 
чает, что функции и” удовлетворяют условию Гёльдера с некоторым 


показателем и константой, не зависящими от й. То же самое, как легко 
видеть, справедливо и для производных вида 


98 ий 
ея , 
дул*...ду и 


п—1 


если А>п—1-:. 
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д —^| 

| 
т | 


Таким образом, обобщенное решение и(5) и его производные вида, 


б=Ъа., ЕП) 


непрерывны в окрестности точки Ро, если К >п— 1 - $5. | 
Пользуясь уравнением (1)\установим существование других Ро: 
водных от и^ в окрестности Ру в замкнутых областях у, <0и у» > 0. .. 


Запишем уравнение (1) при у, < 0 в координатах У1,..., У В виде: | 
д ъ д п1 п—1 | 
и 
Е а г 8) 
ду (> 7” ду; +1) = а ив =. Е —_ и Г. ( ) 


Все коэффициенты уравнения (8) имеют при у, <0 производные до по- 
рядка К, так как мы предполагаем, что поверхности разрыва 5 имеют 
в локальных координатах все непрерывные производные до порядк 
К- 2. Правая часть этого уравнения, по доказанному, имеет непрерыв- 
ные производные по у;(1=1,...,п—1) в ® при у, <0 до порядка 
к —п— 1, значит, этими же производными обладает сумма 


| 


‚ди. 
Хы и | 


ди 
и, следовательно, Далее, выражая из уравнения (8) э= Через 
У 


ом 
ду» п 
остальные члены и и это уравнение, мы установим суще: 
ствование всех производных от и(1) по у:,...,У»„ До порядка Е—п 
в окрестности Рь при у, <0 и, аналогично, при у„>0 (Е >п- 2). | 
Покажем, что для и(1) выполняется условие (2). Так как при пре: 
образовании координат конормаль переходит в конормаль, то равен: 
ство (2) достаточно доказать в координатах У:,..., У»: Проинтегрируе» 
уравнение (7) по области 


{9-1 В, |<, саб 
Польз Г. 
уясь тем, что и’, бу. По 1,...п—1) равномерно огран 


ди" 
чены по й, а ду’ равномерно ограничены в [5, и устремляя йиВкн 


лю, получим: 


ди 
\ ак эм, ау: м Чу, = \ о ду: . р Чу„—1, (9 
11 <, уи=0 Ни <8, у =0 
о, п—1 $=1,..., П—1 


если Ро С 9. Так как 6 > 0 — любое достаточно малое число, то из (< 
следует условие (2). 
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Мы уже отмечали, что и (2) удовлетворяет условию (2) в среднем. 
Легко доказать обычным путем [см., например, (°), (19)], что и (2) при- 
нимает заданные значения ф в тех точках Р, границы б, где существует 
барьер, т. е. такая функция И’р (1), что 

1) УТ», (1) определена в пересечении д некоторой окрестности точки 
Ри ® бо. 

2) Гл (И/ь,) < 0 в точках п П 9; 
3) И’ь, непрерывна, И’р, =0 в точке Р; и Ир >0вь- Р.. 
Если точка Р, границы с не принадлежит 9, то 

4 1 


ВВ ав АР’ 


где у — достаточно большое число, г(Р1, Р.) — расстояние между точ- 
ками Р, и Р., точка А — центр сферы, лежащей вне © и касающейся б 
в точке" Ру, 2: =, .#:, Ж). 

Можно также легко построить барьеры для тех точек с, принадле 
жащих 5, в окрестности которых а; = ВСи, где С; — гладкие функции, 
В — функция, равная гладкой функции Вх в области О;. В этом случае 
новые координаты у1,..., У» в окрестности Р, можно выбрать так, что 
в уравнении (5) коэффициенты при производных 


ди" 


ди, ду; (ть п— 1) 


будут равны нулю. При этом легко проверить, что функция 


1 3 1 
г (АР, (А, р)” 


"р (Р) = Р=(у,..., У»), 


при достаточно большом у удовлетворяет всем требованиям барьера. 

Замечание. При построении решения и(2) мы воспользовались 
единственностью обобщенного решения задачи (1) — (3), а именно тем, 
что предел и” не зависит от специального вида коэффициентов уравне- 
ния (5), и для установления дифференциальных свойств и (2) на 5 спе- 
циальным образом выбирали эти коэффициенты. Однако можно постро- 
ить классическое решение задачи (1)—(3) при условии с<0, не рас- 
сматривая обобщенного решения этой задачи и тем самым снимая огра- 
ничения на коэффициенты уравнения, которые мы накладывали при 
доказательстве теоремы единственности. 

Для этого построим коэффициенты А, В С" и Е" специальным 
образом и проведем все предыдущие рассмотрения. Покроем область ® 
шарами В:,..., Вм настолько малого радиуса, чтобы в каждом шаре Ах, 
содержащем точки 9, можно было ввести координаты у^,..., У с ука- 
занными выше свойствами. При этом потребуем, чтобы в пересечении 
двух шаров А; и В, при переходе от одной системы координат ик дру- 
той у“ выполнялось равенство 
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* Пусть & (@®=4, №) — гладкая функция, равная нулю вне шара 
В ив и и его границы, причем всюду в точках о 


0<Е&</ и у Ек =4. Положим 


ет 
. | 

А = у бк (аа з)ь, 
К=1 | 

| 


где (аа: обозначает усреднение функции а4а:; в координатах у, м». Уп 
в шаре В» с радиусом усреднения й. Аналогично определяем рей Е” и 


Е". Далее мы можем так же, как в уже рассмотренном случае, иссле- 
довать дифференциальные свойства и(2) в окрестности точки Р, из 5, 


так как коэффициенты А}, ВЬ, С" и Е" имеют ограниченные производ- 
ные до порядка Ё относительно У1,..., Ую- 

3. Уравнения параболического типа. Рассмотрим первую 
краевую задачу для параболического уравнения с разрывными коэффи- 
циентами, следуя тому пути, который был указан в предыдущем заме- 
чании для уравнения эллиптического типа с разрывными коэффициен- 
’тами. 
Рассмотрим уравнение 


(= > да (ав =) =) +3 ыЬ Эд, +2 и +/@®) (40) 


1, )=1 


в цилиндре О {@х [0, Т]}. Пусть коэффициенты уравнения (10) — глад- 
кие функции всюду в О, кроме точек конечного числа гладких п-мер- 
ных поверхностей таких, что в некоторой окрестности любой точки 
поверхности возможно невырожденное преобразование координат 


Т=ф, Фу шо ий, 


при котором поверхность разрыва переходит в кусок плоскости а 
(в случае двух независимых переменных &, х разрывы коэффициентов 
уравнения (10), очевидно, допускаются на конечном числе гладких непересе: 


кающихся линий х = 21 (,#=1,...,т). На этих поверхностях коэффи 
циенты ‘уравнения (10) имеют разрывы первого рода. Они раз 
бивают О на конечное число областей О;, {=1,..., т. Поверхность: 


которая служит границей для О; и Ок, обозначим через Гу. Пустт 
Г = {Гя.} Мы предполагаем, что 


ъ 
(5) > а 2, " р 04 9; `> 0 
,)=1 . 


при я 2 -Е0 исх 0. 
1=1 


Решением первой краевой задачи для уравнения (10) назовем функ 


цию и(|, 2), непрерывную в О, удовлетворяющую уравнению (10) | 
О—Ги ие 


по ша (6), (и 
и: =Фф, т=сх [0, Т], (12 


ее 
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и а 


а— ам, = к > на Ра: (13) 


При этом, как и раньше, с — граница области ©, 


п 


4 
ам = > а;; с0$ (п, 1;) — 
1 59 


тде и — нормаль к поверхности, полученной сечением поверхности Ги 


плоскостью # = сопзё, ах (Ё, 2) — некоторая гладкая функция в Ох. 
Доказательство единственности решения задачи (10)—- 
(13). Единственность решения задачи (10)—(13) следует из того, что ре- 
шение и (+, х) однородной задачи (10)—(13) не может принимать в точке 
из Г наибольшее или наименьшее значение, если функция и (1, 2) не по- 
стоянна при всех меньших значениях &, в силу условия (4) и теоремы 41 
работы (1), соответствующей лемме 1 работы (7) для эллиптического 
уравнения. Отметим, что теорема 1 работы (") справедлива и для об- 
ластей с гладкой подвижной ›ковой границей, касательная плоскость 
которой ни в одной тг `, с перпендикулярна к оси 2. Этому условию, 


° очевидно, удовлетворяют области (\. 


Доказательство существования решения задачи (10)— 
(13). Решение задачи (10)—(13) мы получим как предел при #-—>0 ре- 
шений и" (1, х) в О уравнения 


и С д ди" ди" 
иен = 2 а ( 41; о В 5 рб 2 (14) 


$.9= $=1 


с условиями: 
ино = (2), |, =. 


Коэффициенты уравнения (14) строятся следующим образом. Цилиндр 0 


покрываем конечным числом достаточно малых областей А; (&=1,..., №) 
таких, что в областях А., содержащих точки Г, возможен переход к 
координатам т°, у, ..., % с указанными выше свойствами. При этом 
потребуем, чтобы в пересечении В и В» при переходе от одной системы 
ксординат т, у", ..., Ук другой 1*, у,..., Ух выполнялось равенство 
У 
Пусть &к (&, 2), Е=1,..., М,— гладкие функции, равные нулю вне А» 
и в некоторой окрестности границы А», причем всюду в точках О 
м 
Ти Я Е‹ =1. В уравнении (14) положим 
#1 


М М 
И > к (@чь, 
К=1 на 


м м 
= Хы, С“= У -2 Ев (7), 
=1 К=1 
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где и и + я 
2), (д), (ды (© О 


обозначают усреднения с радиусом усреднения й соответствующих функций 


! да 
аа, ‚ван. а =» 46, а} 
9=1 7 
в области В» по переменным ‘1, у ..., %, которые мы определили 
выше (в областях Ак, не содержащих точек Г, за т, У:,..., У, прини- 


мае а 


В силу принципа максимума, функции и^ равномерно ограничены. 


в О. Из последовательности и* можно выбрать подпоследовательность, 
сходящуюся во всех точках О —Г при #—>0 к функции и (1, 2), удов- 
летворяющей в О—Г уравнению (10) и обладающей производными по 


7,..., 2, до порядка [—1, если коэффициенты уравнения (10) имеют. 


в О— Г ограниченные производные до {-го порядка включительно (1 > 3). 
Это следует из того, что в любой замкнутой области, лежащей в О — Г, 
коэффициенты уравнения (14) имеют равномерно по Й ограниченные про- 
изводные до порядка [ и производные от и” по 11,...,2» до порядка 
1—1 будут равномерно ограничены по й в силу известных оценок 
С. Н. Бернштейна (12). Далее из уравнения (10) следует существование 
ди 
дед» 
но получить с помощью работы (*5). 

Исследуем теперь дифференциальные свойства и (&, 2) в окрестности С 
точки Р., принадлежащей Гы. Пусть С содержится в А.. Перейдем 
в А, к локальным координатам т, У1,..., Ул И будем считать Р. на- 
чалом координат. Тогда уравнение (14) примет вид: 


производных ‚ где А, 2. < 1—1. Более точный результат мож- 


ди^ < д ол ды^ 
= > у. (И + СИР. (15) 


К,1,]=1 1 
Так как переход от одних локальных координат к другим в пересе- 
чении А; и А; таков, что у = Ул, то все коэффициенты в уравнении (14) 


имеют производные порядка {[ по т, у1,..., Ул, равномерно ограничен- 
ные по й. Коэффициенты уравнения (15) также имеют равномерно огра- 


ниченные по й производные пот, у:,..., У„а ДО порядка [, так как. 


они являются линейными комбинациями коэффициентов уравнения (14) 
с гладкими коэффициентами, не зависящими от й. Мы предполагаем, 


что функции ф;, определяющие преобразование координат, имеют 1+ 2 
производных. 


Установим интегральные оценки для функций и” (значок й в даль- 
нейших выкладках мы опускаем). Пусть 


п 
8 о @& \2\2 я \2\2 
Фи (+) 
1 
где «> 0 — некоторое достаточно малое число, и пусть С» — область 


| а - < | . Умножим уравнение (15) на иФ, и проинтегрируем 


&- 
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Е вЫ ЕЕ о еаинанья 


по области С.. Имеем: 


|4 2х 40 = по ре р 


= \\— д (Фин) В в "Ф.| | > о а т Си + Е] 40. 
б, 


Я 


Отсюда следует: 


До Хао - на Фиоь ве 


С: К,1,)=1 


1 


+.Ф [У 9+ Си +240 + \ =, 405 90. 
4=1 С С, 


9Ф 
Пользуясь тем, что т че [Ф, и о [®, ((=1,..., м) ограничены, 


мы, как и в эллиптическом случае, с помощью (6) получим, что левая часть 
последнего равенства ограничена независимо от й, и, следовательно, про- 


в. 
еродные 2. (1 =1,...,п) имеют равномерно по й ограниченные ин- 
1 
тегралы от квадратов в С.. 


Умножая уравнение (15) на Ф, 2" в: интегрируя по (5, получим: 


(144, (& 5) 40 = \ , = о мау (Вы, Е. си] 0. 


Преобразуем это равенство при помощи интегрирования по частям: 
Мы имеем: 


мучо- р, мия) - 


2 
и 


раю № ы- (Фан) 9% дт В ва = (2 и +Си+Р) 40. 


1,),К=1 


Интегрируя по частям первый член правой части и применяя к 
остальным членам неравенство (6), получим, как и выше, что интеграл 
левой части равномерно ограничен по й. 

Таким образом, функции и^ имеют все производные первого порядка, 
равномерно ограниченные по й в 1. (С:). 

Докажем по индукции, что и^ имеют равномерно ограниченные по й 
в Г» (Са) производные вида 


ди | дип 
1, й Е ЗЕЕ Г Г Г , 
отб... дут от оду... бу,” 
п—1 
ы иг, | 
ге [1>0, 4&>0, хх д =, у 1 =1—1. Предположим, что это 
=0 = 


верно для [—1, и покажем, что тогда это справедливо и для н 
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Применим к обеим частям уравнения (15) оператор дифференцирования 


на бы 
р 7, ут ' 
о, 
Эту... дут 


ее `его на Фр И ра рирм по области @л 


(Янв: Мы имеем: 


4=0 


Ц рифы" (А 5) 40 = 


\ д 
651—1 


ы \ рифы [ р ( у он. ых (Визу "+5 й . + Св + Е) 40. 


в К,1,)=1 


Последнее равенство можно записать в виде: 


Ц [Фи 4 2 ны БЕ > ‚вр (3; 540 = 


6>1—1 
ыв \ ФО [2-5 Та Эн. т Си - 9] а0 + 
1 
+ и Фи | к ы Рав Эу- а (в» = )] 40, (16) | 


где рк и ры» — некоторые функции, равномерно ограниченные относи- 
тельно й. Последний интеграл, который мы обозначим через Г., преоб- 
разуем при помощи интегрирования по частям: 


ГП = \ \ у > п т. (Фи щит) р" (Вазы, р 49 = 


и 
о реш 
= \\ —Ф и 40 + 
ба ПР я 
® 1-1 арт 
а те и 
Ей \ [5 № Фи ьи; р ‘и т" з+ 
ба 1-ю : 
ох ар" ее арг орты 
Чи № р Е 
НЕ о я Е — р ы рее. т о У Фил мт и | 40. 
т=0 1,)=1 1, 1 т=о ду; 


Здесь пи» Ут И \Ут— Фуь.. аи, равномерно ограниченные относи: 
тельно й. 

Левую часть уравнения (16), которую обозначим через [,, можнс 
также преобразовать при помощи интегрирования по частям: 


1—2 


а У [-- = (Фи, Ао) (РФ ры Ув»р* (= | 40. 


6>1—1 А 
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Очевидно, что последний интеграл ограничен равномерно относительно й 
в силу предположения индукции. 
Далее, пользуясь предположением индукции, неравенством (6) и огра- 


эФ,,_ 
ниченностью м [Фи (#=1,..., п), из равенства (16) и выра- 
о 


жений для /, и Г. выводим, что 


К Ф:" р: о ый 40 < с, 


6211 


(> я (7) 40 < с 


бы * 


где Сви С. не зависят от Й. 
Таким образом, мы доказали, что производные вида 


ЭР-ш - д1 и 
ду 


= фе 1-ю (17) 
: деду... дут тд, Е. 
имеют равномерно ограниченные по й нормы в РЁ» (Съ,). 

Применим к обеим частям уравнения (15) оператор дифферснцирова- 
на, 
д 


ния ОГ\*, умножим его на и проинтегрируем по области С». 


Мы получим: 


\}Фы я (Фр Е 5.) 40 = 
21 


== 9, ие И У ах, (В т. У ты =, + Си++ Е) 40. 


651 1 1=1 
(18) 


Левая часть этого равенства имеет вид 


Уфа, Г: (2) 49 + \\Фы эс (В) у х, 0° (5) а0, 


з т 
ба ба ° 


где х, — некоторые функции, ограниченные при всех й.. 
Далее, 


Пеооьре $ ыыы] 


1, 7, КЕ 


651 
— к Фи | | тя Жи 5— ду; но (В» 2.) |40 нЕ 
21 


гы х р ду; о ыы Фижь р* (Виан, 40. = 


› К=1 8=0 
би 1 


2 известия АН СССР) серия математическая, №1 
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п 1—1 ет 5 
ре эре 90" Ти г вы и 
—\— \\ | >| = ди (Фивиь) Е | уг Фик} (Вл ду! 40 
бо 4, К= 8=0 
п 1-1 ? 
в —ш- Г ди 
=> ХФ бер (в, 40+ 
т 1=1 =0 


— ео в [ди \ 
х ур м в хз (зи; 4 
У 


1 3—0 
78 и 


—\\ х 2 (25 > “ Фыжиы Е м.) а0. 


1 


Здесь и, К, Хз; — некоторые функции, равномерно ограниченные от- 
носительно А. Преобразуем последний интеграл при помощи интегриро- 
вания по частям, представляя его в виде: 


т Е 


п ъ® 1-2 
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Подставляя полученные выражения в равенство (18), пользуясь уста- 


новленными оценками, неравенством (6) и ограниченностью отношений 

‘Фо, \? (Фо, \? А т 

|5 Ф; и а Ф», [=1,...,п, найдем, что интеграл 
пы 


т 
\\Ф„45 [2 С] 40 


С | 


ограничен постоянной, не зависящей от й. Отсюда следует, что 


д а 
Коза че <, 
бт 
где С, не зависит от й. 


Таким образом, функции 2” = имфр, где ф — бесконечно дифференци- 
руемая функция, равная нулю вне некоторой малой окрестности точки в 


в пространстве (т, у1,..., У») принадлежат классу Нео и имеют 
равномерно по й ограниченные нормы, если коэффициенты уравнения 
имеют ограниченные производные в @< —Г до порядка [. Согласно те- 


оремам вложения `[см. (?)], 2" принадлежит классу Н®““®”, х>0, 
р = 1, если {> п. Как и в эллиптическом случае, получаем, что функ- 
ция и (1, 1) и ее ‘производные по т, 1,..., Уи: до порядка [—п— 1 


непрерывны в окрестности точки Р,, если [— п—1>0. 
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Существование всех производных до порядка /— п — 2 в окрестности 
Р‚ при у, < 0 и у, >0, а также выполнение условия. (13) доказываем 
точно так же, как и в эллиптическом случае. 

Поведение функции и (&, 2) при Ё=0 и на боковой поверхности Г 
цилиндра О исследуем с помощью барьеров, 

Рассмотрим сначала точки плоскости #=0. Функция и (Е, 2) прини- 
мает при {-=0 в точке Р, заданное значение и,(х), если существует 
функция шь, (Е, 2) (барьер) со следующими свойствами: 

1) шь, (Ё, 2) определена в пересечении ® окрестности Р, и #>0; 


2) Г. Г. #> 0: 
2) в (№р,) ОР < В при > й 


3) шь, (&, 1) =0 в точке Р, и шр >0 во всех остальных точках ®. 

Доказательство этого предложения проводится точно так же, как 
для уравнения теплопроводности [см. (3), стр. 344]. 

Для точек Р, на плоскости {=0, не принадлежащих Г, а также 
для любой точки в случае п =1 за барьер можно взять функцию 


>: | 
4 1 
в =а+ Ум, (19) 
1—1 

предполагая, что Р, — начало ‘координат. Эта же функция (в координа- 
тах т, У1,..., Ул) может служить барьером и для такой точки Р; из Г 
на плоскости Е =0 (при п>1), в некоторой малой окрестности которой 
@4; == аа, (20) 

где 6;; — гладкие функции, а функция 9(, 2) равна гладкой функции 
а; в области (0. В этом случае координаты у1,..., У» в окрестности 


Р, выберем так, чтобы в уравнении (15) коэффициенты при произ- 
водных 
9°и” : 
= (1=1,..., п — 1 
я ) 


были равны нулю. 

Если ио (2) =0, то, пользуясь принципом максимума, легко показать, 
что и (Ё, 2)->0 при #->0. Действительно, функция ^ = МЕЧ и” при до- 
статочно большом М`>0 положительна на 7 и при Ё =0. Так как 

а 
то, в силу принципа максимума, и" >0вО. Поэтому |и" | < МЕн, сле- 
довательно, |и (Е, 2) | < МЁв 0. 

Для исследования поведения функции и (+, 2) на боковой поверх- 
ности 7 цилиндра `О можно использовать барьеры точно так же, как 
для уравнения теплопроводности [см. (*)]. Если точка Р, (В, 21) не при- 
надлежит Г или если п=1, то в качестве барьера при < можно 


взять функцию 


1 1 
й = (И — 1) — Я у 
Е Е и 


9% 


2) О. А. ОЛЕЙНИК 


‘и функцию (19) при Ё>4: Здесь \ — достаточно ‘большое число, 


А центр сферы, лежащей вне О и касающейся © в точке А 
расстояние между проекциями точек Р: и Р. на плоскость Ё=0, 
Р=(Ь4,..., 2»). Эти же барьеры в координатах т, у,..., У» приме- 
нимы прип>1 в тех точках из Г на боковой поверхности 7, в малои 


окрестности которых выполнено условие (20). 
Поступило 
24. ХПИ. 1959 
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В. И. АРНОЛЬД 
МАЛЫЕ ЗНАМЕНАТЕЛИ. 1 
ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ ОКРУЖНОСТИ НА СЕБЯ 


В первой части работы показано, что мало отличающееся от пово- 
рота аналитическое преобразование окружности, число вращения кото- 
рого иррационально и удовлетворяет некоторым арифметическим требова- 
ниям, может быть превращено в поворот аналитической заменой перемен- 
ной. Во второй части рассмотрено пространство отображений окружности 
на себя и место, занимаемое в этом пространстве отображениями разных 
типов. Указаны приложения к исследованию траекторий на торе и к за- 
даче Дирихле для уравнения струны. 


Введение 


Непрерывные отображения окружности на себя изучались Пуанкаре 
[ем. (1), гл. ХУ, стр. 165—191] в связи с качественным исследованием 
траекторий на торе. К таким отображениям приводит также задача Ди- 
рихле для уравнения струны, но топологическое исследование оказы- 
вается здесь недостаточным [см. (5)]. В первой части настоящей работы 
излагается попытка аналитического уточнения завершающей теорию 
Пуанкаре теоремы Данжуа (?). 

Пусть 2(2) — действительная на действительной оси и аналитическая 
в ее окрестности периодическая функция #Ё(2 -- 2л) = Р(2), причем 
Е'(2) -=— 1 при Га 2 = 0. Тогда отображению полосы комплексной плоско- 
сти 2-> Ар = 2 - #Ё(2) соответствует сохраняющий ориентацию гомео- 
морфизм В окружности точек (2) = ей: 


р = № (2) -> № (42) = Ви. 


В этом смысле мы говорим, что А есть аналитическое отображение 
окружности на себя. 

Пусть число вращения * А равно 2лр. Из теоремы Данжуа следует, 
что при иррациональном в существует непрерывная обратимая действи- 
тельная функция ф(2) действительного 2, периодическая в том смысле, 
что н 

ф(=-- 2) =Ф (2) + 2м, 
и такая, что 


ф(2) = Ф(2) | 2лц. (1) 


* Преднолагается, что читатель знаком с результатами работ (') (стр. 165—191 
и 322—335) и (2), вошедшими в учебники (3) (стр. 65—76) и (4) (стр. 442—456). 
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Мы будем говорить, что ф — новый параметр и что в параметре ф пре- 
‘образование А превращается в поворот на угол 2ли. Такая функция Ф 
может быть только одна (с точностью до аддитивной постоянной). 

В $1 показано, что при некоторых иррациональных и, несмотря даже 
на аналитичность Р(2), функция фв (1) может оказаться не абсолютно 
непрерывной. Идея этого примера состоит в следующем. Так как при по- 
воротах окружности длина сохраняется, то приведение преобразования 
к повороту надлежащим выбором параметра есть отыскание инвариантной 
меры преобразования. В случае рационального числа вращения инва- 
риантная мера сосредоточена, как правило, в отдельных точках — точках 
циклов преобразования. Если же число вращения иррационально, но чрез- 
вычайно хорошо аппроксимируется рациональными, то инвариантная мера 
сохраняет сингулярный характер, хотя и распределена по окружности 
всюду плотно. 

Представляется правдоподобной следующая гипотеза: 

Существует такое множество М © 10, 1] меры 1, что для каждого 
цЕМ решения. уравнения (1) при любом аналитическом преобразовании А 
с числом вращения пр, являются аналитическими. 

Пока это доказано только для достаточно близких к повороту на 
угол 2ли аналитических преобразований ($ 4, теорема 2)*. Доказательство 
заключается в построении решения ‚уравнения (1) путем решения урав- 
нений вида 


8(2 -- 2лр) — 8(2) = /(2). (2) 


При решении этого уравнения с помощью ряда Фурье появляются малые 
знаменатели, затрудняющие сходимость. Вычисление последовательных 
поправок, приспосабливающих решение уравнения (2) к уравнению (1), 
производится методом типа метода Ньютона, и быстрая сходимость этого 
метода обеспечивает возможность осуществить не только все приближения 
теории возмущений, но и предельный переход. 

Метод Ньютона был применен с такой целью А. Н. Колмогоровым ($). 
Теорема 2 настоящей работы есть своего рода дискретный аналог его 
теоремы о сохранении условно периодических движений при малом 
изменении функции Гамильтона. В отличие от работы ($), мы не распола- 
гаем аналитическим интегральным инвариантом, а ищем его; кроме того, 
мы доказываем (в теореме 2) аналитичность зависимости от малого пара- 


метра =, откуда следует сходимость обычных в теории возмущений рядов 
по степеням в. 


* Примечание при корректуре. Во время печатания настоящей 
работы автору стали известны труды А. Еш21 (38), (39). Из результатов работы (38) вы- 
текает, что если число вращения достаточно гладкого отображения окружности на себя 
удовлетворяет известным арифметическим требованиям, то преобразование можно 
превратить в поворот непрерывно дифференцируемой заменой переменной. Таким обра- 
зом, метод А. Еш?71 не требует, чтобы преобразование было близко к повороту; это 
отчасти подтверждает высказанную выше гипотезу. А. Е1171 указывает, однако, что он 
не видит возможности распространить свой метод на случай, когда требуется большая 
гладкость замены переменной. Настоящая работа содержит частичный ответ на не. 
которые из поставленных им вопросов; частичный ответ на некоторые вопросы, постав-_ 
ленные здесь, читатель найдет в упомянутых статьях А. Ет71. 
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Прямое доказательство сходимости этих рядов не удается, в связи 
с чем А. Н. Колмогоров высказал даже * (до изучения работы К. Л. Зи- 
геля (7)) гипотезу об их расходимости. 

Другая гипотеза А. Н. Колмогорова, высказанная им в докладе ($), 
оказалась верной: вопросы, в которых участвуют малые знаменатели, 
связаны с моногенными функциями Бореля (3). Для нашего случая это 
установлено в $$ 7, 8 и используется в $ 11. 

Некоторые важные задачи с малыми знаменателями решены К. Л. Зи- 
гелем [см. (°), (33), (34), (35)]. Непосредственное отношение к отображениям 
окружности имеет проблема центра для уравнения Шредера: можно ли 
аналитической заменой переменной Ф(2) = 2 - 6,2? |... превратить 
в поворот на угол 2 отображение окрестности нуля комплексной пло- 
скости, определяемое аналитической функцией ](2) = е?№ 2 -- а.2? -... 

Результат Зигеля (7) аналогичен нашей теореме 2 и может быть полу- 
чен тем. же способом. Проблема центра есть особый случай задачи об ото- 
бражении окружности, радиус которой, в особом случае, равен нулю. По 
сравнению с общим случаем здесь положение проще, так как решение 
(ряд Шредера) формально выписывается сразу. Применение метода Ньюто- 
на тоже дает ряд Шредера; в отличие от теоремы 2, каждый коэффициент 
решения будет точно определен после конечного числа приближений. 

Во второй части . работы приводится классификация отображений 
окружности на себя и обсуждается вопрос о типичности различных слу- 
чаев. В $ 9 вводится функция и (Т) (число вращения) на пространстве 
отображений окружности. Далее изучаются множества рационального 
($ 10) и иррационального ($ 11) уровня в с точки зрения их устройства 
(теоремы 6 и 7) и массивности (теоремы 5 и. 8). Топологически подавляю- 
щим оказывается случай грубых в смысле А. А. Андронова и Л. С. Пон- 
трягина. (10) отображений с нормальными циклами и рациональным числом 
вращения; они образуют открытое всюду плотное множество**. С точки 
зрения меры в конечномерных подпространствах типичным является так- 
же и эргодический случай. В $ 12 рассмотрено двумерное подпространство 
отображений х -—>х + а- е соз х. 

В $ 13 и 14 предыдущие результаты: применяются к качественному 
исследованию траекторий на торе и к задаче Дирихле для уравнения 
струны. 

Выражаю благодарность А. Н. Колмогорову за ценные советы и по- 
мощь, оказанные им автору. 


ЧАСТЬ Т 
ОБ АНАЛИТИЧЕСКИХ ОТОБРАЖЕНИЯХ ОКРУЖНОСТИ НА СЕБЯ 


Основное содержание первой части работы заключено в $$ 4—6 (тео- 
рема,.2). Для понимания доказательства теоремы 2 ($55, 6) необходимы 
п. п. 2.1, 2.3 $ 2 ип. 3.3 $ 3. К леммам о неявной функции и о конечном 
приращении, содержащимся в $ 3, можно обращаться по мере ссылок. 


*’В докладе Московскому математическому обществу 13.1.1959. 
** Примечание при корректуре. Этот результат получен также 
В. А. Плиссом в статье (43), опубликованной во время печатания настоящей работы. 
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Каждый из 55 1, 2, 7 можно читать независимо от всего остального. В$8 
доказывается обобщение теоремы 2 (теорема 3), используемое во второй 


части работы. 


$ 1. Случай, когда новый параметр не есть абсолютно 
непрерывная функция старого параметра 


1.1. В этом параграфе строятся аналитическое преобразование 4. 
окружности С, подмножества окружности С„ (п =1,2,...) и натураль- 
ные числа №, (п=1,2,...) такие, что: 

1. тез С„->0 при п-> оо. 

И ТЕЛ ее 

3. Число вращения и преобразования А иррационально. 

Это преобразование А не может быть превращено в поворот абсолютно 
непрерывной заменой переменной. Действительно, пусть ф—непрерывный 
параметр, в котором преобразование А превращается в поворот на угол 
2лр (ф существует по теореме Данжуа). Степени А также превращаются 
в повороты. Пусть ССС. Мера множества ф(() значений ф(2), х6еС 
совпадает с мерой ф(АМ С), так как эти множества совмещаются при 
повороте. Поэтому из условия 2 вытекает: 


2л — шезф (С) < шезф (С») 
и 


тез ф (С») > п. 


Ввиду условия 1, ф не есть абсолютно непрерывная функция на С. 

1.2. При построении используются следующие леммы. 

ЛЕММА «. Пусть А — полуустойчивое вперед * аналитическое в окре- 
стности действительной оси преобразование окружности, и пусть точки 
20, 2к = А (2—1) О<ЁЕ< п) образуют цикл, т. е. А (2.1) =. Тогда 
для любого 8 > 0 в указанной окрестности действительной оси, существует 
отличающееся от А меньше чем на = преобразование А’, имеющее ровно 
один цикл, а именно. 5%, 21, ..., 2. 

Доказательство. Построим аналитическую в рассматриваемой 


полосе поправку А (2), обращающуюся в нуль в точках 2,..., 22 и 
положительную в остальных действительных точках. 
Положим 


А” (2) = А (2) + =/А (2); 


при достаточно малом #'`>0 |=’А (2) | < в в указанной полосе и А’ (2) есть 
преобразование окружности. Очевидно, преобразование (А”)” сдвигает 
вперед все точки 2 не меньше, чем преобразование А” и при этом точки 
20,...›2и—1 СДдвигаются на 2лт, а остальные точки — больше, зем на 
2лт; лемма & доказана. 


жп < 
Это значит, что при некоторых целых т, п и любом действительном | 


а д 
А’ (2) >2--2лт, причем равенство достигается. 
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Определение. Пусть А — преобразование окружности С, @ — мно- 
жество на ней. Будем говорить, что преобразование А обладает свой- 
ством 2 относительно С и М, если АМ(С\0)С С. 

ЛЕММА В. Преобразование А с единственным циклом 2,,..., 21 при 
любом => 0 обладает свойством 2 относительно множества С. точек: 
=-окрестности цикла и любого №, превосходящего некоторое М, (#). 

Доказательство. Пусть 2<х< 2, где 22; — одна из дуг, на 
которые цикл делит окружность. Точки А*" (1) (К =1,2,...) лежат на 
дуге 2:2; и образуют монотонную последовательность (подробнее см. 5 10). 
Отсюда следует, что в случае, если преобразование А полуустойчиво. 
вперед (случай полуустойчивости назад вполне аналогичен), 

АА (т) НЕ 
К—-[Еосо 
Действительно, пусть ^ — предел монотонной последовательности и Е 
тогда ^ инвариантно относительно А” и принадлежит циклу, удовлетво- 
ряя неравенствам 
ма ^ < 2. 
Итак, 
1 4“ (2) = А’ (2). 
Е со 
То же верно для других интервалов, на которые цикл делит окруж- 
ность. 

Рассмотрим точки 1; = 2: -- г. По доказанному, начиная с некоторого 
№, (=), все точки А\х; лежат в =-окрестности цикла. Очевидно, это 
№ — искомое. 

ЛЕММА Т. Пусть преобразованиг А обладает свойством 2 относи- 
тельно С и М, и пусть = >0. Тогда существует такое 9`>0, что вся- 
кое преобразование В, отличающееся от А меньше чем на 6, обладает 
свойством 2 относительно М и =-окрестности С. 

Доказательство. Лемма очевидным образом вытекает из непре- 
рывной зависимости А“ от А. 

ЛЕММА 6. Пусть А — полуустойчивое вперед преобразование, В (2) =. 
= А(2) №, #й`>0. Тогда число вращения и преобразования В строго: 


т 
больше, чем число вращения — преобразования А. 
т п > чт 
Доказательство. Очевидно, и>--. При этом В’ (2) > А (2) в 


т 
потому В не имеет цикла порядка п. Значит, и >. 
ЛЕММА = (вырожденный случай теоремы Лиувилля). Если неравен- 
= т при любом с >0 имеет бесконечное множество не- 
п 


т 
ство |“— =— 
п 


2 И 
сократимылх решении И. то число “ иррационально. 


Р 
Доказательство. Если © = <’ то при п>а 


Р т 


4 п 


т. 
так как дробь -—— несократима и, значит, [рп —9т| 0 при (< н. 
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1.3. Преобразование А строится как предел последовательности пре- 
образований А» с рациональными числами вращения. Начнем с пре- 
образования 2-> А, (2); будем предполагать, что оно обладает следую- 
щими свойствами: 

1,. А, аналитично в полосе | ш2|< В и в этой полосе | А, (2) | бл 


РА. 


2,. Чисио вращения А, рационально. |: = а 
1 


З1а. А, полуустойчиво вперед. 

З16. А, имеет ровно один цикл. 
Существование такого А, очевидно: из всякого А' со свойством 11 над- 
лежащим выбором > 0 можно получить А, — А-В со свойствами 11, 
21 и 31, а затем исправить Ат в А, согласно лемме х. Последующие 
преобразования А„ получаются из предыдущих с помощью процесса, 
в основании которого лежит нижеследующая 

ИНДУКТИВНАЯ ЛЕММА. Пусть д, >0 и пусть даны преобразо- 
вания А’ (Е =1,2,...,п) в В0, С0 такие, что 

1„. При |ш2|< В А» аналитичны и удовлетворяют неравенствам 


|4 (2) — Ак (р (4% @=0). - 


2„. Числа вращений Ах рациональны и при К>1 


ы 1 
- &— 1 паха 
< 


3„. Ак полуустойчивы вперед и имеют по одному единственному 
циклу. 
Тогда можно построить преобразование А, так, что последователь- 


ность А, (К =1,2,..., (п-- 1) будет обладать свойствами а 
Зи и : 
Аи. | Ава (2) — А» (2) |< 6, при ш2=0. 


Доказательство. Рассмотрим преобразования А»: #—> А» (2) — Л. 
^`>0. Очевидно, существует ^, >0 такое, что при ^^, 


|4» (®) — 4, (2)| <= (Ма2| < В), 
14% (2) — 4, (2) < (шо) 


Р. 
и число вращения А» строго больше ге (лемма 6) и меньше 
УС 


Ри 1 

И = ЕЕ 

Ч» п? (шах 9;) 
1<тъ 


(непрерывность числа вращения, см: $ 9). Пусть число вращения А, 
`о 


есть |; выберем рациональное число Ри р 
: Чиа 
Рв. -е Ра 
Ч» Чи 
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Ри 


Чт, 
наибольшее — пусть это будет ^,. Преобразование А», обладает свой- 


ствами 1.41, 2ил, 4и4: и, как легко видеть, полуустойчиво вперед. 
Применим к нему лемму ©; тогда мы получим преобразование Аза, 
удовлетворяющее всем требованиям индуктивной леммы. 

1.4. Преобразование А, удовлетворяет условиям 11, 2., 3, индуктив- 
ной леммы при тех же С, В. Опишем выбор 6, при проведении индук- 
ции от А. к Аз... Обозначим через С» г-окрестность единственного 
цикла А», где => 0 таково, что мера С, меньше 2`”-?. По лемме В, най- 
дется №, такое, что А„ обладает свойством 2 относительно Син №. 
По лемме т, существует 8, >0, для которого преобразование А обла- 


и среди всех А, для которых число вращения А» есть ‚ выберем 


> * | 
дает свойством 2 относительно №, и Си-окрестности С„ меры 2 ‚ если 
на действительной оси 


| | А (2) — А, (2) |< в». 
Выберем . 


к „Пока о, 
ба = ша (^, т 


(формально считаем 6, = 0). Применяя индуктивную лемму, мы полу- 
чим Аза. 

Если преобразования А» (п =1,2,...) построены описанным способом, 
то, ввиду свойства 1„, эта последовательность сходится равномерно 
в полосе ||т2|< В, так что предел А есть аналитическое преобразо- 
вание. Очевидно, 


со 


би 2 = 0) 


р 


| А (2) — 4» (2) | < 


Ава (2) — Аь (2) |< я. 


А=п А=и 


при любом п и поэтому А обладает свойством 2 относительно С, и 
№, (п =1,2,...). Из свойства 2, и непрерывности числа вращения на 
основании леммы & заключаем, что число вращення А иррационально. 
Действительно, при любом п 


со 


Ри 1 1 


и 
2 УЕ - 2 12 2 
га р 91) А, 42. 


= 


Таким образом, все три свойства п. 1.1 выполнены, так что А есть 
искомое преобразование. 

1.5. Замечание. Рассматривая построение примера, нетрудно 
заметить, что преобразование А с указанными свойствами можно найти 
в любом семействе аналитических преобразований 


о: о О 


и притом в любой окрестности любого преобразования с иррациональ- 
ным числом вращения, если только семейство обладает следующим 
‚свойством: среди преобразований Ал нет поворотов. Вероятно, семей- 
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1 г . 91 ла 
ство #2 + А-- 0032 обладает этим свойством; в таком случае при 


мер может быть дан простой аналитической формулой. 


$ 2. О функциональном уравнении * у (2 -- 2лы) — 9 (2) = Л(@) 
2.1. Пусть (2) — функция периода 2л, и — действительное число. 
Требуется определить из уравнения 
8 (&- 2пр) — $ (2) = 7 (2) (1) 
функцию 2 (2), имеющую период 2л. 
Очевидно, в случае разрешимости уравнения (1) 


2 


ув а = 


Далее, если 2 (2) — решение, то $ (2) - С — тоже решение. Поэтому мы _ 
будем рассматривать только в среднем равные нулю правые части и 

искать только в среднем равные нулю решения. В каждой функции | 
ф (2) на [0, 2л] мы выделим постоянную часть 


и переменную 
Ф (2) =Ф (2) —$. 


Необходимым условием разрешимости уравнения (1) является, таким 
образом, равенство } = 0; под решением (1) в дальнейшем всегда пони- 
мается переменная часть 3 (2). 


т 
Если в, т. е. рационально, то для существования решения 


необходимо, чтобы 


(+2) =, 


К=1 


так как эта сумма выражается через решение в виде 
ы О р 
<. ' т | ( й ) 
212 — 
| нал, +21. )— У 8 (2-27 -,), 
и=1 К=1 


а в этих двух суммах слагаемые одинаковы. Если такое условие выпол- 
нено, то решение существует, но определено лишь с точностью до про- 


* Гильберт (1?) указывает на это уравнение, как на пример, когда аналитиче- 
ская задача имеет неаналитическое решение. Оно встречается в исследованиях по. 
метрической теории динамических систем [см. (13), (14)] и представляет собой про- 
стейший пример задачи с малыми знаменателями. 

Примечание при корректуре. Предлагаемая работа была уже сдана 
в печать, когда автору стала известна статья А. \Упитег’а (40), в которой рассматри- 
ваемое уравнение, по-видимому, впервые изучено с современной точки зрения. | 
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Че 2х 
извольной функции периода —_› Так как таковая удовлетворяет одно- 
родному уравнению 


8 (24 2п ”) 8 (2) =0. 


Если же и иррационально, то решение единственно, а именно: 

1) При иррациональном и уравнение (1) не может иметь двух разных 
непрерывных решений. 

Доказательство. Разность двух непрерывных решений уравне- 
ния (1) удовлетворяет уравнениям 


#(= +27) —8(2) =0, 
# (Е 2пр) — в (2) =0, 


т. е. эта непрерывная функция имеет два несоизмеримых периода. 
Такая функция есть постоянная [см. (1), стр. 55—56]; она принимает 
одно и то же значение во всех точках вида 2лК-- 2лы, которые обра- 
зуют всюду плотное множество. Так как 


2= 


(42 =0, 


0 
то указанная постоянная есть нуль. 


2) При иррациональном р уравнение (1) не может иметь двух изме- 
римых, не почти всюду совпадающих решений. 

Доказательство. Рассмотрим снова разность двух решений 
функцию 2 (2). Ее можно рассматривать как функцию на окружности 
так как она имеет период 2л. По условию.| 


#(2-- 2пр) —8(2) =0, 


т. е. 2(2) не меняется при повороте на угол 2ли. Поэтому множество 
Еа точек окружности, где 8 (2) >а, инвариантно относительно поворота 
на угол 2ли. Если функция &5(2) (почти всюду) постоянна, то эта по.. 
стоянная, как и в случае 1), есть нуль. Если #(2) не постоянна, то 
при некотором а множество Ё. имеет меру 0 < шез Е, < 2л. Но хорошо 
известно, что множество, инвариантное относительно поворота на несо- 
измеримый с 2л угол, имеет меру нуль или полную меру [см., напри- 
мер, (3); для доказательства достаточно воспользоваться теоремой о точке 
плотности]. Итак, $ (2) =0 (почти всюду). 
Если функция /(2) разлагается в ряд Фурье 


7 (2) 5 Улие"", 
по 
то для коэффициентов Фурье #8 (2) имеем: 
2вейьл = бт == Ия 


2. ©. . 


7 а ‹ 
о (2) 
е по 


При рациональном и некоторые из знаменателей обращаются в нуль 
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При иррациональном в среди знаменателей есть сколь угодно малые. 


Заметим, что 


егтьт — 1 | > |п—т| (3) 


при любом целом п и некотором целом т. Поэтому малость знаменате- 
лей в (2) зависит от приближений № рациональными числами. 

ЛЕММА 1 [см. (16)]. Пусть в>0. Для почти каждого (всмысле 
меры Лебега) и, 0 << 1, существует К`>0 такое, что 


[ви —т [> Е (4) 


при ‘любых целых т ип > 0. 
Доказательство. Выберем какое-нибудь К`>0 и оценим меру 


множества Ек точек и, О -< 1, не удовлетворяющих неравенству (4), 


которое. перенишем в виде 


К 


т 
> але : 


= 


К 
ПЕ - 
При фиксированном п число этих точек будет равно п-- 1. и общая 


т 
Это множество содержит все точки 7 с окрестностями радиуса 


длина окрестностей (на [0, 1]) равна Е . Поэтому 
п 
ме 
< | ее а 
тез Ёк < Е =): 
®=1 


Множество точек п, для которых требуемое в лемме число А не суще- 
ствует, входит в Ек при любом К`>0, поэтому его мера. меньше 
с (=) К при любом К, т. е. равна нулю. 
2.2. Покажем, что при почти всех и малые знаменатели лишь не- 
много ухудшают сходимость ряда (2). 
ЛЕММА 2 [см. (1')]. Ряд 
со 


4 1 
5 = > пЕЁЕ |пи—т, | (5) 


п—=1 


сходится при любом = > 0 и любых целых т», если д таково, что 
К 
|6 — т | > 5 Че Орд ве) (6) 


при всех целых т и п>0. 


Доказательство. Не нарушая общности, можно считать, что 
[рю — т, |< 1. Рассмотрим ряды 64 того же вида, что и 5, нов которых 
суммирование распространяется лишь на те индексы п = и®, для ко- 
торых 


1 (1) 1 я : : 7 
эт [ри —т, |< -р (@=0,1,2,...; п. >). (7) 


Ряды 65; в совокупности содержат все члены 5, так что достаточно 
показать, что 


У 5: < ®. 


1=0 
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Для оценки 6; отметим, что в силу (6) последовательные номера 
ни па членов ряда 5; значительно удалены: так как из (7) следует 
неравенство 

1 

и 


|6 (п — и) —т| < 
то из (6) выводим: 
1 К 
О = дет р 
где 


№; = шт (п, —10), 
0<А< оо 


Отсюда получаем: 


\ 


М, бек. + (8) 


Очевидно, что п® > М; и вообще п ВМ, так что в силу (5), (7), (8) 
имеем: 


со ; со : 
ем 21-1 Й о | 
5 2 Чему ме о с 
у К—=1 2 1--=—5 
1-= 1 = 
зе рН) Юй 
Здесь 
те Е 
вое 1. 
поэтому 
со 
№ 9; с©о, 
1—0 


что и требовалось доказать. 
Как известно, если }(5) — функция р-- = раз дифференцируемая *. 
то ее коэффициенты Фурье имеют порядок убывания 


и=0(+)””, 


нео и 


а если 


п 


то /(5) дифференцируема р-- в раз. В силу этого, из неравенства (3): 
и лемм 1,2, примененных к ряду (2), получаем следующий результат: 
Если функция } (2) р--1-- е- 6 раз дифференцируема, то при почти:. 
всех и уравнение (1) имеет р-- в раз дифференцируемое решение. 
С другой стороны, нетрудно построить такие примеры, когда число | 
столь хорошо аппроксимируется рациональными, что, несмотря на быстрое: 


* Т. е. функция, у которой р-я производная удовлетворяет условию Гёльдера. 
степени =: | 2) (+ №) — КР (1) | < С№. 


—=— 
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убывание числителей /„, ряд (2) сходится медленно или вовсе расходится. 
Ноэтому даже если }(2) аналитична, могут встретиться случаи, когда 
© (2) не аналитична, но бесконечно дифференцируема, или только конечное 
число раз дифференцируема, или только непрерывна, или даже разрывна, 
или решение неизмеримо [см. (14), (11)] *. 

2.3. Рассмотрим уравнение (1) в классе аналитических функций. 
Для исследования этого случая напомним две леммы о коэффициентах 
Фурье аналитических функций. 

ЛЕММА 3. Если функция ] (2) периода 2л в полосе | п 2 | < В аналитична 
и в этой полосе |} (2)|<С, то ее. коэффициенты Фурье удовлетворяют 
неравенствам 


|7 | < Сет !"1Е. 


Доказательство. Согласно определению, 


2" 
4 : 
= Эл \ 1 (2) ет 42. 
о 
Ввиду периодичности } (2) ет, 
1х эл 
| (де-иаае = \ уе-акаь 
0 
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поэтому 
Й 2-1 1 
[1 = 21 \ (2) г" 42 
о 
при любом т6 [— А, В]. Интегрируя в случае п > 0 по прямой т = — В 


и при п< 0 по т= А, получаем: 


2" 
|< зи | Се 44, 
0 

что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 4. Пусть коэффициенты Фурье функции ] (2) удовлетворяют 
неравенствам |}»| < Се-1"1Е. Тогда }(2) аналитична и удовлетворяет 
при |ш2|<А— 6, 0% 0х В, неравенству 


<, 


«4 ее производная — Неравенству 


я 2С 
[Л (2) | Зи. 


ы Н Е с 
А. Н. Колмогоров (14) высказал гипотезу, что последний случай реализуется 


|| 
г расходится. 


всегда, если ряд р яя 1 
е 1 | 


п 0 
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Доказательство. При | шз|<А— 6, 08 В, очевидно, что 


| ета | < ет 1 (8—8), 
Поэтому 


[Ге | < бе 


со со 
; 2С 
№ 02 | < р я Сет < — 
п=— со п=0 1 —е 
Точно так же и 
со со 
ть С 
№ | иёте!" | < 2С У пе"8 <. р —=. 
п—— со ®=0 (=) 


В полосе |Т12|<А— 6 ряды сходятся абсолютно равномерно. Лемма 
доказана. 
Теперь нетрудно исследовать аналитические решения уравнения (1). 
ТЕОРЕМА 1. Пусть } (2) =7 (2) — аналитическая функция периода 2х 
и при |ш2|<В [|/(2)|<С. Пусть и — иррациональное число, К`> 0 и 


К 
2 -з (9) 


т 

. |ь и 
при любых целых т и п>0. Тогда уравнение 

8 (2 2пр) — 8 (2) = 7 (2) 


имеет аналитическое решение 3 (2) = 8 (2), и при [12| < А — 26 и любом 


о, 


(10) 


о-. 
дл 
5 


а (11) 


д оказательство. Применяя для оценки коэффициентов Фурье }» 
функции /(2) лемму 3 и используя неравенства ‹(3), (9), мы получаем 
из (2): 


[5,1 < < пе- 11а. (12) 


Отметим простое неравенство 


шР< (-—): 


(13) 


справедливое при любом 6 > 0. (в самом деле, ршх«рш г. -- 5, ибо 
функция х ршлх—х имеет максимум при т =1; полагая х-==0[п|, 
чолучаем (13). ) Применяя (13) к (12) (при р=2), имеем: 
се "Вит! бет) 
а РС 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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откуда, на основании леммы 4, находим в полосе [12| < А — 26: 


а и 


. 


Так как при 60<1 Е то отсюда получаем неравенства 


(10), (11). Теорема доказана. 
Замечание 1. Очевидно, если /(2) на действительной прямой 


действительна, то и решение действительно. 
Замечание 2. Если функция ](2, ^) аналитически зависит от 
параметра ^, то и решение (в условиях теоремы 1) аналитично по 


параметру. 
2.4. Рассмотрим уравнение (1) при комплексных и. В этом случае 


решением однородного уравнения 
8 (=- 21) —8(2) =0 


является любая двоякопериодическая функция с периодами 2л и 2лр, 
поэтому решение задачи заведомо не единственно. Если требовать, 
чтобы 2 (2) была аналитична в полосе шириной `›> |  2лр |, то решение (1) 
определяется однозначно с точностью до постоянной. Действительно, 
полоса такой ширины содержит параллелограмм периодов, и аналитичес- 
кое в ней решение однородного уравнения ограничено на всей плоскости, 
т. е. есть постоянная. Условие г =0 выделяет единственное решение, 
которое дается рядом (2). Этот ряд сходится при любом недействитель- 
ном р, но нас интересуют оценки, поэтому окрестности рациональных | 
надо исключить. Обозначим через Мк множество точек и из прямоуголь-_ 
ника на комплексной плоскости 0 < Иен < 1, | Ппв| < таких, что при | 
всех целых т, п выполнено неравенство | 


К 
>в. 


и 


Очевидно, вместе с р в Мк входят р, 1—и, 1 —ц. 
Вместо неравенства (3) имеем: 


[ее — 1 | > ша (5-, я|#—т]|) (14) 


для любого комплексного 2 при некотором целом т. Докажем неравен- 
4 
ство (14). Если | е2" — 1 |2, то (14) доказано. Если | е?"# — 1 1<-- : 


то соединим точки 1 и е?"# отрезком и рассмотрим интеграл 


е2т12 


4 аш И 2 
а \ А 5: ПИ 1) =2— т, 
1 


где ши — одна из ветвей логарифма и ш1 = 2л2т (т --- целое). Так 
как отрезок интегрирования целиком лежит в круге 


р — 1 [< 29 
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а в этом круге 11 > >, то 


а ; 
| \ [< 216 —1|. 
1 
Поэтому 
[ат < [ее —1|, 


что и требовалось доказать. 
Если ие МК, то, применяя (14) к 2 = рп, находим: 
: ай лК 
| тт — 1 |[> ши (--- Е 15: : 
Итак, если рЕМК, где К =, то 
лК 


| е2т рт а 1 | =. 


(15) 


ТЕОРЕМА 1’. Пусть } (2) =} (2) — аналитическая функция периода 2х 
а при |1т2|< В [](2)|<С, и пусть иЕМк, К =. Тогда уравнение 


8 (в 2лр) — 8 (2) =/ (2) (1) 
‘имеет аналитическое решение в (2) = 8 (2), и при | Па (2 — 2ль) |< А— 28 
и любом 9<1, 058<-= . 


па, ОЕ ки. (16) 


Доказательство. Согласно формуле (2) и лемме 3, имеем: 


— | 
|2 не |= ъАВ т ет (2—2ти-2тр). (17) 


я — 


Но при |1 (2 — 2ль) |< В— 26 


| ей (2—2 ть) — ет | (В—28), 


так что из (17) вытекает: 
(ге 8 |п| 


Я 


е— 271 ит ы 


Так как 1 —цЕМЬ, то, в соответствии с (15), 


т. 


и, значит, 
(2 Ри 


[8 п 


Отсюда, в силу (13), вытекает сходимость рядов в (2) и 8' (2), аследо- 
вательно, и справедливость неравенств (16) (см. доказательства теоремы 1 
и леммы 4). 

Замечание 1. Замечание 2 к теореме 41 применимо и к теореме-.1'. 


3* 
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`Замечание2. Зафиксируем функцию / и число 2 и будем рассматри 
вать зависимость найденного решения от и: 


№ и 74 
ТЕ (2 


в +0 
Функция 2 (и) аналитична в верхней и нижней полуплоскостях, но ос: 
Пир =0 есть купюра. Ряд (2) сходится и на ней почти всюду, н 
к всюду разрывному пределу. Это не помешает нам в $ 7 дифференци 
ровать решение по р даже при Пир = 0, пользуясь идеями Бореля ($) 
Пока же считаем, что формула 


._ „ЭтАцИ 
28 ро вы и р 
Элит __ 
в и (е 1) 


имеет смысл только в верхней и нижней полуплоскостях отдельно. 


$ 3. Леммы, необходимые для доказательства теоремы 2 
3.1. ЛЕММА 5. Если в каждой точке отрезка 212. фуниюция }(2 


я 
аналитична и [52| < 2, то |} (22) — } (21) | <Ё| 25 — 21|. 
Доказательство. Действительно, 


22 


1 (ва) — (а) = ба, 
откуда следует: , 
[7 (аз) — 1 (291 < | 958 


21 


[42| ЗЕ — 21|. 


Замечание. Пример }(2) =ей, 2, =0, 2, =2л показывает, чт 
в комплексной области теорема о конечном приращении в виде 


1 (2) — 1 (а). = 27 (4) 


ИЛИ 


[1 (22) —1 (21) | = | |1 — жа] 
неверна. 


3.2. ЛЕММА 6 (о неявной функции). Пусть функции Е (2), Ф (в, 4 
аналитичны и при |=| <, |Д| < А 


[Е (#)|<М,, |Ф(е, 4) |< М, |4|, 


М А 1 
где м; < 31 М: < в. Тогда 
1. Уравнение А | Е (=) | Ф (в, А) = 0 имеет аналитическое решен! 
Д* (=), удовлетворяющее при |=|< в, неравенству |" (=) | 51 к 
2. Уравнение А -- Е (г) + Ф (в, А) = А, имеет аналитически зависли 


А 
от А ив, | А, | < 5’, |=| в, корень А = А(А,, г), причем 


[А (А,, =) валы 


ОТОБРАЖЕНИЯ ОКРУЖНОСТИ НА СЕБЯ 37 


Доказательство. И находится при ы А. 
— М» 7 о 


|=| < в области, где | Ё (г) | < М,, |Ф(е, А) |< 11.1 А], а потому пре- 
образованием Д-> — Р (=) —Ф(е, Л) переводится внутрь себя: 


ОФ, №15 М, + М, ба. 


Неподвижная точка преобразования есть искомое решение Д* (2); анали- 
тичность следует из обычной теоремы о неявной функции, так как 


ак (А+ Р(е) + Ф(е, 4)) +0, 


М, 


дФ 
Что вытекает из оценки ——— с помощью интеграла Коши: при | Д | = 


<=, 


‚ 


дФ Моде и 
| дл |< Ло —_. 
м 


2. При отображении ш — и -|- Ф (1, =) точка Д* (г) переходит в — Ё (2), 
а точки ш круга [№ — Д* (г) | <2|А, | — в точки 
и -- Ф(А* (=), г) + [Ф (№, =) —Ф(А* (2), г)]. 
‚ Так как в условиях леммы для точек этого круга 
|Ф (, г) —Ф(А* (2), =) | < |4 | 
(лемма 5), то образ круга |ш — А" (=) | <2|А4,| содержит весь круг 
|1 Е Е (=) |< А, и имеет точку АД (Л,, =), переходящую в А, — Ё (2). Эта 
точка удовлетворяет неравенству 
[4 —А*| < 21А, | 
и уравнению 
.А=А, —Е(8) —Ф (в, А). 
9Ф 1 
Единственность и аналитичность следует из неравенства || <. 
Замечание. Легко видеть, что если в условиях леммы 6 функ- 
ции Р(=) и Ф(а, А) действительны при действительных в, А, то Д* (г) 
и А(А,, =) действительны при действительных А: 8. 
3.3. Метод Ньютона [см. (18), (6)]. Пусть ищется решение урав- 


нения /(1)=0 (рис. 1). Определим х грубо как 1 и найдем точку 
пересечения 4х, касательной в [5 к кривой 


у=/ (2) с осью я: и г РЯ 
—0>. 
д. —=х __ 1 (20) Сы 
И а 
Далее, определим последовательно 
т =. т р: у (2—1) 
о ВАО В Рис. 1 


и оценим скорость сходимости процесса ”. Пусть х — искомое решение 


* Здесь не приводятся точные предпосылки и оценки. Они даны в работе (15) 
в весьма общей форме, в которую, однако, не укладываются рассуждения следую- 
щих параграфов. 
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и |2 —2| =. Тогда отклонение кривой от касательной к ней в точке 
имеет в точке х порядок =, и, значит, |1, —2| есть величина поря 
ка =?. Таким образом, после п-го шага ошибка будет порядка =" — сх 
димость чрезвычайно быстрая. 

Мы применим метод типа метода Ньютона к решению линейно 
функционального уравнения, аппроксимируемого уравнением, расемс 
ренным в $ 2. Быстрая сходимость будет парализовать появляющие! 
на каждом шагу малые знаменатели. 


$ 4. Теорема 2 и основная лемма 
4.1. Наводящие соображения. Преобразование 
—2-- али 


есть поворот окружности. Преобразование 
2—>2-|- 2лу - #2 (2) 


есть поворот, возмущенный членом =Р (2), который мал вместе с в. Е 
число вращения, даже если РЁ =0, может отличаться от 2ли. Одна 
можно отыскать А = А (=) такое, что преобразование 


д—2-- 21 Е А =Е(?2) 
будет иметь число вращения, равное 2ли. Мы покажем, что для нс 
мально приближаемых рациональными числами д и достаточно малы: 
1) А (=) аналитически зависит от #; 
2) преобразование 2—2 - 2ли + А | =Ё (2) может быть превраще 
в поворот на угол 2 аналитической заменой переменной ф (2) =2-+5(. 
Здесь 8 (2) — малая вместе с = поправка, и свойство 2) означает, ч 


ф(2 -- 2лр - А (=) - =ЕР(2), г) =ф (2, г) - 2лц, 


или, что то же (зависимость & от = подразумевается), 
8 (21 2ль + А--=Е(2)) — 8 (2) = —А—=2Р(2). | 


Это уравнение отличается от рассмотренного в $ 2 только малыми в:' 
рого порядка, поэтому естественно в первом приближении выбра 
А =А, (г) так, чтобы правая часть уравнения (1) была в среднем рав 
нулю: 
А, =.-— ЕР 
и искать 8: (2) как решение уравнения 
81 (2 - 2мр) — 2, (2) = —=Е(2). 
Определенное отсюда #, имеет порядок & и в переменной $; =2 
наше преобразование 
2—>2-- 2лр - А, (=) + 2Р (2) 
имеет вид: 
Фа (2 + 2лу - А, (г) - =Р (2)) =2-+ 2ли Г А, + ёР-- 
- 81 (2-Е 2лр + А, - РЁ) = 2- в, (2) + 2лу 
- [81 (2 -- 2лр + А, - РЁ) — в, (2 - 2лр)] + 
+ [61 (2 + 2лр) — 81 (2) + 22 (2)] + (А, 2). 
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Два последних члена, благодаря выбору Д, и в; (2), обращаются 
в нуль, и мы получаем: 
Фа (2) —> Ф: (2) г 2ли -НРь (2, =). 
Теперь «возмущение» имеет вид: 
У 
Рь (2, г) = 81 (2 2лр + А, Е 2В) — вл (2 ль) = 1 ® (д, + еР). 

Че | 
а 
ится ко второму сомножителю, возмущение в параметре ф, имеет 
порядок =”. С преобразованием 


Фф: —> ф1 -- 2ли -- 2. 
можно поступить таким же образом и определить «поправку в частоту» 
\› и новый параметр ф›, так, чтобы преобразование 


фл —> ф: -- 2лр -- А, + Е, 
з параметре ф› превращалось в преобразование 
Фэ—> Фа -- 2лр - Ё:, 
де Рз — =“. Однако при этом в параметре 2 преобразование 


ф: > ф! -- 2лр + А, - Е 


Здесь как и $:, есть величина порядка &, и, так как то же отно- 


ге будет иметь вида 
1 —2- 2ли-- А =Р. 


Тюэтому надо начать с преобразования 

8—2 -- 2лр - А, (8) -- А1 (Д.) Е еЕ; 
огда при должном выборе А, (А) можно в параметре ф, получить пре- 
бразование 


Фи —> фа + 2ли -- А» + Рз (Ф1), 
в параметре ф› — преобразование 
фз —> фа + 2лр - Р», 
т. д. Быстрая сходимость метода (Ё„ — =?" ") позволяет провести пре- 
ельный переход и в пределе получить новый параметр ф (2, &) и окон- 
ательную поправку А (=), обладающие свойствами 1) и 2). 

Обычный в теории возмущений путь решения нашей задачи состоял 
ы в том, что Д (8) и Ф(>2, 8) искались бы в виде рядов по степеням в, 
ричем коэффициенты рядов определялись бы последовательно из усло- 
ий выполнения равенства (1) в первом приближении, втором ит. д. 
[оказать сходимость. таких рядов прямыми оценками не удается, однако 
на вытекает из нижеследующей основной теоремы настоящей работы. 

4.2. ТЕОРЕМА 2. Пусть даны аналитически зависящее от двух 
араметров г, А семейство аналитических преобразований окружности 


2—А (2, в, А) =2- 2ли + А-Н Е (2, =) (2) 
числа В 0, в. >0, К0, [0 такие, что 
1) Е (2 2л, г) = Е (2, 2); 
2) при т: = ше = 0 всегда Ша Р (2, г) = 0; 
3) при |1п2| < В, || < 
| (2, =) |< Ё|2=|; (3) 
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4) иррациональное число и при любых целых т и п удовлетворя4 
неравенству 
т К 

вр | 

Тогда существуют числа г’ и В’, О = а, 0% ВВ, и функц 

А (г), Ф(2, =), действительные при действительных & и 2 и аналити1 
ские при |=|< г’, |ш2|< В’, такие, что 


ф(А (2, в, А (2)), =) = Ф (2, =) - 2лу. „$ 


Эта теорема доказана в $ 6 на основе следующей леммы. 
ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть даны аналитически зависящее от па] 
метров &, А семейство аналитических преобразований окружности 


2— Аз (2, в, А) = - 2 -- А + Р(2, г) + Ф(>, г, А) р 
и числа В >0, &>0, К>0, 6>0, С>0, 0< А» <1 такие, чтс | 
1) Е(2- 2л, г) =Е(2, г), Ф (2- 22, г, А) =Ф(2, в, А); | 
2) при а 2 = ша = шА = 0 всегда ш Е = ш Ф = 0; 

3) при |ш2|< А, |=|<е, [А |< А, 


1 (2, г) |<С<%, | 
|Ф (2, в, 4) |< 64|; 
4) иррациональное число р при любых целых т и п удовлетворяе 


неравенству (4); | 
5) число д удовлетворяет неравенствам | 


3, <, | 

| 

и, кроме того, | 
=. а 


Тогда существуют аналитические функции 2 (ф, =), А (Д,, г), Е, (ф,. 
Ф, (ф, в, А!) такие, что | 
1. Гождественно 


2 [А (ф, 5, А,), =] = Аб [2 (ф, =), 5, А (А1, =)], ( 
где 


А, (Ф, в, А!) =ф-- 2ли + А, - ЁР, (Ф, =) + Ф, (, г, А,). (1 


2. Е1(Ф ев 2х, ё) = Е\(Ф, г), Ф, ($ гы 2л, 5, А!) = Ф.(Ф, 5, А1); 2(ф--2л, 2 
=2(ф, =) - 2м. | 
3. При Шаф = ш А, = [шё = 0 всегда Пи 2 = ША = мА, = па Ф, = 
4. При |4, | < С, |Ф| < В, — 76, |=|<% 


|2. ($, &) |555, 
1, (9, > А 6А 


|2 (ф, =) —Ф!<-%, |2 
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|А (Д,, =) |< А, |5: <2. (17) 


Основная лемма показывает, что малое (порядка С) возмущение пово- 
рота 2-—>2-- 2ли можно компенсировать изменением параметра 2—ф 
при Д =А(А,, &) так, что в новом параметре отличие от поворс.л будет 
порядка С?. Доказательство леммы изложено в следующем параграфе. 

4.3. В $ 11 мы используем следующее утверждение. 

Следствие теоремы 3. Пусть иррациональное число р, удовле- 
творяет неравенству (4) теоремы 2, и пусть В`>0. Тогда существует 
С (В, К)`> 0 такое, что если преобразование 


А: 8—8 - 2ль -- Е(2) 


имеет число вращения 2пр и |Е (2)|<С при |т2|< В, то Аз можно 
превратить в поворот на угол 2пд аналитической замной переменной. 
Доказательство. Рассмотрим функцию 


Е(2) 


тах Е (2) 
А (=) | 


Ел (2) = 


и семейство преобразований 
А:2:2—>5-- 2лр - 8Р, (2), 


удовлетворяющее условиям теоремы 2 при Г =1, так как | Р, (2)|<1 
при | Пи 2| < В. По теореме 2, существует =’(А, К)`>0 такое, что при 
г < =’ преобразование 


2—2 + 2ль + А (#) + #72). 


может быть превращено в поворот на угол 2ли. Выберем С (В, К) < г’. 
Тогда если |Р(2)| >С при |ш2| < А, то существует А такое, что 


—2- али Е А- Е(2) 
может быть аналитическим преобразованием координаты превращенс 
в поворот`на угол 2лр, ибо 
Е (2) = шах |Ё(2)|ЁЕ; (2), 


| Па 2|<ЕВ 


тах | Ё (2)| <С<г. 


Но число вращения 42 равно 2лр, откуда следует, что А =0 (см. п. 2 
цоказательства теоремы 4 в $ 10, где показано, что при сколь угодно 
малом Л число вращения преобразования 2—2 -|- 2лр -- А -- Е(2) больше 
2лр). Следствие доказано. 

Утверждение следствия можно получить и непосредственно, исполь- 
зуя построения, аналогичные построениям теоремы 2. Ввиду отсутствия 
параметров &, Д, эти построения будут менее громоздки. 

4.4. Замечание о многомерном случае. Все построения 
$ 2—8 можно понимать как многомерные, заменив точку окружности 
гочкой тора КЁ измерений. Условие 4) теоремы 2 заменяется следующим 
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— 


‘условием «несоизмеримости» для вектора и: — 


| 
[по (в, п)| > (1 
при любом целочисленном векторе п = (по,..., Ик). Здесь (и, п) — с 


лярное произведение 
Е 


Уши, [п|= Ут. 


1=1 4=0 


При достаточно большом ® условие (18) выполнено для почти вс. 
векторов в. 
Не останавливаясь подробно на формулировках и доказательств: 
всех неравенств, лемм и теорем для многомерного случая, привед& 
лишь один результат. | 
МНОГОМЕРНАЯ ТЕОРЕМА 2. Пусть ная р . ., ци) — вектор сн 


соизмеримыми компонентами такой, что при любом целочисленном векторе 


] 
| 


о и - 


Тогда существует такое & (В, С, К)>>0, что для _ векторного поля Е (2) ) 
торе, аналитического и достаточно малого, | (2)! = при | 2] <1 
найдется вектор а, для которого преобразование тора в себя 


| 
Ета (2) | 


превращается в 
$—Ф- 2 
аналитической заменой переменных. 
$ 5. Доказательство основной леммы 
5.1. Построение 2 (ф, =), АД (А,, =), Е, (ф, г) и Ф, ($, в, А). Фунт 
ция 2(ф, =) строится как’ обратная к 
Ф(2, =) = 2- 8 (2, 8), | 
а функция АД (АД, =) — как обратная к ДА, (А, г). В п. 4.1 мы видели 
что эти функции надо выбирать так, чтобы выражение 
Е (Аз (2, г, А), =) —8 (2, в) + Е (2, г) + А-+-Ф (2, в, 4) 
было мало. Не определяя пока Д(Д,, =) (т. е. считая А независимы; 
переменным), определим 3" (2, ё, А) как решение уравнения 
8° (2 2лц, г, А) — 5" (2, г, А) = — Е (а, в) —Ф(2, в, А). ( 
Выражая преобразование А, [см. $4, формула (6)] через параметр 


Ф* (2, в, А) = 2-2" (2, г, А), 
получаем: 
Ф" [А (2, г, А), в, А] = 2 2ль - А Е(2, 8) + Ф(ё, в, А) + 
-- 5` (2 -- 2лц, в, А) - 2" (А, (2, г, А)) — в* (&- 2лц, =, А), 
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пли, преобразуя правую часть с помощью (2), 
Ф” [Аь (2, г, А), в, АД] =2- 2* (2, а, А) | 2л, Е А-- Е(г) + Ф(е, А) 
+ = [А. (2, в, А), в, д] — 8" (2 2лц, в, А). 
Таким образом, согласно (1), получаем: 


ф° [Ао (2, а, Д), в, А] = $" (2, в, А) + 2^ь Е А- Е (г) -- Ф(е, А) + 


+ 8" [4% (2, г, А), г, д] — 8" (2 -- ль, в, А). (3) 
Определим Л (=) как решение уравнения 
Ао (е) | Р (г) ++ Ф(е, Ао (е)) = 0 (4) 
и положим 
8° (2, в, Ль (е)) = 8 (2, =). (5) 


Теперь новый параметр Ф(2, =) определен равенствами (5) и (1). Пред- 
ставим (3) в виде 

ф [24 (2, &, А), =] = Ф (2, =) аЕ 2ли о А, (в, А) я РЁ, (2, =) + Ф, (2, 5, д. (6) 
‘где 


у В, (2, в) = 8 (и, е) — 8 (2и, 2), (7) 
| Ф, (2, г, А) = в (аш, 2) — 8 (21, 8), (8) 
А, (г, А) =А- Р(г) + Ф(е, 4), (9) 
и=2- лу + Ё (2, г) + Ф (2, г, 5 (2), (10) 
1=2- 2ли, (11) 
ит = 2-+ 2ли - Ё (2, =) Е А, (в, А) Ф (2, а, А). (12) 

Определим 2 (ф, =) из (1), Д (Д,, =) —из (9) и обозначим 
Е, (ф, #) = #1 (2 (ф, г), 8), (13) 
Ф, (Ф, г, А,) = ©, (2 ($, г), в, Д (Дь, =), (14) 
А; (Ф, г, Д1) = ФГ, (2 (Ф, г), г, А (Ду, г)), =]. (15) 


5.2. Докажем, что построенные функции являются искомыми. Утвер- 
ждения 1, 2 и 3 основной леммы выполнены очевидным образом. Дока- 
зательство утверждения 4 базируется на следующих оценках. 

1°. Оценка А, (=). На основании неравенств (10), (11) $ 4 к урав- 
нению (4) применима лемма 6 ($ 3). При этом М, =С, М, = 6, и так 
‚как 


С Ао 1 
ЕН А 


[см. формулы (10), (11) $ 4], то 
РЕ ЗЕ 


и 1 
НТринимая во внимание, что 8 < --, находим при |=| < &.: 


| 48 (е) |< 26. (16) 
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25. Оценка 2(2, =). Неравенство (16) позволяет оценить правун 
часть уравнения (2). При |т2|< А, |8|<а, А = Ло (=) из (16) и нера\ 
венств (7), (8), (10) $ 4 вытекает: |] 


| (2, г) + Ф(2, в, А)|<2С-+28.26<4С. (17 
Применяя к уравнению (2) теорему 1 $ 2, получаем на основании (5) 
(17) и условия 4) основной леммы, что при |112| «А, — 26, |=| < 8} 
и любом 851, 0<6<*%, 


8.4С 46.4С 
[8 (2, =) оо -К8. ) , 
откуда, ввиду неравенства (9) $ 4, 
С де (2, =) @ 
|8 (2, 2) | 3, ее <. (18 


| 
Так как, в силу неравенства (7) $4, С 6%, то отсюда вытекает, чт 


|8 (2, г) | < 8. | 

| 
Поэтому при отображении 2->Ф(2, 8) =2--8(2, е) полоса | 
т2|<А, — 26 |] 


перейдет в область, содержащую полосу 

11Ф| < В, — 34. | 
В последней обратная функция аналитична, ибо |5 |>5 при 12| < 
«В, — 26. Тем самым доказано неравенство (16) $ 4. 


3°. Оценка Р, (ф, 2). Пусть |№ш2|<« А, — 38, |=|<а,. Так как 
в силу неравенства (16) и условий 3), 5) основной леммы, | 


| Е (2, г) + Ф(2, ё, До (=)) | < 8, 


то мнимые части 21 и 21 [см. (10) и (11)] не превосходят К, ве, 
Применяя лемму 5 $ 3, получаем, на основании (17), (18), что пр 


|1 2|< А, — 38, |=| <= 
Ре) ®. (49 
Заметим, что появление С? в этом неравенстве является ‘наиболее 


существенным моментом доказательства теоремы 2. 
При |шф|<А, — 46 и |=| <в,, имеем, в силу 2°: 


| а 2 (ф, ) | < А — 36, 


и поэтому оценка (14) $ 4 вытекает из (19) ввиду определения Ё, (Ф, 
и неравенства (10) $ 4. 


4°. Оценка |Д(Д,, г) — А» (=)|. Уравнение 
А =А, — Р(=) —Ф(е, А), 


определяющее Д(Д;, =), принадлежит к типу, рассмотренному в лем 
ме 6 $ 3. Мы видели [см. (16)], что | 5 (=)|<2С, откуда, на основании 
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формулы (11) $4, вытекает: 


* д 
О, (20) 
Таким образом, лемма 6 применима, и при [4 <<, |=| < 5 
[А (ЛЬ, в) — А) [< 214, (20) 


Сравнивая (20) и (21), находим, что при |= |< ао, |Л,|<С 
2 
| Е (Аь, =) | < Ао. 
При |=| < а, М До по формуле Коши имеем: 


и 


т 


[см. неравенства (8), (10) $ 4]. Оценка (17) $4 доказана, ибо очевидно, 
что 


|5 


9: 2. 


с | 

оф 
а 
ПАС 


5°. Оценка |Ф, (ф, г, Д!)|. Составим разность 21—21. В силу 
формул (12), (10), она равна 


А, + Ф(2, в, А(А,, г)) —Ф(2, в, (©). 
По лемме 5 $ 3, при | 12| < Во, |= 8, А 
И: в, А (А,, О (25 в Ао (2) АА. |, 


так как т ^ | < 1. Сопоставляя полученное неравенство с неравенством 


(21), имеем: 
[1 — 21| <3|А!|. (22) 


Применяя лемму 5 $3 к правой части (8), на основании (22), (18) и 
неравенств (7), (10) $ 4 находим, что 


Я С 5 б 
|Ф, (2, в, №) <-> 314, |< 8 | А, (23) 
при условии, что |8|<а%, [А,| = ; 
[1 (2+ А. + Ё-$)| < В, — 28. 
Последнее неравенство выполнено, если 
[п2|< А, — 66, |^,|<С, [|< в. 
Действительно, тогда 
"+ Ф] 82938 
[см. формулы (7), (8), (17) $ 4 и неравенство (20)] в обоих членах 21 
и 21. При | шф| < А, — 76, 1А,|<С имеем, в силу 2°: 
[12| < В, — 66. 


Поэтому из (23) следует оценка (15) $ 4. 
Основная лемма доказана. 
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$ 6. Доказательство теоремы 2 


6.1. Построение 2(ф, г) и А(2). Положим в основной ле | 
Ф=0, а за Р (2, =) примем функцию Ё (2, в) теоремы 2. Выберем вы] 
так, чтобы 

г р 

1) у где м =6,* (п=2. 3...) 

П=1 
К 4 | 

2) 61 < 5, <. | 
Пусть 681 << 1, В=В,, К —то же, что в условии теоремы. ПУ1 
Ге’ < С, = 6, 0 =-ь, С, и 8, — соответственно 2, С и 6 основ 
леммы. Тогда все ее предположения выполнены, и при | Пиф. |< А — 
=|<2=’, |А,[<С, мы получаем: 


Ф1->Ф: - апр, Е А, Е Е (фл, =) Е Ф, (фт, 5, А!), 


где 
[2 (фь, #)| 3 др = 8х, 
|Ф, (фь», 41) |< &1[4,|< 8» |[А!1|, 
|2(Фь =) — 91| < 4, |= <2, 
[А (Аь, г) | < А», 
| — 
Вообще, если определены функции (К =1,2,...,п) 
Д,—1 (Ах, =), Рьк(Фьк, =), Фк(фь, в, А»), Фа (Фь, @) *, 
Ах (фк, в, А»), 


удовлетворяющие заключению основной леммы с заменой 2 на ф,_1,Ф 
Фь, Ао на В, В, — 76 на А, = А. — 78, , наб, Ао на Ак 
на А,, д на д», С на Ск = 6 при каждом Ё=1,2,...,п, то мы мо 
ввести функции фэ-: и А», так, что заключение основной леммы бу] 
для них справедливо при Ё =1, ‚п--1. Действительно, неравенс” 
(9) и (10) $4 будут выполнены для 6», в силу определения 8,, ( 


следует из неравенства Су: = с. 2 <= Сь а все остальные услов 


леммы входят в заключение (конечно, для функций предыдущего номер 
Поэтому мы можем считать все указанные выше функции построенных 
Функции Фи: (фл, 2), А, (А», #) п=М, М-—1,...,1) определя 
функции 

2 (фм, г) = 2(Ф,(... (фл, 8)...), 2), 

(Ан. = АА. С. мае, 


Положим Ам =0, и пусть Аб” (0, г) = А" (=). Тогда 


А (=) = Им А“^ (г), 
№ со 


* Фо означает 2, Су означает Ао; А, (Ал, г) = А (АДь, =). 
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2(Ф, =) = п ($, 2). 


м 
Для обоснования сходимости Д“° (=) и 2% (ф, =) отметим, прежде всего, 
что, согласно определению 6„, при ®>0 


имо. 
М-со 


6.2. Сходимость Д“” (=). Функции А (Ах, =), как это следует 
из формулы (7) и из неравенства (17) $ 4, определены при |2|< а, 
| Ах | < дм. Так как 


9 _ дА ЭАм_1 
ОА О А. 


то в указанной области, на основании (5), выполнено неравенство 


О 


М 
| оА(М) 
Эл 


а так как 
| Ах [Ам (. ы (Ам, =) ВА г), =] | < ок, 


если |Ам| <6м (М> М,, то, по лемме 5 $ 3, 
14$ [Ал (Ала. - - (Аы, в)...,=), 1 — А® (0, г) |< 2" 8%. 


Отсюда, в силу (7), выводим: 
[469 (2) — Аб (2) |< 2“ 81, 


откуда непосредственно следует равномерная сходимость ЛД“ (2) при 
|=| <е%, а значит, и аналитичность ДА (2). 


6.3. Сходимость 2“ (ф, г). Согласно основной лемме, функции 
Фи (Ф», &) определены при | Паф» | < А», || <а% и, в силу (3), отли- 
чаются от своего аргумента ф меньше, чем на 6„, поэтому 

| по фи—1 (фи, 8) | < Аи. 


Таким образом, формула (6) определяет 2“ (ф, =) в полосе 


ъ 
[Ша ф] < А = № —7У 4. 
К=1 
Согласно условию 1) выбора 6,1, все эти полосы содержат полосу 


оф! < ‚ так что в последней определены все функции 2 (ф, =). 


Так как 


м 
| Фи (Фма - ия (Фи =), 69929 2) —Фи| — ра бк, 
&=М 
‚ эта сумма, согласно определению 6„, не больше 26, то из (6) нахо- 


ким: 
921% 


дф 


|249 (ф, г) — 20 (ф, г) |< |8. 
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На основании (3), 


следовательно, 
№ 
[2 (Ф, =) 5 50 (ф, =) и 2 — бм, 


что доказывает равномерную сходимость 2“ (ф, &) при | шф| < 


< 
6. о ный ф(2, =) как обратную функцию к 2(Ф, =). Из не] 
венств (1), (2), ввиду того, что д,„-—>0 при п-> со, вытекает, что 


ф(2, г) >Ф(2, =) - 27, | 
когда 2->А (2, в, Д (=)). Теорема 2 доказана. 


$ 7. О моногенных функциях 


7.1. Понятие моногенности. При исследовании зависимо} 
решения уравнения (1) $ 2 от параметра и мы встретились с ана 
тической в верхней и нижней полуп 
костях и всюду разрывной на дейст 
тельной оси функцией. Такими же св 
ствами обладают (см. $ 8) все построена 

` $ 6 функций“ Ах, 25, Ф» Я», ФИ 
сматриваемые как функции от и. Функи 
Рис. 2 эти принадлежат к типу тех, кото] 

Борель (3) назвал моногенными. | 


со 
Моногенные функции Бореля определены на множестве Е = \ |] 


ка | 
где ЕЁ, С Ек: — совершенные компактные подмножества комплексе 


плоскости. В нашем случае Е» есть множесто МЕ точек и прямоуго. 
ника комплексной плоскости | ши|< А, 0< Вей <1, для которых | 


| т 


и 


т. е. множество, образованное выкидыванием из прямоугольни 
ши | < А, 0< Вер <\1 заштрихованных на рис. 2 кругов Ст 
п 


К т 
циусов ЗЕ с центрами в рациональных точках Е 


Определение. Функция ](р) равномерно дифференцируема 
совершенном компакте Р комплексной плоскости, и функция © (и) 
производная, если для любого > 0 найдется 06(=) такое, что 


, т $ (из) | <ь, 


коль скоро |1 — из| < 8, | из — из | 8, щ, М2, ИзЕР. 
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со 
Функция моногенна на Е = |) 


Е», если она равномерно дифферен- 
К—1 


цируема на каждом Еу. 


В частности, равномерно дифференцируемая на Е функция моногенна 
СВ 
на Е = (/) Е,, и, наоборот, моногенная на Е = () Е, функция равномер- 
К=1 ы 
но дифференцируема на Ё. Такие функции мы будем называть моно- 


со 

генными на Ё, в отличие от моногенных на Ё = |) Е». 
К=1 

Очевидны следующие свойства моногенных функций. 


со 
1) Из моногенности на Ё = \) Е; следует непрерывность производ- 
К=1 
ной на Ех. 


2) Если Г — спрямляемая кривая, соединяющая две точки д и В в 
Ех, то 


\/ (р) р = (8) — /(@). 


р 


3) Функция, аналитическая в окрестности каждой точки множества 
моногенна на нем. 


[©] 
4) Если Е; содержит область, то в ней моногенная на Ё = (/ Ё» 


К=1 
функция аналитична. 


Пример неаналитической моногенной функции построен в $2, что 
доказано в п. 7.4 (см. лемму 10; то, что в(р) не аналитична при 
Гор = 0, предоставляется доказать читателю). 

Свойства моногенной функции могут существенно зависеть от ее 


со 
_ области определения Е = |) Е; и от разложения Е на Ех. Если ско- 


&—1 
рость убывания компонент дополнений к ЕЁ, достаточно велика, то, как 


со 
показал Борель, моногенные функции на Ё = о Ех обладают многими 
=1 
свойствами аналитических (интеграл Коши, бесконечная дифференци- 
руемость, единственность моногенного продолжения). Вопрос о том, 
какие из этих свойств сохраняются в нашем случае, мы оставим в сто- 
роне, так как в дальнейшем ($ 8 и $ 11) используется только опреде- 
ление равномерной дифференцируемости. 


со 
Класс моногенных на Ё = |) Ё, функций зависит не только от Ё, 
к— 


но и от Е». Однако если Е получается при помощи другой системы 


со 
множеств, Ё =  Рь, РкС Рьа, таких, что 
и 


ЕС РКС Евк (&<1< В), 


со со 
то классы функций, моногенных на ЕЁ = (|) Е; и на Е = |) Е, совпа- 
К=1 К—=1 
дают. Множества Мк (рис. 2) неудобны для исследования моногенных 
функций ввиду запутанного характера пересечений кругов Си к: Поль- 


т 
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| 
3 
| 


зуясь предыдущим замечанием, мы заменим эти множества друй 
системой множеств, МЕ, так, что 
1. Мкс МЕС МК. 

| 2 

2. Множество МЁ получается из п 

моугольника |шр| < А, Ве и6[ 0,1] выкид] 

ванием непересекающихся открытых кругов 


Построение № (к - =! изложено ви. 7] 


Рис. 3 
оно громоздко и может быть пропущез 


читателем. 


7.2. Построение МЕ. Преобразование МЕ в МЕ состоит из ДВ, 
операций. Сперва выкидываемые круги С. к Уменьшаются до круг 
т 

С’ так, чтобы в системе С» (т=0,1,...;п=1,2,...) не был 
п’ п’ | 
«мостов» (см. рис. 3), т. е. троек кругов, из которых меньший пересй 
кается с обоими ббльшими, тогда как последние между собой не пе ру 
секаются. Затем круги С’ увеличиваются до С”, так, чтобы два така] 


‚в 
круга либо не пересекались, либо один лежал внутри другого. т 


этом нужно распорядиться таким образом, чтобы 


би. к А нев. Е: 
п в м 2 
С. С |5. = 
к о ЕЕ 
п и п 
Тогда 
а К СС, ЕС, 
а = —ь. К —, 2К 
пи п т 


и после выкидывания из прямоугольника кругов С”, ь останется мно 
и 
жество МЁ, обладающее обоими нужными свойствами. 
ЛЕММА 7. Пусть круги С и С, (п > 9) пересекаются 


т 
5.К К 


з 
1 
и <. Тогда п>2У 4, т.е. меньший круг гораздо меньше 
большего. 


Доказательство. Действительно, сумма радиусов кругов больше 
расстояния между их центрами, так что 


К К р т 
Е 
Та ‘ак рп —чт-=Е0, то |ь >, и 


К (п? - 94°) > 92п?; 
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ввиду неравенства п_>4, получаем: 


К (9) >Ф, 


или 
4 
3 9 3 
и к —Т. 
У Е 
читывая, что а: имеем: 


п? > 94* — 4 > 84% 
что и требовалось доказать. 


Операция 1 — построение С’ . Это построение состоит из 
к 


т 
бесконечного количества последовательно проводимых этапов таких, 


что после п-го этапа оказываются построенными круги С’, „ О-о), 
5’ 
обладающие следующими свойствами: 
А»„. Никакой круг о (п, >п) не может соединять круг С” 
' ее 
1 п 
с кругом С (п.<; п), если эти круги С, и С) сами не пересе- 
т к "К ок 
_ каются. 
ВСС и Си. - 
а т 0$ ЕАМ 
ъ 2 т т 
Начнем с первого этапа. Пусть С», =С, . Тогда свойство В, 
ны ИА 
т ли’ 


выполнено. Свойство А, тоже выполнено, так как диаметр круга 
С (п: >1) меньше 


2К 2 > 1 
пз <э 8 (к <), 
а расстояние между кругами С. и 
К 
3. 
|. больше 
р 
1 
7 
1—2к`> — 


Первый этап закончен. 

Предположим, что последовательно 
проделан п—1 этап.  Расемотрим 
какой-нибудь круг С = Си . (рис. 4). Пусть О — го центр, АВ — диа- 


Рис. 4 


метр, лежащий на действительной оси, Е и О — середины 40 и ОВ. 
Круг С может пересекаться только с теми кругами а : (п. < п), уко- 
м“ 
торых С» пересекается с С (вследствие свойства В,, <п— 1). Далее, 
—, К 
т 


4* 
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все такие круги С„, пересекаются и друг с другом жа свой 
та, К 


ства А», ^«5п— 1). 
Расположим круги в порядке убывания и» (роста кругов): 


С: = Ста (п =По Па: >. „>И > т. | 
К | 


та 
На основании леммы 7, и»: > 212441 (0 <1#<1— 1), откуда следует, ч 
п>2' или 1«108»п. Таким образом, окружности кругов С, - да 


в пересечении с диаметром АВ не более 2108,п точек. Поэтому сре 


частей, на которые эти точки. делят отрезок ВР и отрезок АЁ, найдете: 
К 

4п3 1о05о п ° 

С (п, >п), пересекающейся с С, по лемме 7 не превосходит 
к 


по части длины большей, чем Диаметр же окружнос 


пи 
и. 
п 


К 
8 п“ < 4п3 |052 п ° 


Примем ближние к О концы В’и А’ббльших частей ВО и АЕ, обоз 
ы или = М 
наченных через В’О’и А’Е’, за концы диаметра С’ . Такой выбоф 


п 


не противоречит свойству В,„. Ясно, что если окружноеть С, 

0 (п, > п) пересекается с С’ , то она лежит внутри С, и ид 
—,К А: | 
та ъ 


кругов Е (п. < п) может пересекаться только с С;. Но так ка\ 


диаметр С, меньше длин В’)’и А’Е’, то С, может пересечь лишь т 
Сь, с которыми пересекается С”, | Поэтому свойство А„ тоже выпо 
т 
нено, и, таким образом, нами указан способ проведлчия п-го этапа. 
По окончании всех этапов получится система кругов С” , облада 


ющих следующими свойствами: 


А. Никакой круг С’, не может соединять С с С’ , ем 
Е и И 
ты п п 
п >п., п > пз и а ПЕ. =:(0). 
—,К —,К 
п т 
В. Оыс о > ‘ 
т, — к К 
т 2 т’ 


Свойство В следует из В», а свойство А — из А,„, если п» > из, и и: 
А», если пз > по. 


Операция 2 — построение С', . Теперь мы увеличим кругт 
п’ 
системы С’ . 
т 
К 
(О 
Назовем хвостом С = С’. ы совокупность всех С’, (п; >п), кото 


п а 
и 


рые соединимы с С монотонной конечной цепочкой попарно пересекаю: 
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щихся кругов ба (О АА): 
Ё ` 
ок 


т. 


т ’ ’ 
п, тп’ Пк < Плны, би; п в Е ый 
—,к тк и 
2% А-а 

Очевидно, если круг С, входит в хвост круга С, то хвост С; весь 
входит в хвост С›. Более того, если хвосты С: и С, пересекаются *, 
то один из хвостов целиком входит в другой. Докажем это. Предпо- 
ложим противное: пусть круги С: и С. 
можно соединить с общим кругом их 
хвостов, Сз, монотонными цепочками. 
Две такие цепочки вместе соединяют С. 
и С›. Из соединяющих С; и С, цепочек 
выберем состоящую из наименьшего Рис. 5 
числа кругов. В ней пересекаются 
только соседние круги (см. рис. 5; в изображенной системе кругов 
заштрихован хвост наибольшего). Если эта цепочка монотонна, то наше 
утверждение доказано. Если цепочка не монотонна, то в ней есть круг, 
соединяющий два превосходящих его, что противоречит свойству А опе- 
рации 1. Итак, если два хвоста пересекаются, то один из них содер- 
жит другой. 

Пусть я и В — верхняя и нижняя грани точек действительной оси, 
покрытых хвостом круга С = С’ и. Круг с диаметром оВ и будет кру- 


И 
=. 
гом С” . Из сказанного выше следует, что окружности двух таких 
мя | 
кругов не пересекаются **. Очевидно, что С” 2С’, . Покажем, что 
я к т. К 
ОЕ НЕС : 
К ак 
т % 


Действительно, основываясь на лемме 7, легко оценить размер 
хвоста С. Пусть круг С, входит в хвост С и монотонная цепочка, 
соединяющая (1 с С, состоит из М кругов. Так как каждый следующий 
из них, по лемме 7, не менее чем в 8 раз меньше предыдущего, то 


1 
сумма их диаметров не превосходит —— диаметра С при любом №. 


, 4 
Отсюда видно, что & и В удалены от С, не более чем на —— диа- 
к 


ъ 


т 7) С 
метра С, ‚ а от центра — — не более чем на 1-—— радиуса С„ м 
К —, 


п’ п 
откуда следует, что 
(С. ес 


— т ® 
1:4 
п 


* Легко видеть, что если два хвоста пересекаются как множества точек, то они 
имеют общий круг. 
** Но могут касаться. 
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Построение № Я закончено. 

7.3. Дифференцирование последовательности. Выход 

в комплексную плоскость и был предпринят главным образом ради 

следующей леммы, которая несправедлива, если под множеством № 
понимать его часть, лежащую на действительной оси. 

ЛЕММА 8. Пусть последовательность функций ]„ (и), моногенных нд] 

множестве Мк, сходится на нем равномерно к } (и), а производные с2о-] 

дятся равномерно к &(р). Тогда } (и) моно- 

д, Зенна на МЕ и Ри) =Е (в). | | 

Е Доказательство. 1. Пусть => 0) 

Мы должны найти 6 >> 0 такое, чтобы 


1 (из) — 7 (в) 
№1 — [2 


— 8 (из) <в, 
$ ——©м 
: когда |: — Из | < 6, [62 — Из| < 8, в, в, 


ЕВ | 
ыз6М№ К. 
Если 92.0 достаточно мало, то все эти точки лежат в одной ком! 


Рис. 6 


поненте М. 
Покажем, что в таком случае точки ра, и» можно соединить в м} 
спрямляемой кривой Г так, чтобы выполнялись условия: 

1) для любой точки иЕГ |и—вз |< 26; 

2) длина Г.меньше 2| р: — в» |. 

Действительно, соединим точки р, и р отрезком рим» (см. рис. 6) 
Этот отрезок может пересекаться с некоторыми кругами С, выкиды 
ВАНИСМ ВОТОрЫХ #8 прямоугольника |Шр|< А, Вер [0,1] образований 
множество №. Эти круги попарно не пересекаются и не отделяют и 
от в: в МЕ, так как точки р. и р. лежат в одной компоненте. Круги 
С; высекают на р. и» непересекающиеся интервалы Д+. Заменим каждый 
акой интервал А; меньшей из двух дуг, на которые п: р» делит окруж\ 
ность С;,— дугой 1,. Длина А; увеличится при такой замене не боле: 


чем в и раз, поэтому длина Г будет меньше 2|и, —ц.|. Расстояни 
[р; —мз|, по условию, не превосходит 26, поэтому все точки т; мень Н 
чем на д удалены от середины Д;. Последняя точка, как и все точк: 
отрезка р; и», лежит в круге | —из|< 9, поэтому для любой точк 
ВЕТ, 


[|4 — в |< 26. 


Таким образом, кривая Г — искомая. 
2. Мы уже отмечали, что если ф(р) моногенна в МЕ и Г — спрямля 
емая кривая с концами р; и р», то 


\Ф (2) ар = Фр) — Ф(р). 
1% 


(Для доказательства достаточно сравнить интеграл с интегральнс! 
суммой.) 
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Применяя это равенство к построенной выше кривой Г и моногенным, 
по условию, функциям (п), получаем: 


уе (2) р = Л» (рз) — № (в). 


|5 


Ввиду равномерной сходимости }„ к Ги а к &, слева и справа можно 
перейти к пределу: 

\& (в) ав = 74) — (о). 

с 

3. Оценим 
1 (2) — 7 (ра) 
Из — 

Для этого рассмотрим интеграл 


— 8 (из) |. 


< (в) — & (з)) ар = 13) — / а) — (в — ва) в (ра). 
г 
Мы имеем: 


-2 |2 — Ц |, 


(4) — &(рь)) Чи <}! —8 (64) |144 | < шах] 8 (4) — & (4) 
Г Г я 


> 


так как длина Г меньше 2 | и — в |. 
Итак, 


1 (2) — 7 (из) 


мм 8 (4) | < 2 ах |5 (р) —8 (№) | 


Правая часть последнего неравенства, согласно свойству 1) кривой Г, 
есть (удвоенное) приращение & (р) на отрезке длиной меньше 26 и, ввиду 
равномерной непрерывности непрерывной на компакте Мк функции & (и), 
стремится к нулю вместе с 6. Лемма 8 доказана. 

7.4. Функции нескольких переменных и действия 
с ними. В дальнейшем нам понадобятся функции, аналитические по 
одним переменным и моногенные по другим. 

Пусть переменная 2 — угловая (меняется в полосе [т 2 Е (а5) *) и имеет 
период 2л**, переменные & и А меняются в окрестности нуля, ар 6 мк 

Определение. Функция } (2, г, А, р) аналитична по 2,2, А и моно- 
генна по ре МЕ, если ряд 


1 (=, в, А, р) = У Лет (д) ее в" А", 


в котором коэффициенты суть моногенные функции вЕМК, сходится 
вместе с производной по и равномерно при 6 №К и 2, е, Д, меняющихся 
в указанных областях. 

Очевидно, такая функция непрерывна, причем 

а) при фиксированном д она аналитична по 2, &, Аи 

Ь) при фиксированных 2, г, А она моногенна по ие МЕ. Свойство Ь) 
вытекает из леммы 8. 


* Границы могут зависеть от |. 
** Т. е. при увеличении 2 на 2л функции 2 получают приращение 0 или 2л. 
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ЛЕММА 9. Пусть функции № (2, в, А, р) моногенны по и ЕЕ и анали- 
тичны по 2, в, А. Тогда тем же свойством обладают в соответствующих 
областях: 

1) функции 

И, (2, г, А, р) - №» (2, г, А, р), #1 (2, в, А, р) № (2, в, А, в), 


#1 (> (2, 8, те. ы), 8, А, ы), й1 (2, 5, Й2 (2, 5, А, и), и); 
2) решение Фф(2, в, А, в) уравнения № (ф, в, А, п) = 2; 


3) решение 1 (2, в, А, и) уравнения № (2, в, Т, и) =А; 
4) частные производные й по 2, в, А; 
2 


5) интеграл по параметру \* (2.8 Ава, 
0 
причем во всех этих случаях применимы обычные правила дифферен-’ 


цирования, например в случае 2) 


9% 
9% _ _ 
9 ав 

9 


Доказательство повторяет хорошо известные из обычного анализа} 
рассуждения и опускается. | 
ЛЕММА 10. Пусть функция } (2, г, А, и) = Ганалитична по 2 в обла-4 
сти | Ша 2|< В; в, |= |< а; |4 |<А, и моногенна по ре М№ к, и пусть в 
указанной области | 


С, |5. 


Тогда решение уравнения 
в (2 - 2лр, 5, А, в) — 5 (2, 5, А, и) = (2, 8, А, и) 


моногенно по 46 М№Е и аналитично по 2 в области [Га (2 — 2лр) | < А — 28, 


&, || <&х, А, |А|<А., причем в этой области 
_4С. д: 8С 92: 10С 
|8 Нет 9: |3 кя’ |9а|< кв, 
| +2 10° 98 | < +10 
т 56 ’ [0204 | * К м 


Доказательство. Решение дается при фиксированном 
рядом (2)$2 
У 1» (в, =, А) 


ет 


по 1 


ет? 
, 


равномерную сходимость которого при | Ги (2 — 2лр) | < В — 26 требуется 
установить, ибо 


Дл (в, =, А) = У ры (и) = А, 


Но равномерная сходимость этого ряда установлена в $2 вмест 
д 
с искомыми оценками р и р при доказательстве теоремы 1’, ибо 


1 1 


2" 27 
Тем. 
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)ценки остальных производных получаются путем дифференцирования 
яда по обычным формулам с учетом неравенства (13) $2. 


$ 8. О зависимости построений теоремы 2 от и 


8.1. Мы видели в п. 7.4, что решение линейного уравнения (1) $ 2 
ависит от 4 моногенно. В настоящем параграфе доказывается моноген- 
ость по и функций АД», Ра, Ф,, 2, А, построенных в $6. 

Оказывается, область моногенности по мере увеличения п сужается 
на | п2лр| за каждый шаг), и автору не удалось установить, моно- 
енно ли зависит от и решение уравнения (1) $ 4. 

Моногенность Д“” по при действительных и используется в$ И 
А т 


др 


Гам мы будем опираться также на (равномерную по п) малость 
три малых . 

Для сокращения громоздких выражений в этом параграфе аргумент = 
у всех функций опускается, подобно тому как раньше игнорировалась 
зависимость от 1 и аргументами считались только 2, ф, в, А. 

Построение Л“ (и) в $ 6 проводилось следующим образом. 

Шаг за шагом строились такие новые параметры ф» = фл (фи, И) 
и такие А„_, = А, 1(А», в), что преобразование 


фи1—> Фи а -Е 2лр, НЕ А» (А», и) Е (Фи, и) + Фа (Фи, А, (Ан, ы) и) 


превращалось в преобразование 


Фи —> фи аль == Ал Е, (Ф», и) -- Ф, (Фл, Ал, и) 
со значительно меньшими Ё иФ, причем ф, =2, Ё’= Е, Ф, = 0, А. = А. 
Далее, строились такие Д“” (и), что преобразование 
Е—2-- 2 Е А” (и) + Е(2) 
превращалось в переменной ф„ в преобразование 
Фи-—> фи = 2лу Е И (фл, и) + Ф, (Фил, 0, в), 
для чего мы полагали 
А“ (д) = Ак (А. (и), в) &=0,1,...,п— 1), (4 
А (в) = 0. 
Таким образом мы получили: 
Ау” (р) = А (в). 
ТЕОРЕМА 3. В условиях теоремы 2 при достаточно малом в`>0, 
о<к<+ 
А (р) = Ш А” (п), 
ИСО 


де функции №”) (р) моногенны по рЕ №,” (т, > 0) и при этих условиях 


д”) 
т | ов |=|, 
Доказательство этой теоремы опирается на следующую лемму, 


повторяющую основную лемму [см. $4 и 5]. 
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ЛЕММА 11. Пус.ль даны аналитически зависящее от А и моногенна 
от вЕМ№к семейство аналитических отображений окружности 


А °(, А, в) = 2+ 2ли + ЕР (2, в) А+ Ф(>2, А, в) 
и числа В, >20, т. бе рол О Я 
<А, — 56 такие, что 
1) Е (2 - 2п, в) = Е (2, в), Ф(ё- 21, А, и) =Ф(2, А, в); 
2) при ш2 = Тар = ША = 0 всегда № ЕР = пФ = 0; 
3) при |т2|< В, вЕМЕк, |А| < А, 
|Е (2, №) |< С, 
| — и) | <с, 
|4 2, р: А. 
ЭФ (2, в, А 
| т } |<} 
4) число 6 удовлетворяет нера, енству 
К? . 
< 5ч0г; 
5) 6 ==887, Ар 0. 
Тогда существуют функции 2(ф, и), А (Ди, в), аналитические по Ф, 


и моногенные по веМК, таки, что 
1. Тождественно 


2(А,; (Ф, и, А,), и) = Ао (2 (Ф, м), А (А, ы), в), 


А; (ф, в, А!) = ф- 2ль - А, - Р, (ф, в) | Ф, (ф, в, А,). 
2. Е: (Ф Е 2л, и) В Е: (Ф, и), Ф, (Ф + 2х, ы, д!) ты Ф, (Ф, м, А!) 
2(ф- 2м, №) = 2(Ф, и) + 2м. 


3. При аф = мА, = [пр =0 всегда Ша 2 = 1 А = Ша Р, = Ша Ф, = 
4. При |4: |< 878, |шф|< В, — 16 — | п2лр|, вЕМк построенны 
функции аналитичны ‘по ф, А1, моногенны по ре № и имеют мест 
соотношения: 


где 


<, е 
Фи (& 
т | З5=, ( 
| | А (% 
|<, (1. 
а: |<4с, — (а: 
[А (А,, в) | ЗА», (1: 
12 (Ф, В — |<, (4. 
| о а! 
в |<? (и 
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8.2. Доказательство леммы 11 более громоздко, чем доказательство 
сновной леммы. Построение повторяет рассуждения п. 5.1 с той разницей, 
то р из фиксированного действительного числа превращено в незави- 
имое комплексное переменное. При построении Д (Д!), 2 ($), в, Р, иФ,, 
огласно п. 5.1, используются интегрирование по 2, решение уравнения 
1) $2, построение обратной функции и подстановка функции в функцию. 
огласно леммам п. 7.4 все эти операции не выводят из класса функций, 
оногенных по ре №к и аналитических по 2, Л, ф, А, в соответствующих 
бластях. 

Поэтому особого рассмотрения требуют только неравенства (9), (10), 
11), (12), которых нет в основной лемме. Их доказательство базируется 
а следующих оценках. 


д з 
1°. Оценка а. На основании пи. 5.1, 7.4 и в силу условия леммы, 
1! 


гри | 2| < В,, ВЕЛ, || < А, 


ЭР эФ 
д» | <2С, |5 | <2 А |< 

Таким образом, правая часть уравнения (2) $ 5 имеет производную 
то р, не превосходящую 4С. Применяя лемму 10, находим: 


1-х, (17) 
т (а 
<. п 
| аа, (20) 
| (21) 


при [ша (2 — 2лр) |< А — 28, ВЕ Мк, || < А 


9 
2°. Оценка т Из уравнения (4) $ 5 и п. 7.4 следует, что 


де 9Ф 

ЭЛ, (в) ды Е 
др дФ 
а А 


* 
Оценивая Ау как в 1° п. 5.2, находим: 


О. 


При |А|< —- с помощью интеграла Коши получаем из (4): 
дФ| _ 52 ах Вт я 
[< =28 <, [к |<», со 
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Е Ч 


Следовательно, > при |А| < . Поэтому, на основании (3) 
(5) и леммы 9, 
и | 
ды, о 
Ввиду (6), 9°А, < С, так что | 
9 | 
торм (22 
при вЕМм. 
3°. Оценка 5 Согласно пи. 7.4 и 5.1, 
де _ дк" | 98" 9 
др ды ГА ди ’ (2 
98 _ д28* д2е* 9. | 
920, 020% ' 0д20А ди * (2% 


д=* д? =* 
Оценим сперва ое Заметим, что уравнение 


Я (@а-2ль, АД, р) — 5° (2, А, в) =—Е (2, в) —Ф(о, А, в) 


при нь по А дает уравнение 
х ‚ 9Ф 
98 (а -- 2ли, А, в) — 28 (1, А, в) = — 5. 


д 
того же вида относительно ет ‚ имы можем воспользоваться леммой 1 


ры 


< 0Ф 
С этой целью оценим -‹ с помощью интеграла Коши: при -: 


А 
а — 


Ф 262 А р 
эк 46° 


2 
По лемме 10, при т В — 26, |А| < _ ‚ ВЕМк 


| |< ен 


к 
А д2 < каг 4 


Подставляя эти оценки, оценки (20), (24) и оценку Л, из п. 2° в формул 
(23), (24), находим: 


5С 103 (104 
|3 ‚|< т + 546 < к зе, 
5.108С (104 
а Е Кзб? Зе Кат 
при | Ш (2 — 2лр) | < В — 28, дЕМК. 
4°. Оценка р Аналогично п. 2°, имеем: 
9Е дФ 
А бы 
ди М. 
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А 
если | А |< а ‚ то, как вп. 2°, получаем: 
|5 |< 4с. 


А 
ля того чтобы выполнялось неравенство ГА] == ‚ достаточно, чтобы 


|< 5”. Действительно, тогда (как это показано в$ 5) | | <2С, 
\ — А. | <21[А, |, и так как С = 8”, то при | Л, | <" имеем: 


| (А, ва. 


так, при | А, | < 877, вЕМК, 
Ав | 4. (25) 


Одновременно мы показали, что при | А, | < 8?7 справедливы оцен- 
№. 1°. 


9 
5°. Оценка -. Из пи. 5.1 и 7.4 имеем: 


др 
ЭР, (2, Пу д8 (2, №) 08 (ит, — [8 (21, в _ д (21т, В) 
РМ -| И о 
дв (21, М) Го® 0Ф 9094, | 
хе 92 [7 др ' Ад | (26) 
(С 
и=2-- ль + Ё (2, р) + Ф(&, в, Ао (и), (27) 
2и= 2 - 2ли. (28) 


ервые две скобки в правой части (26) оцениваются при помощи лем- 
т о конечном приращении (лемма 5 $ 3). Мы имеем: 


98 (21) дв (21) 025 
| Эт бр <[я— аи |5 ; 
2 
дставляя вместо 21— 2п и Е их оценки, получаем: 
дв (21) __ 98 (21т) < “10 
ды, в | ИУ 
аналогично, . 
Е дЕ ( В и: — < 405: 160 С? 
ТО < — 21| З-ка АС = К 


›следнее слагаемое в правой части (26) оценивается с помощью не- 
венств (3), (5), (22), (18) и не превосходит * 

32С 200 С? 

ас) < 20 
Итак, 


4.104 160 200 5.104 
< С° [ет + 2л к + ки | <> 6» 


а 9: 


Все эти оценки справедливы, если аргументы 2г и 2и не выходят 
области |Га (2 — 2ль) | < А, — 26, где действуют оценки & и ее про- 
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изводных. Для этого достаточно, например, чтобы [а 2| < А, — 34 
Действительно, тогда | 


| (, + Ф(вь, 5 ())|<2С <, 
| о (21 — 2) | < В, — 28. 
Таким образом, при | 2| < В, — 38, вЕМК, | А, | < 77 


5:10 с | 
< ое" (23 


|5 Э#, 


6°. Оценка «(А — 49. Мы имеем: 


дА (А, в) _ дА (0, в). 


дк (А (Ан, в) — 45) = 5 та 


по лемме о конечном приращении, 


|= (А — 45) < 


д?А (Ал, в) С 
| А: др, | |4 — Ао |. 


д?А (Дл, 
"| с помощью интеграла Коши как производную 9 


. При | А, | <8”", как это следует из (25), |5 | <4С. Поэтому в кр} 


те | 


6 
ге т. всегда 
92А ! 


ЭЛ. ды |< = 
-> 
В 92 ея 
частности, мы когда |Д,|<6. Так как 
14 — 5 |< 214! |, 
то при о, веМ№к хе: 
д . | 
Эр (А (Ал, в) — Ао (в) |< 16]А, |. (3 


7°. Оценка эк (Ф (А (Аь, в)) — Ф (4, (в). Эта производная рав» 


95 (\) 05 обла) _ 059 04, 
др, ди (А ды А ды. 


‚ Первую разность оценим по лемме о конечном приращении: п! 


|4 <, НЕМ, |ш2| < 


д® (А А) 9*Ф жз р) 
|< д А — 8 < 88| Аа] 
( 2 || К . | 9% | 
здесь дьдл Ы оценили С помощью интег ла оШиИ; др вал 
26?| Ау | 2 
< | о | + ) 
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Вторая разность может быть записана в виде 


а® (^) (Ам и. га Е (во) 
др, } 


Эл ды ЕУ\ Е (31) 


де первое слагаемое оценивается при помощи неравенства (30) и не 


ревосходит. 16 | Л, |, ибо [27 |< (см. п. 2°), а второе слагаемое, по 


емме о конечном приращении, не превосходит 


5 || 
[а [|2 


в 9*@ 
десь новои является только оценка Эл? : Для ее нахождения мы вос- 


|А (4!) — Ао | ЗАСА, |. 


ользовались выражением для второй производной, получаемым из 
нтеграла Коши: 
9Ф 


262А 16 
Е 2 о 
94? 


(№ — 69 
(5) 


А 
ри =, для чего, как мы видели в п. 4°, достаточно, чтобы вы- 
27 


< 


юолнялось неравенство |Д, |< 6 
ценки, находим: 


Сопоставляя все три полученные 


|; ФА) —$ |-5 46| 4; | 428 8°| А, |. 


)кончательно имеем: 
|» (А (А, в) — $(45 (0) | < 1001 А, (32) 


ри |4: |< 5”, [12| < Ао, ВЕМе. 
8°. Оценка т Ф, (2, и, А (ДА, в)). Нам будет удобнее рассмотреть’ 


разу функцию от 2, п и Д,, а не от 2, в, А. Мы имеем: 


оф, -| 98 (пт) __ 98 (21) | и (21) __ 98 ео | 921 08 (211) | = 


ди ди др 92 92 |0 02 д, ди |’ 
(33) 
це 
и = -Р 2лр + Е (2, и) Е Ф (2, в, Ло (и), (27) 
2ш = 2- 2лр + 4, + Р (2, ь) + Ф (2, в, А(Д,, ь)) - А.. (34) 


- 9 о. 
ервые две скобки в правой части (33) оценим как в п. 5: 


ааа 


98 (аш) _ 98 т | РИ — 21| < 5 т 3 | А, |, 


др Е |< 


к как 
ЭТ == А: Е Ф (2, и, А) "ЕЕ Ф (2, и, у (в)) 


_в силу оценки (22) $5, 
[21 — 21| < 3 |[А, |. 
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Авалогично, 
зе 


дв (2тп) дЕ (21) 02 
Е — — < р [ана < 
40 С д$9^.| _ 40С 16000, || 
< к» Кб [Аг |2и п ь Ак < к З[ А; | (2^--6 С) < К. [Аз || 


оценен с помощью условия 3) леммы 11 и оцен 


4 
где множитель т 
др 


д 
и (22) с учетом того, что С <1. Нам остается оценить Эк (211 — 21} 


Мы имеем: 
зи — 1 = А, + © (2, в, А (А, в)) —Ф(2, в, Ао (п). 


В силу оценки (32), находим: 
д (ии — 24) < 100 [ А, |, 


где | А: | < 5", ВЕМХ. 
Таким образом, 
| о С 


32 С Ре 
д2 ди д и 


Ка < кя | 


< 100 [А, | 


Сопоставляя оценки всех трех слагаемих правой части равенства (33) 
находим: | 


<< 1% 1600 С С 104 С 105 | 
а кат ЗА: | + Кб [А] -к& | А1| < || 


Все эти оценки выведены в предположении, что | А, | < 48°, рЕМК | 
21, 21 не выходят из полосы |[а (2 — 2ли) | <И. — 26, где действу‹ 
лемма 10. Для этого достаточно, например, чтобы ||п2|< А, — 44 
ибо тогда 


[4 - (2, ®) Е Фе, г, А) 926-2698, 
[Гл (2: — 2лр) < В, — 46 + 28 = Ву — 28. 
9°. Оценка > . Функция & (2, и) определена при 
| Ша (2 — 20) | < В, — 26. 
Значит, в той же полосе определена и функция 
ф(2, в) = 2 8 (2, в). 


Так как в указанной полосе |8 (2, 1) |6 [см. (6), (17)|, то обра 
этой полосы при 2->ф содержит полосу 


| а (ф — 2лр) |< А, — 36, 
которая при ф->2 переходит в область, содержашую полосу 
| па (2 — 2лр) | < В — 46. 


Из пп. 5.1 и 7.4 следует, что 
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огласно неравенству (18) и условиям 4), 5) леммы 11, |: = —. так 
го, применяя оценку (23), мы получаем: 


92 
Эр 


10*С 
$ кб 


ри || (2 — 2лр) | < А, — 26, рЕМК и, в частности, при 


| о (ф — 2лр) | < В, — 36. 
10°. Оценка дк (ф, в), эк ФФ, ы, А1). Согласно п. 5.1, 


Е: ($, в) = А, (2(Ф, в), р), 
Ф, (ф, в, А,) = Ф, (2 (Ф, в), в, А (А, в). 
Функция 2(ф, и) определена при | (ф — 2лр) | < А, — 36, цЕМк, 
к. Пи (2 — 2лр) | < А, — 46, 
о для этого 2 найдется такое ф‚что 2=2(ф, и), и 
Ша (ф — 2ль) | < В, — 35. 


Функции Ё 1 (2), Ф, (2) определены при |Ш2| < ИА, — 46 и поэтому 
ункции РЁ’ (ф, и), Ф, (ф, ци, А) определены при 


[пф| < А, — | Га 2ли | — 56 


предположении, что | Пи 2лр | <ИА,— 56, т. е. что 2лг < А, — 56. В этой 
оласти 

‚ 9Ф, д2 

о бб Г 2 


Ол Чо ь 91, 04 04, _ 06, 
ле: 92 


д 
це при вычислении © независимыми переменными считаются 2, ди 


ВА как в п. 8. 
Для оценок > и 5_ воспользуемся интегралом Коши. Отступив 


В 0 от края полосы, где известны оценки РЁ, и Ф;, мы из оценок 3° 
5°& 5 получим: 

9, 

92 


30| А: | 
ть 


40? |0, 
м, 2 


ри |12|< А, — 56; применяя оценки 5°, 8°’и 9°, находим из (35): 


ОЕ 5.10*С? 10*С АС? 

“бр |< К т К 5, 
9, | < С-108 Аа |, 361 Аз | 10'С 
ды, —— К?67 06 Кав` 


аким образом, при 
14, |< 628, рЕеМк, 2лг < В, — 58, | шф| < В, — [Ши 2л у | — 66 
меем: 


С? | А, | 
| Е: (фм) | Зв, |Ф, (ф, в, А!) |< 68 , 
0Е (8. 9Ф':| -С|А 
т Зв , бр 55 $. 


Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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ибо 
: 5. Е — 1. (о 


Точно так же и все остальные оценки 1°— 9°, в силу условий 4) 1 
5) леммы 11, можно привести к виду (7) — (16). 

Лемма 11 доказана. 

8.3. Доказательство теоремы 3. Теорема 3 выводится и 
леммы 11 так же, как теорема 2 выводилась из основной леммы в $ 


Выберем 6, > 0 так, чтобы 


1 


со т 
Ува, ее, @=2,3....), 


И=1 


К? 
2) &< ча: 


В 

Пусть В=рВь, К —ло же, что в условии теоремы 2, нем "> №о 
== 9. Ты 6. где 

С: т 81", (35 


и (1, 6, — соответственно С, д леммы 11. Тогда из неравенств (7) 
(16) получаем: 


1 


1- 
а = (9 аа бам 
дЕ, 27 
ды “297 
|Ф. |< «А! 1 Ау = 621 А, |, 


‘9 < 81Ац 


при 


В 
А (п А46(и +1) 
А: | < 8 =. < 8, — | Ч: |<, В — 76 — Ша2ль| = Вь веМи" ы 


Таким образом, мы снова нахсдимся в условиях леммы 11, но с умен 
В 
шенным на 70, |- < ралаусом А,. Так как 
8 (п -- 1) 
к 
В 

р 0» < ра , 

П=1 
то мы сможем произвести п последовательных ‘приближений, и послед 
нее будет действовать при 


В 


Г. СЕ 
111 Фа | ЗЕ И, м В 


Опуская обычное (см. $ 6) доказательство сходимости приближени! 
А(”) 
др 


Е . д 
при деиствительных и, опеним | 
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НВА АНН НОВА рифа БИН НННЕВЬН 


Из п. 8.1 следует, что 


ОА ОА, А ЗА. 


д ды дА,, др 


27 я 
[олагая С; =дх, на основании леммы 11 находим: 


дл) Су 
Л АНИ 
д | 3 4биы +2 | а 
‘сли 
Ам, 
т ку Ска, 
О 
А 
т < 6вСь1 < Сь. 
ак как 
949 
ди =0, 
о Эл 
бы = Э 


еорема 3 доказана. 
Замечание. Точно так же можно было бы доказать моногенность 
ункций 2», Е„, Ф», ф, и получить аналогичные оценки. 


ЧАСТЬ П 
О ПРОСТРАНСТВЕ ОТОБРАЖЕНИЙ ОКРУЖНОСТИ НА СЕБЯ 


Задача изучения зависимости числа вращения от ксэффициентов 
равнения была поставлена Пуанкаре (1). Рассмотрение числа вращения 
ак функции на пространстве отображений помогает уяснению вопроса 
типичных и исключительных случаях. 

Угловые координаты точки на окружности будем обозначать строч- 
ыми греческими буквами; ф и ф--2л есть одна и та же точка окруж- 
ости. Преобразования будем обозначать прописными буквами: 


Т:ф—> ТФ. 
ы будем рассматривать только непрерывные взаимно однозначные 
рямые (сохраняющие ориентацию) преобразования. Примером может 
пужить поворот на угол 0:ф->ф-- 0. Каждому преобразованию сопо- 
гавляется «сдвиг» — функция на окружности, показывающая, насколь- 


о сдвигается каждая точка. Сдвиг будем обозначать той же буквой, 
го преобразование, но только строчной: 


Т:ф—>Т.=Ф-+ Е). 


цесь #(ф) — сдвиг. Если Т — поворот на угол 0, то #($) =0. Вообще 
уворя, сдвиг, как и ф, определен лишь с точностью до кратного 2л, 
{нако, определив #(ф) в одной точке, мы можем однозначно продол- 
ить его по непрерывности. 

б+ 
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Если Т — гладкое преобразование, то #(ф) — гладкая периодическая’ 

функция: | 

(ф-- 21) = #(9). | 

Обозначим через | 

То =ф- 2" (9) | 

п-ю степень преобразования Т. При этой записи предполагается, что, 
ветвь #”) (ф) выбрана соответствующей ветви #(ф): 


№) ($) = #0 (9) ("1 (9)) ®=2,3,...). 


При этом условии ЕЁ” (ф) называется сдвигом за и шагов. 


$ 9. Функция р (Т) и ее множества уровня 


Рассмотрим пространства 
"ев бит ба Те АОИ оме р | 


взаимно однозначных прямых отображений окружности на себя, непре- | 
рывных, непрерывно и бесконечно дифференцируемых и аналитических || 
в окрестности действительной оси с обычной в этих пространствах топо- || 
логией. Каждая следующая топология сильнее предыдущей и ве | 
из пространств всюду плотно в предыдущем *. 

Пуанкаре (!) определил для каждого преобразования ГЕС число} 
вращения 2ли; таким образом, на пространстве С дана функция и(т 
Следующая теорема высказана Пуанкаре без доказательства. 

ТЕОРЕМА 4. Функция в(Т) непрерывна в каждой точке С. 

Доказательство. Покажем, что в(Т) непрерывна в точке То... 


Пусть дано =`>0. Выберем целое п`> = так, чтобы 


1 
(Го. 
Тогда при преобразовании 
7%: ф—>Ф- 84° (Ф) 


каждая точка сдвигается больше чем на 2лт. Действительно, если 
бы некоторые точки сдвигались меньше, а другие больше чем на 2лт,, 
то нашлась бы точка, сдвигающаяся ровно на 2лт, т. е. точка, непод- 


вижная для То; тогда, очевидно, вопреки выбору п, мы имели бы 


т 

т: 

Если бы все точки сдвигались меньше чем на 2лт, то мы получили 
т д 

бы <, что снова противоречит выбору п. 


Аналогично доказывается, что каждая точка сдвигается за п шаго 
меньше чем на 2л(т -- 1). Итак, 


2лт <” ($) “2” (т + 1). 


* Если Т входит в одно из пространств С\, С?,..., А, причем не важно, н 
какое именно, то мы будем называть Т’ гладким преобразованием. 
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Ввиду непрерывности #” ($), 


2лт + 18” (9) 2 (т +1) —т 


при некотором п > 0, а ввиду непрерывной зависимости Т" от Т най- 
дется. такое 6>0, что 


12° (Ф) — 4? (9) |< т, 


коль скоро преобразование Т отличается от Т, меньше чем на 8: 


|2 ($) —& ($) |< 8. 
Для таких Т 


2лт < #® ($) «2 (т +1) 
и, значит, 


"кр (Г) <. 


Итак, [6 (Т) — в (То) | <= при |2(ф) —& (Ф)| 8. Теорема доказана. 
‚ Замечание. Даже в самых хороших случаях функция р (Т) толь- 
ко непрерывна. Например, рассмотрим семейство преобразований 


Ть: ф>Ф-ЕР- 0,1 12 ф, 


где А — параметр. По доказанному, в (Т») — непрерывная функция Й. 
С ростом й функция и (Т») растет, но задерживается на каждом рацио- 
нальном значении |: ему отвечает целый отрезок [й,:й.] значений Й. 
Зато при й > й. функция и(Т») увеличивается очень быстро: 9. Г. Бе- 
лага показал, что, например, в окрестности нуля п (Т,) растет по край- 
СУЬ 
— 102 й ° 

Множества уровня и(Т) суть множества преобразований с одним и 
тем же числом вращения 2ли. К таким преобразованиям относятся по- 
ворот на угол 2ли, преобразования, превращающиеся в поворот на 
угол 2ли при надлежащей замене переменной, и, быть может, другие 
преобразования. 

Структура множества уровня в (Т) = существенно зависит от того, 
рационально и или иррационально. 


ней мере как 


$ 10. Случай рационального | 


й 


т 
10.1. Если и (Т) =^, то, как показал Пуанкаре, Т” имеет непо- 
п 
движные точки: #Ё” (а) = 2лт. Множество их инвариантно относительно 
х п 
Т и замкнуто, как множество уровня непрерывной функции г (а). 
Точки а, Га,..., Т" "а называются циклом. Для исследования цикла 
п 
удобно рассмотреть график преобразования 1” и график и #") (ф) 


(см. рис. 7; на этом рисунке изображен график Т ($) = Ф- 5 с03 и 
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указаны образы 0 при нескольких итерациях Г). Цикл называется паоли ро 
ванным, если в некоторой окрестности его точек нет точек других циклов. 
Изолированный цикл устойчив, если его точка (а значит и все его точ: 
ки)”имеет сколь угодно малые окрестности, переходящие при преобразова 
нии Т" внутрь себя. Легко видеть, что при и-> -{ со точки такой окрестности 
стремятся к точкам цикла, чем и объясняетт 
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вания Т" называется неустойчивым цик- 
лом Т. Изолированный цикл полуустой- 
чив вперед (назад), если все точки некото- 
рой окрестности точки цикла (исключа 


ее самое) сдвигаются преобразованием 1" 
вперед (назад), т. е. если в этой окрест- 


ности 
7 2 2 (ф—Эле о (9 
Преобразование ТЕС* нормально, если ве 
Я) ; точках его циклов 
7) 27 4”) (ф) 
д Р 


Рис. 7 
Очевидно, нормальное преобразованиег 


имеет конечное число циклов, причем! 
все его Циклы устойчивы ИЛИ неустойчивы. Именно, те корни! 


и) (С 4" | г 
1” (Ф) — 2лт, где д < ‚ суть точки устойчивых циклов, а те, где: 
4”) 
`аф 
устойчивых и неустойчивых циклов нормального преобразования пере- 
межаются. 

10.2. ТЕОРЕМА 5. Нормальные преобразования образуют множество, 
открытое в С" и всюду плотное в А. 

Доказательство. 1. Точками цикла являются те точки, где. 


—-0. — точки неустойчивых циклов. Отсюда вытекает, что точки! 


ак” | 
1” (6) =2лт. В них Но. Поэтому при малом вместе с первой 


[2 у 
производной изменении #”)(ф) функция Ё*(ф) — 2лт не приобретает но- 
вых корней и старые не. исчезают, а сдвигаются непрерывно, причем. 
производная в корне сохраняет знак. Это значит, что преобразование: 


Т с такой измененной функцией 1”) (Ф) будет нормальным. Ввиду непре- 


рывной зависимости 1" (ф) от Т, первое утверждение теоремы доказано. 

2. Покажем, что в любой близости к любому преобра- 
зованию есть аналитическое преобразование с циклом. 
Очевидно, это достаточно доказать для аналитического преобразования 
и аналитической близости. Пусть Т — аналитическое преобразование с 
пррациональным числом вращения, и пусть => 0. Среди точек ф„=Т”фь 
есть удаленная от ф, меньше чем на &, например, назад: 


2лт — = Е” (фо) < 2лт 


(теорема Данжуа). Рассмотрим семейство аналитических преобразований 
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ВА 0, Ту): 
Тх:Ф>®Ф- Е (Ф)- ^. 
Как нетрудно видеть, при ^ = Т» сдвигает фо вперед: 
(Фо) > 2лт. 


Отсюда, ввиду непрерывности #”(ф,) по ^, вытекает, что при некото- 
ром ^, <= Т», имеет цикл Фо, Г», Ф, ...: 


1" (фо) = 2лт. 


3. Аналитическое преобразование с циклом сколь 


угодно малым изменением можно превратить в нормаль- 
ное. В самом деле, пусть Т — аналитическое преобразование, и среди 
его циклов нет устойчивых (стало быть, нет и неустойчивых). Выберем 
цикл Фо, ф1,..., Ф, И введем аналитическую функцию Д (ф), обращаю- 
шуюся в этих точках в 0 и имеющую в них отрицательную производ- 
ную. Нреобразование 

Тв: ($) =#(Ф) + 84 ($) 


при малом 0 сколь угодно близко к Т и имеет по крайней мере один 
устойчивый цикл Фо, Ф, ..., Ф,.. Поэтому достаточно рассмотреть 
случай, когда исходное преобразование Т имеет устойчивый цикл. По- 
строим по Т аналитическую функцию 6(ф), которая 

1) равна нулю и имеет отрицательную (положительную) производную 
в точках устойчивых (неустойчивых) циклов Т; 

2) положительна (отрицательна) в точках циклов Т, полуустойчи- 
вых вперед (назад). 

Существование такой функции очевидно, так как число всех циклов 
Т конечно, ибо аналитическая функция #") (ф/—2лт имеет изолированный 
корень и потому не есть тождественный нуль. 

Рассмотрим преобразование Т.:ф->ф- ($) - 06 ($). При малом 9 
это преобразование нормально; формальное доказательство того, что 
устойчивые циклы Т при малых 0 лишь несколько сдвигаются, причем 
корни #”(ф) —2лт делаются однократными, а полуустойчивые циклы 
исчезают, предоставляется читателю. При достаточно малом 0 преобра- 
зование Гу — искомое. 

Теорема 5 доказана. 

10.3. Строение нормального преобразования легко усмотреть из 
графика функции #”(ф) — 2лт." Ее корни — точки циклов преобразова- 
ния — делят окружность на дуги. Каждая такая дуга оВ ограничена 
с одной стороны точкой & устойчивого, а с другой стороны — точкой В 
неустойчивого цикла. При п-> -- со точки дуги наматываются на устой- 
чивый цикл, а при п-> — со — на неустойчивый цикл, т. е. 


Нш Т*" (7) =  (шод2л), —Пш Т” (7) = В (то4 2л), 
Е—со К>—© 
где т6(х, В). Утверждения такого типа хорошо известны в качествен- 


ной теории дифференциальных уравнений, и мы опускаем их доказа- 
тельства. 
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Таким образом, топологически нормальное преобразование характе) 


т 
ризуется тремя целыми числами: т, п, К, где = ЧЕ ЛО вращения, а 


| 


К — число устойчивых (а значит, и неустойчивых) циклов. Два преоб- 
разования с одинаковыми т, п, К устроены одинаково в том смысле. 
что одно из них может быть превращено в другое непрерывной замено 
переменной на окружности (т. е. Т.=ФТ,Ф*, где ФЕС). Инвариантом 


с ы акт) 
гладкой замены переменной является также производная о в точка 


цикла, характеризующая скорость наматывания на цикл. Вероятно) 
других инвариантов не существует, но я не сумел этого доказать. 


ТЕОРЕМА 6. Множество Ет уровня р = ". в любом из пространсте| 
(1, ..., А связно и состоит из 


1) плотного в Еш и открытого в СТ (А) ядра |) и нормальны 


т 59 9 


преобразований. Ядро состоит из связных компонент Е*, преобразований 
т | 


с К устойчивыми и Ё неустойчивыми циклами. Два преобразования одно 


к 
компоненты Ет могут быть превращены одно в другое непрерывной за-|] 
я ; | 


меной переменной; 
К ее | 
2) границ Еш и Ет. Граница Етш состоит из преобразований Т, ъ 


п п п | 


которых #” ($) —2лт не меняет знака. Ее части Е. (#"(ф)— 2лт> 0) 


(п) С 
и Е_(Г ($) —2лт<0) содержат полуустойчивые вперед и назад пре? 
образования, связны и пересекаются по связному множеству Е. Преоб: 
разования из Е, превращаются гладкой заменой переменной в А | 


Ро входит в границу каждой компоненты Ет . 
т 


Доказательство. 1. Множества Ё„, ЁР.,, Е_ связны! 
п | 
Для доказательства соединим, не выходя из взятого множества, любов 


преобразование ее (Е., Е) с поворотом Т, на угол 2^ >. дугой 


То (002, Т. = Г). Пусть Фо, ..., Фи — цикл Г. При помощи глад- 
кой замены переменной 


Ф—> Уф =$Ф-+ (9) 
переведем точки Фо,..., фа в 2171 (0 </<п— 1). Положим 


Уф =Ф- 9 (9) 
и рассмотрим. 
То = 97 ф=Ф-+ь (9) (0<0<1). 
Это преобразование является преобразованием т записанным в пере 


менной У, и принадлежит Ет а 
ъ 
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Рассмотрим теперь отрезок, соединяющий Т; и Т.: 
Тф=Ф- (@—1)21 7+ (2—04($) (1<6<2). 


Точки 2171 (0 <1/<»п— 1) образуют цикл ТГь при всех 1 <0<2 и поэ- 


тому линия Т. лежит целиком в Е» (соответственно, Ё,, Р_). Связ- 
п 


ность доказана. 


к и 
—2. Множество ЁЕ„ нормальных преобразований с дан- 
т 


ными т, п, К связно в любом из пространств С1,..., А. 
Для доказательства соединим в выбранном пространстве преобразования 
То, Т» дугой Ть (0<09< 2). Произведем гладкую замену переменной 


Уф =Ф-ф(Ф), 


переводящую точки циклов ТГ. в соответствующие точки циклов Г. (что 
нетрудно сделать, так как число этих точек одинаково и они следуют 
в одинаковом порядке). Преобразование Г, = ФТ. 4” * действует на точки 
циклов Г, как преобразование Т,; легко видеть, что других циклов 
оно не имеет. Полагая 


Ч. (ф) =Ф- 9 ($) 


о Г" (0501), 
| 
мы соединим То с Т, кривой, лежащей в НВ 


| 
’® Рассмотрим преобразования 


Т. (Ф) =Ф-+Ь (9), Т»($) =Ф-Ь(Ф). 


Функции В (ф) и 2 (ф) совпадают в точках циклов, поэтому все преоб- 
‚разования 


Те (Ф) = Ф- (2—0 8 (Ф- (0—1)1 (9) (1<8<2) 


Поти одни. ие же циклы. а довательно, линия Ть (0<9<2), 
‘единяющая Т. с Т., целиком лежит в Ро 


т 


к 
3. Доказательство того, что множество Е открыто и что множество 
у 


. т 
(/) Е* нормальных преобразований с числом вращения > всюду плотно 
п 


в Ем аналогично доказательству теоремы 5 (пи. 1 и 3). 
т 


4. Если Т., и то можно произвести непрерыв- 
п 
ную замену переменной Ф=ф-- ($) такую, что Т, пс- 
|рейдет в То: Т, = ЧТ, Ч. В самом деле, обозначим точки устойчи- 
Вых циклов Т, через а! (1 <1< К, 1<1< п, Та; = аа, @ва =а1) и 
+ | 
точки неустойчивых циклов Т. — через 6; (через { мы обозначаем номер 
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Е Е 


цикла в порядке следования на окружности). При этом на дуге 


= И 
а161 нет точек циклов (значит, то же относится к каждой дуге а и 


7 1-1 

В: а: ый 
Пусть, далее, с! и 4! — занумерованные аналогичным образом точки 

устойчивых и неустойчивых циклов т. Замена переменнои р переводи 


точки а, Ы в с 4, и нам остается доопределить Ч на дугах а, 
Ма". Выберем точки 2 и У внутри дуг @й и с1@1. Точки Тля и Ть 
лежат в тех же дугах соответственно ближе к а1 и с1. Отобразим при 
помощи Ч дугу (2, Т!2) на дугу (у, Т>у) гомеоморфно и прямо: х— У, 
Т”х ->Тту. Очевидно, при преобразованиях Т? образы дуги [2, Т1] 
(соответственно дуги [у, Ту] при преобразованиях Т>) целиком покрс- 
ют все дуги а (1 <1< п) (соответственно все дуги с). Таким обра- 
зом, мы определяем ($) на дуге Тх, Т?1"х как Т?УТ.?. Аналогич- 
ное построение можно проделать на дугах а! и Ба. Доказательств 
того, что найденная замена. переменной является искомой, несложно, 
и мы его опускаем. 

5. Строение границ. Если #"(ф) — 2лт меняет знак, то Т ест 
внутренняя точка Еш, ибо при малом изменении Г &"(ф) — 2лт будет 


ъ 


по-прежнему менять знак и Т сохранит цикл. Поэтому граница Е 


входит в сумму Р. (ТЕЁЕ+, если Е ($) —2лт>0) и Е_. Чтобы пре- 
вратить преобразование ТЕР, = Е. [] Е в поворот, надо гладкой 


- > т | 
заменои переменнои перевести точки одного цикла в 2л 1 и зате 


п п -1 
переопределить параметр на всех дугах |2л--, 2 “|, кроме одно 


(1=0), по формуле 


4 (®) =21"" + ТФ). 


т | 
Малым изменением поворота на угол 2м-, можно превратить его 1 


преобразование из любого Е*, — примерно так, как это сделано пре 
Е. 


доказательстве теоремы 5 (п. 3). Из предыдущего рассуждения следует 
что то же верно и для всех преобразований из К., что доказывае 
последнее утверждение теоремы 6. 

10.4. Из. теоремы 6 (п. 4 доказательства) вытекает, что нормальны 
преобразования являются грубыми в смысле Андронова — Понтр; 
гина (*). Так как, в силу теоремы 5, множество всех нормальных пр 
образований всюду плотно, то никакое не нормальное преобразовани 
не может быть грубым. 

С топологической точки зрения нормальные преобразования запо 
няют подавляющую часть пространства преобразований — всюду плотно 


* Под 1-1 при {1 = А понимается 4. 
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открытое множество. В следующем параграфе будет показано, что с 
гочки зрения меры типичным является также эргодический случай. 


$ 11. Случай иррационального | 


11.1. Рассмотрим теперь множество Е, иррационального уровня и. 
3 пространствах С”, ..., А, по теореме Данжуа, каждое преобразова- 
ие ГЕЁ, может быть превращено в поворот на угол 2ли непре- 
ывной заменой переменной. Нас же будут интересовать преобразо- 
ания, превращающиеся в поворот гладкой заменой переменной. Мно- 
кество таких преобразований мы обозначим через ЕС (соответственно че- 
ез ЁЕ„; общее обозначение — Е,). 

ТЕОРЕМА 7. 1°. Множество Е& всюду плотно в Е, по топологии С. 
Зсе множества Е, связны. 


т 
2°. Если д таково, что в — = 


К 
> в при любых целых т и п=0, 


А 
по множество Е, открыто в Е, по топологии А. 
Доказательство. 41°. Пусть Т, обозначает поворот на угол 2лц, 


‹ пусть Т.Е Е... Тогда существует гладкая замена переменной 
| (© =Ф+ $ (9) 


ыы 
акая, что Г, = УТ. `. Замена 


Ч ($) =Ф-01(9) (0<9<1) 


ревращает Тов Го = фо Тофь *; таким образом, линия Го, соединяющая 


о с Т:, лежит целиком в Е.. Связность Е, доказана. 

Построим в в. преобразование Т” в заданной окрестности ТЕЁ,. 
То теореме Данжуа, существует непрерывная замена переменной ЧР ($) 
акая, что Т = Т.Ф *. Построим аналитическую замену Ч” ($) пере- 
енной ф так, чтобы Фи №", "и Ч" мало отличались в метрике 
х 


*—1 
’. Тогда Т* = "ТФ аппроксимирует Тв метрике С и принадлежит 
в. Утверждение 1° доказано полностью. 


2°. То, что множество Е* открыто в Е, П А, вытекает из теоремы 2. 
)чевидно, достаточно показать, что некоторая окрестность поворота Ту 
` Е, ПА входит в о Преобразование Т ЕЁ, П А можно записать в виде 


ф-—>Ф-+ 2ль -- Е (Ф), 


ричем окрестность Ив,с преобразования Т, задается неравенством 
Е ($) | <С при | Паф| < В. Но в силу следотвия теоремы 2 (см. п. 4.3) 
ри данном А существует С такое, что все преобразования Тв Ок, с П Е, 
налитически приводятся к повороту. Теорема 7 доказана. 

11.2. При подходе к ‘вопросу о типичности с точки зрения меры 
см. (8)] мы наталкиваемся на отсутствие разумной меры в функциональ- 
ых пространствах и поэтому вынуждены ограничиться конечномерными 
одпространствами. 
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Рассмотрим двумерное пространство аналитических преобразований 
Аа ь: 3—2 т а- Е (2, 6), 


где при | ш2| < В, |6 |< Е И в есть аналитическая функция, удов-] 


летворяющая неравенству [Е (2,5 = Ро | 
ТЕОРЕМА 8. | 
тез Е | 

= 1 

ле у 


что преобразование Азь превращается в поворот аналитической заменой 
координаты 2. | 
Доказательство. 1. Рассмотрим множество Мк — компактное] 
множество точек О «и 1, удовлетворяющих неравенству 
К | 
2-з | 


п3 


»-= 


при всех т‚п>0. По теореме 2, для любого иЕМь существую 
С =С(К, В) >0 и аналитическая по 6 функция АД (Ь, и) такие, что 
преобразования А5-ь-д (ь, в), ь при ие МК, |5 | < С могут быть превращенья 
в поворот аналитическим изменением пара: (2 -Е А (Ь, в), Ее] 
Обозначим через Мк (5) множество точек и + —>—— - се ‚ НЕМЬ, при фиксиз] 


А (5, в) 


рованном 6. Тогда преобразование Е 5 


переведет Ми 
в множество Мк (5). | 
Положим =&>0 и выберем К`>0 так, чтобы шез М.к > 1 — = (п 


лемме 1 $2 это возможно). Мы покажем, что при достаточно м | 
справедливо неравенство 


шез М к (5) >1— в, 
2 


из которого теорема 8 будет следовать непосредственно, ибо очевидно, чтс 
| 
219 > шез Ев > 2л | пез Мк (5) 46. 
оной. Я 


2. В $7 построено совершенное множество Мк = Мк, Мк < М№Мкс Мк. 
2 
Очевидно, достаточно показать, что при достаточно малом 6 


шез Мк (6) > 1 — в. | (2 


(Поскольку К ›>0 фиксировано, индекс К будем теперь опускать: Мк = М. 
Согласно теореме 3, отображение Дь: № > М (5) есть предел равномернс 
сходящейся последовательности моногенных отображений 


Гь: Б-р А" (6, Ы). 


Покажем, что для любого = >> 0 найдется 6 (=) такое, что при 6 Ь (2 
и любом п 


шез Рь (№) > 1 — г. (3 
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В силу теоремы 3, найдется такое 6 (2), что при всех п, 6<Ь (г), вЕМ 
будет справедливо неравенство 


г. е. при отображении ДР» № отображается почти без растяжения. 
Докажем, что это 6 (=) искомое (индекс п будет всюду опущен, так 
как рассуждения теперь ведутся при п фиксированном). Пусть 66 (®). 


= > 
По определению моногенности, для —- найдется 6 >> 0 такое, что 


| А (в1) — А (№2) _ 9А ое 
ва — №2 


<, 
если | ма — Из| < 5, | из — из| < 5, №, из, из@ М. Тогда при тех же условиях 


А (ра) — А (в?) 
м — 2 


__ (4) 


согласно выбору Ь (2). 
и Разобьем № на непересекающиеся (разумеется, измеримые) части 
№', И № =М, диаметр каждой из которых меньше 8, и пусть № (5) — их 
1—1 
образы при преобразовании 0. Так как при этом преобразовании 
расстояния между двумя точками №" могут уменьшаться, как это явствует 


из (4), не более чем в 1— = раз, то 


тез № (5) и. (1 — =) тез №", 


откуда следует: 


т, 
У! шез М" (6) и — = х тез №. 


1=1 
Таким образом, 


тез М (5) > ( —— __ тез Л, 


и, так как 


шез М >1— 5, 


получаем: . 
шез № (5) > (1— =) ( 5) >1-е 


и неравенство (3) доказано. Из него следует неравенство (2), ибо спра- 
ведлива следующая. 

ЛЕММА. Пусть ЕС [0,1] — совершенное множество, }„ — последова- 
тельность его непрерывных отображений на Е, С [0,1], равномерно схо- 
дящаяся к отображению }: Е-> Е, и пусть 0 < А < 1. Если шез Ё, >1— А 
при всех п, то шез ЕЁ >1— А. 

Доказательство. Пусть _> 0. Рассмотрим множество О: смежных 
интервалов Ё, превосходящих #. Их будет конечное число, и при 
достаточно большом п эти интервалы будут сколь угодно мало отличаться 
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от соответствующих смежных интервалов Р». Сумма длин Е | 
при любом п меньше А, так как шез Р’„ > 1 — А. Поэтому общая длина В} 
не превосходит А. Ввиду произвольности в `>0, мера всего дополнения! 
к Е тоже не больше АД, что и требовалось доказать. 


Полагая Е = М, /» = 0, Е, = ЛЬ (М), А = в, получим из (3) неравен: 
ство (2). Теорема 8 доказана. 


$ 12. Пример 


Рассмотрим двумерное пространство отображений окружности на себ 
вида 


ф->ф -а-- #с0$ф == Та, ($). 


— 


\ 
< << \ 
< \ 


ыы 
4 


<“ 


# 8 


Рис. 8 


При г = 0 получим Га, о — поворот на угол а. При || < 1 формула (1\ 
определяет прямое взаимно однозначное непрерывное отображение окруж- 
ности на себя. 


Множества уровня непрерывной при | =| <1 функции 


и (а, г) = в (Та, ‹) 


можно изучать с двух сторон. Во-первых, можно искать те точки (а, в) 


плоскости, где и рационально; границы таких областей даются условиями! 


полуустойчивости цикла. Например, точка (а, =) входит в множество) 
уровня и = 0, если уравнение 


ф = фт а- #с05Фф 


имеет действительное решение, т. ‘е. границей области и = 0- служат 
т | 

прямые а = - г. Таким же путем находятся области р = —- . Они подходят! 

к прямой = 0 все более узкими языками (рис. 8): две границы области! 

т ь 1 
и = —_ имеют (п—1)-й порядок касания. Например, области р = а 
1 
и р= 5 имеют границами кривые 


а=л+ = +0 (24), 
а Е: У? 
= Ре 


(2) 
#80 (е*). (3) 
Отсюда получаются приближенные формулы, годные и для не олвяй 
малых #: при ==1 формула (2) дает л- 0,25 вместо л + 0,23237... . 


а 
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Второй подход к определению множеств уровня ы (а, =) состоит 
в том, чтобы использовать метод Ньютона для приближенного отыскания 
линий иррационального уровня и. После двух шагов метода Ньютона 
мы получаем а НЕ линии уровня 


а—= 2ль + — мели — т св ли => се ли (1 о? ль), — (4) 


действующее хорошо, когда котангенсы невелики. Рис. 9 дает понятие 
о -характере сходимости приближений и о соответствии этого результата 
предыдущему (на этом рисунке изобра- 
жен график функции п (а) =в (а, 1); 
через О обозначено нулевое, через 
[ — первое, через П — второе прибли- 
жения метода Ньютона; горизонталь- 
ные участки при р =0, — ] . опре- 
делены независимо в соответствии с 
формулами (2), (3)). При указанном 
формулой (4) числе а замена перемен- 


а Рис. 9 
| о 2 а Ф—л) , # 5009 — п) 
ФФ) 2  эшль -- 2 зщ ли т 2ль 


превращает преобразование (1) в преобразование 
пе ыы. рф - 2ли - Р, ($, 8, и), 
Замечание. В теории колебаний хорошо известно явление «захваты- 
вания», которому соответствуют зоны с рациональными числами вращения. 
Преобразования вида (1) и диаграммы вида рис. 8 описывают некоторый 
режим работы генератора релаксационных колебаний, синхронизируемого 
синусоидальными импульсами [см. (36)]. Другая задача подобного рода, 
тоже связанная с отображениями окружности на себя, рассмотрена 
в книге (37) (стр. 221—231). 


$ 13. О траекториях на торе * 
13.1. Пусть на торе х, у6[0, 2л] дано дифференциальное уравнение 


9 = Р(т, у) (Ра-- 2, у 2) =Е(х у >0) 


и выполнены обычные условия теорем существования и единственности 
решений. Через каждую точку у, меридиана х = 0 проходит траектория 
у (х, 4), У(0, у) = У. 
Следуя Пуанкаре, сопоставим точке у, точку у: = у (2л, у). Тогда мы 
получим отображение окружности х =0 на себя — прямое, взаимно 
однозначное, непрерывное и при достаточной гладкости (или аналитич- 
ности) правой части гладкое (соответственно аналитическое); если же 
функция Г (5, у) мало отличается от постоянной, то это отображение будет 
близко к повороту. Все свойства преобразования у (У) отражают соответ- 


гы Он. 
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ствующие свойства решений уравнения (1), и мы должны только сформули-- 
ровать результаты предыдущих параграфов в новых терминах. | 

Если отображение у, (у) заменой переменной у на Ф(у) превращается! 
в поворот на угол 2ли, то эту замену естественно продолжить на весь, 


тор, положив в. точке (х, у (т, Уо)) | 


ф(х, у) = $ (4) Е их. 


Очевидно, если ф(у) — гладкая (соответственно аналитическая) замена, , 
то такою же будет замена ф(х, У) на всем торе. В координатах х, Ф 

й 
траектории запишутся в виде 


ф= Фо Е 2 


и поэтому говорят, что такого рода замена выпрямляет траектории. | 
Аналитическое выпрямление траекторий получил А. Н. Колмогоров (14) } 
в случае наличия аналитического интегрального инварианта. Мы, на\ 
основании теоремы 2, можем утверждать, что если функция Е (х, у) анали-1 
тически близка к постоянной и если число вращения в удовлетворяет! 
обычным арифметическим условиям, то траекторий можно выпрямить)» 
аналитически. Отсюда вытекает наличие аналитического интегрального) 
инварианта у динамической системы 


(инвариантная мера — площадь в координатах х, $). 

С другой стороны, подобно примеру $ 1, можно построить такую), 
аналитическую функцию Р(х, у), что инвариантная мера системы не’ 
будет абсолютно непрерывна относительно площади ах4у, хотя число) 
вращения д иррационально и система эргодична *. 

13.2. Пусть на торе дана система дифференциальных уравнений 


97 = А(ру, = В(р,у) (А(в,)>0, В(т,у)>0) (1) 


с аналитической правой частью. Рассмотрим уравнение 
Чу _ Ве, у) 
4х А(х, у) 
имеющее те же интегральные кривые, что и система. Если их можно, 
выпрямить согласно п. 13.1, то в новых координатах система примет вид! 
ах , аф у 
В А’ (5, Ф), аи №4 (х, Ф), 

И > > 
где А’ (х, ф) = А (х, у (5, ф)). Эта система имеет аналитический интегральный | 
инва и и 

И. у ив работе (14) показано, как (при обычных пред-. 
положениях о |1) превратить ее в систему 


"аи аз 


"ава ИмичйИт © 


аналитической заменой переменных. 


* 
Примечание при корректуре. Противоположное утверждение в поя. 
вившемся во время печатания настоящей работы реферате (41) ошибочно. 
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ее 
Противоположной возможностью как в случае уравнения, так и в слу- 
чае системы, является наличие предельных циклов (?°). Разбиение 
пространства правых частей систем (1) на множества уровня числа 
вращения, выделение грубых систем и обсуждение вопроса о типичности 
аналогичны рассмотрениям $$ 9—11. Оказывается, что 

1. Топологически подавляющим является случай нормальных циклов 
(он же грубый) *. Соответствующее множество правых частей открыто 
и всюду плотно; однако в системах с интегральным инвариантом этот 
случай вовсе не может иметь места. 

2. Эргодический случай (случай иррационального р) тоже типичен, 
если исходить при оценке типичности из мер в конечномерных подпро- 
странствах. Для систем с аналитическим интегральным инвариантом 
этот случай — подавляющий. 

13.3. В многомерном случае в отсутствие интегрального инварианта 
число вращения не определено. Тем не менее, пользуясь замечанием 
п. 4.4, можно получить следующее утверждение. 


ТЕОРЕМА 9. Пусть р=(№,..., м„) — вектор с несоизмеримыми 


- 
компонентами такой, что при любом целочисленном векторе К 


С 
Е |" 


|, ®) [> 


Тогда существует такое: (Ё, С, п) > 0, что для любого аналитического 
‘векторного поля Е (2) на торе (т. е. такого, что Ра 2лк) и (2) 


3 > > > — 
и достаточно малого, |Е(т) | < в при |Птх| < В, найдется вектор а, для 
которого система дифференциальных уравнений 


а: — — 
т = (2) Ра 
превращается в 
Чи — 
Е — 2пр, 


аналитической заменой переменных. 


$ 14. О задаче Дирихле для уравнения струны 


14.1. Пусть О — область на плоскости, выпуклая по координатным 
направлениям, т. е. ее граница Г ‘пересекает каждую прямую 2 = с, 
у=с не более чем в двух точках. 

: ди 

Задача Дирихле для уравнения р аы О на ДР состоит в том, чтобы 
найти на О функцию и (т, у) =9(2) + ф(У), обращающуюся на Г в за- 
‘данную функцию }] (а) (ав Г): и! = 7. 

При этом на /, ф, ф, Г могут налагаться различные требования 
гладкости, аналитичности и т. п. 


* В работе (1), судя по реферату (21), утверждается, что необходимое и доста- 
точное условие грубости — наличие одного устойчивого цикла. Это неверно. 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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В случае, когда В — прямоугольник О<;-+у<Ь 9<у—2<ь 
удобно перейти к координатам Е=х-у, т=ур— 2. Тогда наше урав- 
нение оказывается уравнением струны, а задача может быть интерпре- 
тирована как нахождение движения струны по двум мгновенным фото- 
графиям и движению концов. Из физических соображений (стоячие 
волны) ясно, что при соизмеримых [и { задача разрешима не всегда, 
а если и разрешима, то не единственным образом. Этой задаче посвя- 
щен ряд работ [см. (27), (23), (5), (24), (?), (28)]; трудности аналогичного 
порядка встречаются и в решении некоторых других задач [см. (25)—(27)].. 


020=70 


ра 


Рис. 10 Рис. 41 


14.2. Теоремы единственности [см. (5)]. Сопоставим границе 
Г некоторые ее отображения на себя (см. рис. 10). Пусть Р — преоб- 
разование, переводящее точку аЕ6Г в точку РаЕГ с той же координа- 
той 1; О — преобразование, переводящее точку аЕГ в точку Оаег 
с той же координатой у. Эти преобразования непрерывны, взаимно 
однозначны и меняют ориентацию контура Г. Обозначим ОР =Т. 
Очевидно, 

Р*ы 0-Е) РОТ". 
Т — прямое гомеоморфное отображение. 

ТЕОРЕМА 10 [см. (5)]. Если контур Г таков, что для некоторой 
точки а ЕГ множество Т”а, (п=0, 1, 2,...) всюду плотно на Г, то 
задача Дирихле для Г не может иметь более одного непрерывного решения. 

Доказательство. Решение и(х, у) =ф(2) + ф(у) определяет 
функции ф(2), ф(у) с точностью до постоянной. Покажем, что в усло- 
виях теоремы знание ф(х) в одной точке а@Г позволяет определить 
Ф(Т”а), ф (Та) во всех точках Т”а (п =0,1,...) (мы пишем ф(а) и\ (а) 
для обозначения ф(5) и \ (у), где х, у— координаты точки а6 Г). 

Зная ф(а), легко найти 


ф (Ра) = / (Ра) — ф (а), 
так как у точек а и Ра абециссы одинаковы. Затем можно определить 
Ф(Та) = 7 (Та) —ф (Ра), 


пользуясь совпадением ординат точек Ра и Та. Цалее мы таким же. 
образом получим Фф, р во всех точках Т”Ра, Т”а. Они образуют всюду. 
плотное на Г множество, поэтому совпадающие в этих точках непре-_ 
рывные функции совпадают на Г везде. Теорема доказана. | 
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В случае, когда Р — прямоугольник О<Зх--у<1 О<у—х<ь 
преобразование Т есть, в сущности, поворот. Именно, если ввести на 


контуре Г параметр 
2ал 


$ Ир ЕЕ 
У2а-+и 
где © — длина, отсчитываемая по контуру от точки О до а (рис. 11), то 
наше преобразование 


Я р #2 21: 
а 
г 
есть поворот на угол 2л ЕЕ Если О) — эллипс, то нетрудно ввести на 


Г параметр так, чтобы |в нем ‘преобразование записывалось как 
поворот. Именно, отобразим эллипс аффинно на круг. Прямые коорди- 
натных направлений перейдут в два семейства параллельных прямых, 
причем две прямые разных семейств образуют угол лу, вообще не 
прямой. Очевидно, когда эллипс подвергается преобразованию Т, 
окружность поворачивается на угол 2ли (рис. 10). 

Если Г — кривая ограниченной кривизны, то Т — дважды дифферен- 
цируемое преобразование, откуда, по теореме Данжуа, вытекает, что 
при иррациональном числе вращения д отображения Т множество 
Т”а всюду плотно на Г. Отсюда следует 

ТЕОРЕМА 11 [см. (5), (?4)]. Если Г имеет ограниченную кривизну и 
№ иррационально, то задача Дирихле может иметь только одно непре- 
рывное решение. 

Замечание. Воспользовавшись теоремой о точке плотности, легко 
показать, что в условиях нашей теоремы может быть только одно из- 
меримое решение. С другой стороны, метод доказательства теоремы 10 
позволяет при иррациональном р построить сколько угодно решений 
но, вообще, неизмеримых. 

14.3. Подробное исследование прямоугольника. 

ТЕОРЕМА 12 [см. (23), (1)]. Пусть на границе Г прямоугольника 
О<х-у<1 О<у— < Е задана р--= раз дифференцируемая вдоль 
границы функция }(9). Тогда для всех в = ИЯ удовлетворяющих 


т 
п 


неравенству |в — т. при любых т и п и некотором К`> 0, за- 


дача Дирихле с указанной граничной функцией имеет р—1 раз диффе- 
ренцируемое решение и поставлена относительно ](9) корректно. В 
случае аналитичности } решение при тех же в аналитично. 

При некоторых иррациональных и, даже несмотря на аналитичность 
7 (9), решение может оказаться 

1) только бесконечно дифференцируемым, 

2) дифференцируемым Ё, но не К-Е1 раз, 

3) только непрерывным, 

4) разрывным, 

5) неизмеримым. 

Доказательство. Если 


19) = Х дне, 9(8) = У В", (8) = У слет, 
по по по 
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—— 


то, поскольку ф (9) зависит только от х, а 4р (9) — только от у, имеем: 
ф (9) = (— 2ли — 9), = нет, 
$ (9) = (— 9), ==. 


Так как /(9) действительна и потому а» = а_„, то из равенства. 
1 (9) =ф (9) + $(9) получаем: 
[7 - сп = ам, ране ВЫ Сп —= @п, | 


или 
а, —-@, 


ВН Сп = @в — бы. (1) 


Теперь, когда формальное решение найдено, окончание доказатель-. 
ства можно провести, в точности повторяя рассуждения $2 *. | 

Замечание. Из формул (1) видно, что при всех и можно, обры-. 
вая ряд, построить «приближенное решение», степень приближения! 
которого тем больше, чем менее соизмеримы [и #. При рациональном! 
и приближение не выше определяемой д грани, а при сильно несоиз-. 
меримых [ и Ё мы имеем теорему 11. В этом смысле корректность по) 
области отмечает Н. Н. Вахания в работе (?8). 

Мы можем утверждать, что зависимость решения от р моногенна! 
(см. 87. 

14.4. Общий случай. Если граница Ш) такова, что преобразова-: 
ние Т можно представить как поворот в параметре, являющемся глад-: 
кой функцией точки границы, то, очевидно, для такого контура приме-: 
нимы все рассуждения п. 14.3, и в случае «достаточно иррационального» › 
ы задача Дирихле имеет гладкое решение. | 

Примером может служить эллипс, для которого параметр построен! 
в п. 14.2. В общем же случае при иррациональном р, несмотря на! 
какую угодно гладкость Г, нельзя гарантировать, что параметр (суще-- 
ствующий по теореме Данжуа), в котором преобразование Т становит-- 
ся поворотом, гладок. Ф. Джон (5) показал, что непрерывной заменой! 
переменных 1, у вида х->и(1), у->0(у) («сохраняющей уравнение’ 
в = о») можно отобразить область, для которой Т имеет иррацио-- 
нальное п, на прямоугольник или на эллипс с таким же д. Однако эта\ 
замена, вообще говоря, только непрерывна, и гладкое граничное усло-- 
вие на кривой она может превратить в негладкое на эллипсе. 

Заметим, что если Г — аналитическая кривая, то Р и О, а значит, , 
Т и Т", суть аналитические отображения. Если же Г, кроме того,—. 
аналитически близкая к эллипсу кривая, то в подходящем параметре; 
преобразование будет аналитически близко к повороту. Поэтому из 
теоремы 2 вытекает, что среди кривых, для которых и Мь, аналогичный 
эллипсу по отношению к разрешимости задачи Дирихле во всяком слу-. 
чае все кривые, достаточно близкие к эллипсу. 


Точно так же и другие теоремы 0б отображениях окружности на} 
* Примечание при корректуре. В вышедшей во время о 
настоящей работы статье П. П. Мосолова (4?) аналогичное теореме 12 утверждение: 
доказано для любого линейного дифференциального уравнения с постоянными! 
коэффициентами, у которого порядки всех производных четные. 
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себя могут быть сформулированы в этих терминах. В частности, если 
преобразование Т имеет цикл, то задача Дирихле с нулевым гранич- 
ным условием имеет нонулевое решение (по крайней мере кусочно 
постоянное; подробнее см. (?4)). 

Задача Дирихле для уравнения струны является задачей о собствен- 
ных значениях для двумерного уравнения С. Л. Соболева 


оли _ ды 
. 0 д 
[ем. (2“), (27), (2), (3°)]. В спектр входят те значения Х, для которых 
отображение Т», построенное по кривой Г», имеет цикл (здесь через 
Г» обозначена кривая Г, подвергнутая зависящему от ^ растяжению). 
Из результатов $ 10 вытекает, что если цикл устойчив, то все кри- 
вые, близкие к Г», дают аналогичный цикл и, следовательно, точка А 
входит в спектр с окрестностью. Пример кривой Г, порождающей 
преобразование с устойчивым циклом, построен Р. А. Александряном (?4). 
На основании $ 10 мы можем показать, что такие кривые имеются 
в любой окрестности любой кривой Г. 
Задача Дирихле для волнового уравнения с данными на эллипсоиде 
исследована недавно Р. Денчевым (31), (3?). 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1964) 87—112 


М. М. ДЖРБАШЯН 


О КВАЗИИЗОМЕТРИЧЕСКОМ ОТОБРАЖЕНИИ ПРОСТРАНСТВ 
ФУНКЦИЙ Г», (а: 6), Т», (а, 6.) 


В работе дается аналитическая характеристика операторов, осуще- 
ствляющих изометрическое или почти изометрическое отображение 
гильбертовых пространств функций 12, (а1, 6.) и 18; (аз, 62). Одновремен- 
но приводится широкое обобщение теоремы Палея — Винера о системах 
функций, близких к полным ортонормальным, для ядер, близких к 
ядрам, осуществляющим изометрическое отображение этих пространств. 


В настоящей работе строится аппарат прямых и обратных квази- 
изометрических интегральных преобразований пространств функций 
[5, (ал, 6.) и Г, (ао, 6.) друг на друга, порожденных из ядер, в опреде- 
ленном смысле близких к ядрам, осуществляющим изометрическое отоб- 
ражение тех же пространств. 

В $1, имеющем вводный характер, на двух элементарных, но важ- 
ных примерах показывается целесообразность более общей формули- 
ровки известной теоремы Бохнера об аналитической характеристике 
унитарных в /- (а, 6) операторов и приводится обобщенная формули- 
ровка теоремы Бохнера ‘на случай операторов, изометрически отобра- 
жающих друг на друга пространства вида [22 (а1, 61) и [2 (а, Ь,). 

В $2 сформулирована теорема о квазиизометрических отображени- 
ях пространств /2 (а, 6) и [11 (0, -- о<) друг на друга при помощи ядер, 
близких к ядрам, осуществляющим изометрическое отображение этих 
пространств. При этом выясняется, что приводимый нами результат экви- 
валентен известной теореме Палея и Винера о биортогональных систе- 
мах в [2 (а, 5), близких к ортонормальным. 

В $ 3 устанавливается основной результат работы, являющийся 
естественным распространением теоремы Палея и Винера на простран- 
ятаа функций 1/2, (ал, 6,) и Г», (ао, 6»). Доказывается, что если пара ядер 
К (5, 2) и Н (5, 2) осуществляет изометрическое отображение про- 
странств [2 (ал, 61) и Г2, (а», 6.) согласно теореме Бохнера в обобщен- 
ной формулировке и если некоторое ядро К (5, 1) в определенном 
смысле близко к ядру К (5, 1), то существуют ядра К $ (8, ©); Я (5, 7) 
и ИЕ. (С, 2), обладающие тем свойством, что обе пары ядер К (5,2), 
Я (С. х) и К, (5, 2), И. (5, 1) осуществляют квазиизометрическое отоб- 
ражение тех же пространств при помощи формул, аналогичных тем, 
которыми осуществляется изометрическое отображение этих пространств. 

Доказывается также, что ядра КЕ зи и (5, т), а также К. (5, х) 
и (2 2) связаны теми же уравнениями, что и ядра К (5, 2) и Н (С, %), 
при помощи которых осуществлялось изометрическое отображение про- 
странств 1%, (а, 61) и Г, (а, 6.). 
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_В заключение вводится понятие изометрической пары операторов и 
доказывается теорема об их аналитическом представлении: в простран-г 
2 2 
ствах Гл, (а1, 6:), [%, (а, 6). 


$ 1. Аналитическая характеристика изометрических 
операторов в пространствах 12, (@1, 61) и Г», (а», 6.) 


| 


1°. Введем сначала некоторые предварительные обозначения и опре 
деления, сопроводив их рядом замечаний, которыми мы будем суще- 
ственно пользоваться как в данном, так и в последующих параграфах. 
Пусть ск (2) (к=1, 2) — неубывающая функция, определенная и 
непрерывная справа на интервале (ах, 6х), где — сс <<< о, 
имеющая а вариацию в любом отрезке [, В] С. (ак, в). 
Отнесем к классу р (ак, 6к) (Е =1, 2) семейство всех функций ] (т), | 
ск-измеримых на интервале (ах, 6»), для которых 


| 


5х 
} Ио р авь (в) <, — (1.1) 


а ®] 


где интеграл понимается в смысле Лебега — Стильтьеса. | 
Ей 2 | 

Для пары функций / (2) и ]›(2) из класса [%, (ак, 6%) (К =1, 2) 
определим скалярное произведение 


5 


(‚дк = | Л) № @) 40ь (®) (1.2) 


ак 


и норму |7 |5, элемента 76 ть (ак, бк) как 


Мы-Одь. (4.3) 


Известно, что множество функций о (ак, 6) с принятым на 
определением скалярного произведения представляет собой полное се 
парабельное гильбертово пространство, если только сх(х) не сводится 
к кусочно-постоянной на (ак, 6х) функции с конечным числом скачков *. 

В дальнейшем пространства 1%, (ак, 6%) (Е =1, 2) будем обозначать: 
также через Ну». 

Пусть оператор У!, определенный на всем пространстве Н:, отобра-- 
жает его на все пространство Н» изометрически, т. е. для любой пары 
функций } и ], из Н, имеет место равенство 


(И171, У112)ъ, ях (7, [в (1.4) 


2 

* В последнем случае пространство 1 (ах, 6х) изоморфно комплексному эвкли-. 
дову пространству размерности, равной числу скачков функции с; (2). Очевидным: 
следствием этого является то обстоятельство, что два пространства [2 , (а, 61) 


и Г? ‚ (аа, 62) могут быть неизоморфными лишь в том случае, когда одна из функ- 
ций с, (2) кусочно-постоянна и имеет конечное число скачков, а другая либо ве 
обладает этим свойством, либо имеет отличное от первой число скачков. 
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Как известно, любой изометрический оператор И, имеет обратный 
У: *=И,, изометрически отображающий все пространство*Н, на все про- 
странство Н;:, т. е. так, что для любой пары функций в: и 2. из Нз 
имеет место равенство 


(Изва, Г 82), = (81, 83)... (1.4) 


Обозначив через Г, (к =1, 2) единичный оператор в пространстве 
Нк, очевидно, имеем: 


У. Г. =— а Т.И, —= И (1.5) 


Наконец, отметим, что любой изометрический оператор И:, а также 
обратный ему оператор И, линейны. 

Пусть определенный в пространстве Н, линейный оператор В, отоб- 
ражает все пространство Н!: на все пространство Н,. Условимся гово- 
рить, что И, является квазиизометрическим оператором порядка 
9(0<09<1) или, что В, Е Кь, если для любого элемента ДЕН, 


(1 — 9 |УЬ, «ЛЬ, < (1 |. (1.6) 


Отсюда вытекает, что обратный к А, линейный оператор В., который, 
очевидно, существует и отображает все пространство Н, на все про- 


странство Ну, является квазиизометрическим оператором порядка _® 


4—0’ 
т. е. что А. ЕК ‚ Действительно, из (1.6) следует, что для любого. 
1—9 
элемента 26 Н. 
(а, < В8 1, < (1—8) |8, (1.6'); 


Ради простоты изложения в дальнейшем будем считать, что начало. 
координат — внутренняя точка для обоих интервалов (аж, 6х) (К =1, 2). 

Обозначим через Н/» (К =1, 2) множество всех комплексных конечно- 
значных ступенчатых функций, непрерывных справа на (ах, 6») и рав- 
ных нулю вне некоторого интервала, лежащего в (а», 6»). Очевидно, 
что Я» С. Нь (Е =1, 2) и что множество Нк всюду плотно в Нь в силу 
самого определения понятия интеграла Лебега — Стильтьеса с непре- 
рывной справа функцией распределения сх (7). 

Определим функцию е‹(51), зависящую от параметра 6 ==0 следую- 
щим образом: 


1% №5 20,0), —1, 2615, 0), 
= 2Е 10, 5) 6>0; «®=| 0, ЗЕЁ 0) аи, 


В силу того, что ОЕ (ах, 6%) (К =1, 2), при любом 6 =0 
(®ЕНь (Ё=1, 2). (1.8) 
Кроме того, произвольную функцию из Нк (& =1, 2) можно единствен- 


чым образом представить как конечную линейную комбинацию функций. 
зида ех (5х) для СЕ(ак, 6). 
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Поэтому линейная оболочка функций ©. (2) при Се(ак, 8) плоти 
в пространстве Нь (Е =1, 2). 
2°. В случае, когда а =а=а, и ==, 01 (2) = 02 (1) = | 
пространства Н, и Н» совпадают с пространством Н = [2 (а, 6); в это и 
случае оператор 7 =!, осуществляет унитарное отображение пространл 
ства Н на самого себя. 
В частности, когда 0(2)=х и, таким образом, пространство М? 
совпадает с семейством функций, интегрируемых в квадрате модуля на4 
(а, Б), т. е. с пространством [2 (а, 6), унитарные операторы Г, взаимн( 
однозначно отображающие пространство Г (а, 6) на самого себя, были 
аналитически охарактеризованы Бохнером (*), (?). 
Для построевия квазиизометрических отображений пространстЕ 
Н; = [2 (ал, 6.) и Н, = Г, (а», 65) друг на друга нам необходимо иметь 
аналитическую характеристику операторов, осуществляющих изометрич! 
ческое отображение указанных пространств. | 
Прежде чем привести соответствующий результат, отметим два чал’ 
стных примера изометрических отображений, аналитическую характе- 
ристику которых можно легко получить простыми рассуждениями. | 
1) Рассмотрим гильбертово пространство функций Н, = [7 (а, 6) и 
координатное гильбертово пространство ЙР, которое, очевидно, можнс| 
отождествить с пространством функций Н» = /1.1(0, - 55). |} 
Заметим, что если на (а, 6) задана полная ортонормальная система] 
{К„ (2)}, то, в силу теоремы Рисса — Фишера и обобщенного равенства 
Парсеваля для рядов Фурье по {К»„(2)}, можно считать, что задан не) 
который оператор Г, и обратный ему оператор И», осуществляющие изо-] 
метрическое отображение пространств Н; и Н.. Й 
Введем в рассмотрение функции 


Кох -=( фе аш, 26а, 5, — 560, + 05), 


|2) 
Н (5, 2) =\ № @) ес (и) ди, аа) 


а 


Заметим, что 


о, С6(0, 11 | 
К 8 — - у | 
(5, 2) У в (2), ЗЕ В+. ш=1 2... (1.9 


1=1 


Что касается функции Н(б, 1), то она определена лишь при 
261.2, -..), но "мы доопределим ее для всех х6(0, -- 20), полагая 
260, 1) ] 


0, 
Н (5, э-| пй=1,2,...). © 


Н (5, п), п а<тп+1 


Легко видеть, что при имеющемся изометрическом И. 
переход от элемента /(2) ЕН, к элементу 8{2) = И,/ (2) ЕН, и обратня 
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›существляется соответственно посредством формул 


со ъ 
\ фе «Фа =\ К ©, я /(4ь 560, + 5), 
г (1.10) 
|4 со 


7 (8) ох (9) 4 = \ (ваз *=\ ИФ (фан, себ, 5. 


0 


ве с 


>е 


Что касается свойств ядер К (5, 2) и Н(Е, 1), аналогичных соот- . 
зетствующим свойствам ядер в теореме Бохнера, то при помощи 
тростых рассуждений заключаем, что справедливы следующие уравне- 
ия: 


со 


а) \ КС, К(и, 2) 4 = \ «(де(«Фам, ©, 160, + 5), 


0 


|2) 
Е . 
5 \ НС эЭн(, дам = | «(фе (а = 


вр [90,0 


0, $1< 0, 6, чЕ(а, 6), 
Ь со 
в) \ КС 2). =\ Ни, «фан, 560, +5), ч6(а, 5). 
а 0 


Пусть Г, — произвольный изометрический оператор, отображающий 
1, = [2 (а, 6) на все пространство Н» = /11(0, - оо), и У. =У,*— 
ператор, ему обратный. 

Элементы 


оо Еее о 


оставляют полную ортонормальную систему в Н.. Поэтому из изомет- 
ичности оператора Г, следует, что последовательность функций 


Вахе Ик аь (ЦП нвЕ) 


ртонормальна и полна в Н!. Следовательно, если при помощи системы 
К» (х)}, согласно формулам (1.9), ввести в рассмотрение ядра К (5, 1) 
’Н (5, т), то мы приходим к выводу, что операторы Г, и Г, аналити- 
ески запишутся посредством формул (1.10). 

Докажем теперь обратное утверждение, а именно, что всякая пара 
ункций К (с, т) и Н (6, 1), удовлетворяющая уравнениям а), б) и в), 
орождает некоторую полную в Г[Г7(а, 6) ортонормальную систему 
К „(х)}, изометрически отображающую согласно формулам (1.10) все 
ространство Н, = [2 (а, 6) на все пространство Н, = М.1(0, -{ оо). 
[ри этом функции К (5, <) и Н(5, 1) запишутся через порожденную 
ми систему {К„(5)} посредством формул (1.9). 


* В случае, когда О Е (а, 6). 
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Действительно, из уравнения а), в частности, имеем: 
|) } 
} ке! РК (т --1, Эа =т прт (п,т=Ь2, ...). (4 


Обозначим 


(@)=& (2, 9, 


к» (2) =К(п- 1, 2) —К (п, 1), пра; 


тогда, очевидно, для функции К (5, 2) получим представление (6.9). | | 
Из (1.11) и (1.12) следует: 


[р 
\ @) К (т 1, )42=0 път-А пт=Ь а...) 
а 


откуда получим также, что 
| 


О, (4-0, пт (и, т-1,2..). 648 


а 


Далее, из (1.11), (1.9’) и (1.13) вытекает: 


ь 
ИЖ -4, о Зы | 


Это равенство вместе с (1.13) показывает, что система функций {А„ @] 
ортонормальна на (а, 6). 

Подставим значение К (\, 2) из (1.9) в уравнение в), предваритель- 
но поменяв в нем местами б и \. Тогда получим: 


Ф*—-8 


ы У 
| е» (2) [ИН ©, 9 —\ №); @) |9 =0, 56, 8), т60, +5), 


откуда следует представление (1.9) функции Н (2, ®). 
Но функция 


Н (5, 2) = (е› К,) 
удовлетворяет уравнению 6), которое при =&, очевидно, запишется в вид] 
о ь 
у оо 
Хе БР= | #6) 42, СЕ(а, 5). 
П=1 а 
Это значит, что система {К„ (х)} полна на (а, 6) в множестве Н;. В сил 
плотности в Н, многообразия Н., это равенство, очевидно, означает 
что ортонормальная система {^,„(1)} полна в Н!. Отсюда, как уже был 
установлено в начале этого примера, следует, что система {К„ (х)}, т.е) 


ядра К (5, 1) и Н (5, х), порождает некоторый изометрический опера 
тор Г;, отображающий Н, на Н, согласно формулам (1.10). 
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ий) Пусть 
а 
= — 79 (1) 
— сингулярный дифференциальный оператор на полуоси [0, -- о), 
определяемый краевым условием вида 
у (0) соз а -- у’ (0) зто =0 (а=д0). 


Как хорошо известно [см. (3)], если 4 (5) — вещественная непрерыв- 
ная функция на полуоси [0, -- со), то оператор { порождает опреде- 
пенный изометрический оператор Г, и обратный ему оператор Г,, 
отображающие друг на друга пространства 


Нл = 2^ (0, - ©), НИ (— ео, - ©), 


где р(^) — так называемая спектральная функция оператора 1. 
Заметим, что если ф(х, ^) — решение уравнения [у = Лу при началь- 
ном условии 


Ф(0, ^) =зша, Ф, (0, ^) = — соза, 


го если для данного } (12) ЕН. Е(^) =Т,/ (х), то 
В 

о |209) \Ф(», 2) / (2) 42 
В-со . 


0 


ево (1.14) 


е(^) 


и, наоборот, если для данного Ё(Л)ЕН. }(х) =Г.Е (№), то 
р: 


а) — {Фо Рае | - (4.15) 


—В 


Па 
ЕВ-›со 
Далее, если Л (2), /. (2) ЕН: и Ек(^) = Тк (2) (&=1, 2), то 
(Йа, 12) = (Ел, Ез)ебу. (1.16) 
Из формул (1.14), (1.15) и (1.16) при помощи простых рассуждений 
можно заключить, что если ввести в рассмотрение функции 


+ оо 
Кез = | 9, № (А) 4%, 


—со 


(1.17) 


Н (6, 2) = 9% Ма = \ ф( аз, 


го соответствие между пространствами На И Е будет осуществляться 


рормулами * 
со со 


Кубо) ес (в) аз = \ (а) = | Н(, Ра (А), СЕ, + 55), 

; - = (1.18) 
р со 
} Е (2%) ес (№4 (№ = | КС, 91а) ат, БЕ(— о, 5). 


* В данной задаче ядра К (6, 2) и Н (5, =) вещественны. 
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Наконец, из формул (1.18) легко следует, что ядра К (5, 2) и 
Н (5, 1) удовлетворяют уравнениям: | 


| 


со оо 
а) К, )К(и, 2) 42= | (4). (№) 42%), © 16, +), 
со со г | 
6) не. юН(и, №4 0) = | еде (8) 42 = ши (6, 1), 5,16 (0, оо) 
Ки со . | 
в) | КС, Феде = | Н(а, ес (Фа), 56 (—оо, +05), 16 (0, 09) 


вполне аналогичным уравнениям а), б) и в) примера {). 

Утверждение о том, что для любой неубывающей на (— со, -- со; 
функции р(^), не имеющей лишь конечного числа точек роста, выпол? 
нение уравнений а), 6) и в) для некоторых функций К (5, 2) и Н (5, 21 
обеспечивает существование изометрического оператора У!, отображаю! 
щего Н, на Но. согласно формулам (1.18), справедливо и следует из 
второй части теоремы А, приводимой, ниже. | 

Вопрос о том, при каких р(^.) ядра К (5, 1) и Н (5, 1) определяют 
ся формулами вида (1.17), где ф(х, ^) есть решение задачи 


а? 
= — +9 (2)Ф= 9, 


$Ф(0, Л) =зта, Ф,(0, ^) = — соза, 


для единственной непрерывной на [0, -- со) функции 4(5), очевидно | 
эквивалентен ставшей уже классической задаче В. А. `Амбарцумяна!| 
т. е. так называемой обратной задаче Штурма — Лиувилля, и, каН 
известно, для своего решения требует привлечения более тонкогсй 
аппарата. 

3°. Приведем в обобщенной формулировке теорему Бохнера об ана 
литической характеристике изометрических операторов, отображающих 
пространства Я, = [%, (ал, 6) и Н, = Г», (аз, 65) друг на друга. 

Доказательство теоремы мы опускаем ввиду того, что оно фактиче- 
ски ничем не отличается от весьма простого по идее доказательства 
теоремы Бохнера в классической формулировке, если только опираться 
на приведенное в п. 1° замечание о полноте в пространствах Н, или 
Н»› множества линейных комбинаций от функций {ех (2)}. 

ТЕОРЕМА А. Любому изометрическому оператору 8 (т) = Т,] (2) 
отображающему все пространство Н! на все пространство Но», соответл 
ствуют две функции 


К (6, <) = Гьех (2) 6 Н\, СЕ (а, 6.), 


Н ее х) Е: Ге (7) еН,, Се (ат, Ь.), 
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бладающие тем свойством, что 


[22 ы, 
} = (2) ек (2) 9» (2) = \ К ($, 2 / (а) ав, (2), БЕ(аь в), (1.20) 
ы: |2 


} 7(2) ес (2) 41 (2) = \ И, #) в (2) 4в» (2), СЕ(аь, 6). (1.24) 


а> 


Кроме того, функции К (5, 2) и Н(б, х) удовлетворяют уравнениям: 


5: [2 

) \ КС ЭК(и 2) 451 (2) = \ «@е (2) 46» (а), Ь пе(аь, В), 
ъ, Ь, 

6 \ НЕЭН(а, 2) 45, (2) = | «(фен (а) 45; (2), ©, тЕ(аь, 8), 


5, | 
в) К (С, зе, (2) 45, (2) = \ Н(и, 2) в (2) 49, (2), СЕ (а», 6%»), пе (а, В). 
а: а» 

Обратно, всякая пара функций К (5, 1) и Н (5, 1), обладающая свой- 
пвами а), 6) и в), порождает, согласно формулам (1.20) и (1.21), неко- 
орый изометрический оператор Т!!1, отображающий все пространство 
[1 на все пространство Нь, и оператор Т.», ему обратный, осуществля- 
ций обратное отображение. При этом, как и в случае прямой части 
еоремы, функции К (5, т) и Н (5, 1) и порожденные ими операторы Т', 

У, связаны формулами (1.19). 

Как легко видеть, приведенные в п. 2° два примера аналитической 
арактеристики частного вида изометрических отображений пространств 
па Н: и Н. укладываются в общую схему утверждений теоремы А. 


$ 2. Теорема Палея и Винера и ее эквивалентная формулировка 


1°. Пусть последовательности {№„} и {№} элементов гильбертова 
ространства Н образуют нормированную биортогональную систему, т. е. 


(А, йт) =0 при п ЕЕ т, (^», И») ==11, 


Если обе системы {№} и {й„} полны в Н, то имеют место биортого- 
альные разложения 


= У бо) ьь Реж войн и 16, 
1—1 Е 
предположении, что ряды справа сходятся в метрике пространства Н. 


В частности, если й„ = №, (п =1, 2....), то {№} будет ортонормаль- 
ой системой, и если она полна, то разложение 


= Я, Мы 


траведливо для любого элемента /ЕН. 
Известна следующая теорема Палея и Винера. 
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ТЕОРЕМА Б. Пусть последовательность {К,} ЕН мало отличается 
от некоторой полной в Н ортонормальной последовательности {К„} 6 
в том смысле, что существует постоянная 8, 0<60<1, такая, что 


[За — < а (24 


1—1 
какова бы ни была система комплексных чисел {8:}. Тогда существует 
последовательность {#.} ЕН, образующая вместе с {Е } полную биортозЗ 
гональную систему; для любого элемента ДЕН имеют место биортого 
нальные разложения 


= И /=У 0,5, (2.2} 


‚причем 


арб, 


< (У. Я.) 


и — 0171 (У 19, Г «ао 


П=1 


—^ 
р : 
© 

Е ЕЕ о ис 


Впервые эта теорема была установлена в книге (4) для случая гиль> 
бертова пространства функций /7 (а, 6) (— ©° За < - о}; в приве- 
денной здесь формулировке изящное ее доказательство было впослед- 
ствии предложено С. Надем (5) [см. также (2), стр. 225—226]. | 

2°. Чтобы основная теорема этой работы — теорема 2, которую мы 
приведем в $ 3, выглядела как совершенно естественное распростране- 


ние теоремы Палея и Винера на пространства типа /, (а, 6;) и Г», (а», 6») 
покажем, что следующая теорема эквивалентна теореме Б в случае» 
когда Н = Г? (а, 6). 

Определим подмножество ИН, пространства Н. =» (0, + ос) ка и 
линейное многообразие комплексных конечнозначных ступенчатых функ- 
ций, непрерывных справа на (0, -|- <о), равных нулю вне интервалое 
вида [1, п) (п>1) и таких, все точки роста которых принадлежат со- 
вокупности (0, -|- оо){ «1 = (1, 2, 3,...). Очевидно, что НЯ, плотно в Н.. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть функции К(, 1) и Н(Е, <) удовлетворяют 
уравнениям а), 6), в) теоремы А для частного случая, когда ал = а! 
Ь: =В, 61 (1) =х, а, =0, 6, = + оо, 6, (5) = [1], порождая таким обра- 
30м а изометрический оператор У! (и обратный ему оператор 
У, = И, *), отображающий все пространство Н\ = [2 (а, 6) на все пр 
странство Н» = Их ( (0, -Е сэ). 

Пусть функция К (5, *)ЕН,, 5Е(0, + со), обладает свойством: су- 
цествует постоянная 9, 091, такая, что | 


омаао п 
Мико, 2) — Кб, 4 (у) Раз < в (у) РУ, па, (2.4) 
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ля произвольной функции в (у) Е Н,. Тогда справедливы следующие утвер- 
кдения: 


1) Существуют функции 
К. (5, ЗЕН,, 6600, + оо), 


В | (2.5) 
Н (5, х)6Нь, Е. 2) ЕН», СЕ(а, Ь), 
мя которых удовлетворяются уравнения: 
ь НА со 
\ ЕС, 2) К. 1.94 = | «фе Фан, 5160, +5), (2.6) 
а 0 
со Е ь 
\# (©, 2) А, (п, 2) 12] = Цех (в) е, (@) 42 = 
0 а 
— (има (16, |1, 61>0, 
=10 Нб БЕ), (2.1) 


К (п, 2) (2) 42 = #. (6, де. (Фа, 56(,5), 160, +5), (2.8) 
з 0 


со 


К, (п, 2) ес (2) 42 = УИ (С, 2) е, (1) 412], С6(а, 6), т6(0, + о). (2.9) 


2) Пары ядер К (5, 1), Н (Е, 2) и К, 1), НЙ, (5, %) определяют со- 
тветственно два линейных оператора В; и Вл, отображающих все про- 
транство Н\1 на все пространство Н» согласно формулам * 


со ь 

(| =Фефаш= \ Кс аат, 560, + в), — (2.10) 
ь со 
и) Е 18) = \ Не Эван, 56(,5), (2.11) 


сли для ЕН! 8 =В,1] или, обратно, если для ВЕН, } = Вов, и ‘соглас- 
ю формулам 
ь 


[:@«фаш=\К, ©, (ват, 6600, + оо), = (2.12) 


а 


|) |< со 
\ (2) ех (2) аз = \1(2) аа =\ И. ©, Эва, С6(а, 5), (2.13) 


сли для ДЕН, 8= 8,1] или, обратно, если для в6Н, }= В... 
Здесь В, и В,› — соответственно обратные к В, и В, операторы. 
3) Операторы В, и В квазиизометричны, причем В ЕКь и ВЕ 


К в; иначе говоря, при представлении элемента }6еН! формулами 
1—0 


2.10), (2.11) имеем: 
(1 — [УЛ = [а < (4 9) [1 (2.14) 


* Полагаем, что 0 Е (а, 6). - 


Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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а при представлении элемента ЕН: формулами (2.12), (2.13) имеем: 


ао Вы = < (2.15 


Доказательство. Если мы установим, что все условия и утвер: 
ждения этой теоремы эквивалентны а условиям и утвер 
ждениям теоремы Б в случае, когда Н = [7 (а, 6), то, очевидно, теоре: 
ма 1 будет доказана. 

То, что задание полной в [7 (а, 5) ортонормальной системы {К»„ (2)} 
эквивалентно заданию ядер К (5, 2) и Н (6, 2), удовлетворяющих урав: 
нениям а), б) и в) из примера 1) $1 и осуществляющих изометриче: 
ское отображение пространств Н, и Н» согласно формулам (1.10), была 
полностью выяснено нами на том же примере. | 

Установим теперь эквивалентность условий близости теоремы Е 
и теоремы 1, т. е. условий (2.1) и _(2. 4). | 

Пусть для функций К (5, 1) и К (5, х) выполняется условие близости 

| 


(2.4). Обозначив 
(2) = К (2, 2), 


= КЕ Кыпа та, 


имеем: 
со 


К (6, =) = № (2) е; (и) 4], С6(0, + оо), зЕ(а, 5}; (2.47 


при этом, как легко видеть, 


о СЕ(0, 1], ат 
К (5, и | 
ое Е, СЕ(п, п--1] (п=1,0....). 


Пусть & (у) — произвольная функция из класса Й,, обращающаяся 
в нуль вне [1, п) (п>2). Тогда, заметив, что | 


(= 8 (1), су чт, п 
8 (п) =0, 


и имея в виду формулы (1.9”) и (2.17’), получим: 


8 (у) Ра [у] = ХЕ @ |, | (2.19 
К (у, 2) а= (у) = — ХЗ: № (5), 
ь (2.20 
\ К - - ЗЕ | 
Обратно, полагая, что {8 (#)} (=1,2,..., п— 1) — произвольные коми: 


лексные числа, и определив функцию $ (у) ЕЙ, согласно (2.18), мы при’ 
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одим к формулам вида (2.19), (2.20). Сказанное означает, что условия 
2.1) и (2.4) эквивалентны. Переходим теперь к установлению эквива- 
ентности утверждений теоремы Б и теоремы 1. 

Если существует последовательность {й (2)} Е Н., образующая вместе 
последовательностью {#„ (2)} ЕН, биортогональную систему, то, обо- 
начив 


К, (6, 1) = \ В (2) в; (и) Ш, 56(0, + о), ха, 5), — (2.24) 


чевидно, будем иметь: 
ь 


О < а 
УЖ, (©, 2) Раз = \ | \®, (2) вх (в) аш | < 
^? а [3] ур 
<: | г Ао [ес ва 5 +, 560, + 5), 
1 
. е. мы получили первое из утверждений (2.5). | 
Далее, из (2.17) и (2.21) следует, что если СЕ (п, п 1], пе(т, т+ И, 


О 
п т 


ь ь 
\® К ($3) К, (п, 1) = У (2) (ада = 


ое 1 


о и 
0 
ля всех 6, 16(0, - со), что означает уравнение (2. 6) теоремы 1. 
Обратно, если функция К, (5, 2) совместно с К (5, 2) удовлетворяет 
равнению (2.6), то, обозначив 


‚ (2) = К. (2, =), 
п, (®)=К. па, В, ааа ИЯ 


К. (= (2. (4) (ша, 6600, + °5), 26,5), (2.23) 


дновременно имеем: 
ь 


\ К®-1, 2). (т--1, )4ат=т, п>т (пт=И,0,...). 
гсюда, аналогично тому, ‘что было уже сделано в примере 1) $ 1, за- 
лючаем, что системы функций ь (2)} и {№ (1)}, порожденные ядрами 

ВВ, 2) и К ‚ (С, 2) при ме формул (2.16) и (2.22), биортогональны 
а (а, 65). 

Имея биортогональные системы функций {%, (2)} и {й,(2)} из теоре- 
ы Б, введем в рассмотрение функции (СЕ (а, 6), х6(0, - со) 


|2) 
Я (6, 2) = \ 1, (и) ее (и) аи, 
у (2.24) 


= 


Н, (6) =\ К. (и) ск (и) аи. 


7* 
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Ввиду оценок (2.3) той же теоремы 
со 


Ия, оРаы = У 6 Ба, 
0 П=: ме | 


со [©.®) 
ЦИЯ. ©, 2) Ра = Х [а КОР < 4+0 18] 

П=1 
т. е. эти функции удовлетворяют условию (2.5). То, что полученн 
из систем {й» (1)} и {% (2)} функции К (5, х), Я. (5..2), К. (С; т) и В (5, -] 
удовлетворяют уравнениям (2.8) и (2.9), непосредственно вытекает и 
их определений (2.17), (2.21) и (2.24). | 
Далее, из (2.24) имеем: | 


\ Я. Ни, эа= У (в №) (е, №. (2.2% 
0 п—1 


Но при любых &, иЕ(а, 6), согласно теореме Б, справедливы сходящия 
ся в метрике Н, разложения 


(2) = Я (ех, №) Е, (2), е, (2) = УХ (е» №) (а), 


п—=1 


следовательно, и равенство типа Парсеваля: 
ь 


ек(в)е (4) 42 = Хе №) (еь №). 


Отсюда и из (2.25) вытекает уравнение (2.7). Что касается утверждений 
2) теоремы 1, то их эквивалентность с утверждениями теоремы Б о спра 
ведливости разложений (2.2) легко следует из введенных нами‘ обозна 
чений (2.16), (2.17), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24). 

Наконец, эквивалентность р 3) теоремы 1 и оценок (2. 
теоремы Б просто очевидна. 


$ 3. Построение квазиизометрических отображений в пространствах 
2 2 
Тео, (@1› 61), То, (а», 65) 


о 

1. Мы переходим к изложению] главного результата работы — пе 
строению квазиизометрических отображений в общих гильбертовых про 
странствах типа 


Н; = [Г%, (ал, 81), — Н» = [4, (аз, 6) 


при помощи ядер, в определенном смысле близких к ядрам, осущес 
вляющим изометрическое отображение тех же пространств. 

Обозначим через Н» множество всех комплексных функций огране 
ченной вариации, непрерывных справа на (а», 6.), каждая из | 
равна нулю вне некоторого замкнутого слева интервала [х, В) Е (а, 6 

Очевидно, что. 

7 ево: Рак: >» 


® 
и поэтому множество Н, плотно в пространстве Н.. 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть функции 


К а т) {< Н: =: 7 (а1, Ь,), се (а>, Ь.), 
(3.1) 


Н (6, *) ЕН, = Го, (а›, 55), СЕ(ал, 61), 
довлетворяют уравнениям а), 6), в) теоремы А, порождая таким обра- 
ом некоторый изометрический оператор ТУ, (и обратный ему оператор 


—1 % 
з=И, ), отображающий все пространство Н, на все пространство Н., 
ричем аналитическое осуществление этого отображения дается форму- 
ами (1.20) и (1.21) теоремы А. Пусть функция 


К (5, )ЕН‚, Се(а», В»), (3.2) 
бладает свойством: существует постоянная 0, 001, такая, что 


, 6, | 


У} к, =) —Ко, 2.49] в) < #84) (8.3) 


а: аз а? 


ля произвольной функции (У) из множества Н'. Тогда справедливы 
ледующие утверждения: 
1) Существуют функции 


К. (6, ЕН, СЕ(аь, В,), 


(3.4) 
Н(с, ЕН, Н.(, 6Н» СЕ(а, В), 
ия которых удовлетворяются уравнения: 
ы в, 
\ (©, 2. (т, 2) 451 (2) = | ех (в) ен (#) 40» (2), 6 т6аьЬ), (3.5) 
в, ы 
\ ЯС, Эй. (т, 2) 46. (2) = | ох (в) в. (2) 4, (2), © па»), (3.6) 
аз к а1 
К (п, 2) ох (2) 451 (2) = \ И. (С, 2) е, (2) 46, (®), Ева, 8), тЕ(аь, ®.), 
с (8.7) 


5, 
К. (п, 2) е, (2) с (2) = Я (С, зе, (2) ас» (1), СЕ(а,, в), ЧЕ(аь, 6»). (3.8) 
2) Пары ядер К (5,1), Н (5, 2) и К. (5,2), Н, (6, 2) определяют со- 
пветственно два линейных оператора В! и Вл, отображающих все про- 
пранство Н, на все пространство Н» согласно формулам 


5, 5, 
| в (2) ех (=) 46» (2) = \ К, 2) 14°: (®), 56а, в), — (3.9) 
. ы 


У (2) ее (29 ав, (2) = \ И (6, 2) в (2) 455 (®, сева, в), — (3.10) 


а: аз 
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где в (1) = В,/ (2) при /(®) ЕН, или, что то же самое, } (1) = В, в (2) 
при (2) ЕНЬь, и согласно формулам 


5» 


ь 
в (ес (@) 45, (®) = \ К, ав (а, Се, ь), (ЗА 
ъ, ъ, 


5, | 
7 (2) ес (4) аа (а) = \ И. (6,2) в (@) 4» (®), Се(аь в), (ВАХ 
где в (1) = В.1/(2) при /(2)ЕНь, или, что то же самое, } (1) = В» 8 (а 
при & (3) ЕП. | 
Здесь В. и В, — соответственно обратные к В: и В, операторы 

3) Операторы В, и В.: квазиизометричны, причем В, Е Кь, | 
1—9 

иначе говоря, при отображении друг на друга пространств Ну и НЬ пра 
помощи формул (3.9)—(3.10) имеем: |] 


И << атом (3.1: 


при в = В], /ЕН., или, что то же самое, при }= В.в, 8ЕНЬь, а пр 
отображении пространств Н: и Н. при помощи формул (3.11)—(3.14 
имеем: 


АВА (3.141 


при ‹ =В,1/, ГЕНа, или, что то же самое, при } = В,›в, ВЕН,. Кро и 
того, для произвольных элементов }1 и }» из Н, справедливо равенство! 


(1, 12), = (ВЛ, В.17з)., = (Вар, Ваз), (3.1: 
Доказательство. Пусть Н! =Т,Н, есть образ многообразия 

в пространстве Н, при изометрическом отображении ]=У.5, 56 Н] 
Так как многообразие Н плотно в Н», то из изометричности оперз| 
тора У», очевидно, вытекает плотность многообразия И" в пространстве Н 
Пусть функция ] (2) 6 Н'! произвольна и 5 (2) = 7,1] (2) Е Н;; тогда, обозн:] 


ЧИиВ 
| 


07 («) = — \ {К (у, =) —К (у, 2)} 4 (у), (3.16 


а> 
в силу условия близости (3.3) и изометричности оператора И, получих | 
ы: 


[22 ь, 
ИУ) 51 (2) < | в (| 4ь (9) = 6° [7 (а) Рав, (2). 


а а2 
Иначе говоря, на многообразии Н'! определен линейный оператор (| 
переводящий любой элемент ГЕН' в элемент (О/ЕН:, причем 


17, З 9 |7Ь,, ЛЕН.. (3.41 


Заметив, что многообразие Н\, на котором определен оператор Ц 


плотно в Н:, легко заключаем, что оператор Й можно распространияй 
на все пространство И; так, чтобы | 


ГОУ, < 87, УЕН,. (3.1 
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Таким образом, 
ПОЛИ, 


ЧО [в = зар < 9= 4. (3.19) 
ТЕН, 


Обозначим через ©/ (2) сумму ряда 
2/(2) = 2 0*/ (2), 7(«®еНь (3.20) 
К=0 


очевидно сильно сходящегося в Н, всилу оценки |0 * |, < (А =0,1,2....). 
Положив 
Т.=1-— О, (3.21) 
из (3.20) заключаем, что оператор Т, имеет обратный, а именно: 
т =. (3.22) 
Заметим, что согласно второй части теоремы А, 
В ат) = Ге, (2), 


в СЕ(а», 6.) (3.23) 
е. (2) А Г.К (5, г) 


Н( 2) = И, (2), 
СЕ (аи, 5). (8.24) 
е, (1) = Т.Н (6, т) 
Чо е,(т)6Н,, СЕ(а», 6»), поэтому, ввиду (3.23), значение оператора 


ГК (5, 2), СЕ (а», 65), можно вычислить посредством формулы (3.16), т. е. 
5. 


ик.) =—\ (КЦ, ®) —Кцу, 2)}4е. (9), (а, ), 


а 


ткуда, в силу определения (1.7) функции е, (2) 


ОК (5, 2) =К(5, )—К(б, 2), СЕ(аь, В»). (3.25) 
`ледовательно, по (3.21), 

Т.К (6, 2) =К (6,2), СЕ(а», в»). (3.26) 

— Пусть Т! и (Тт*)' = (11) * — соответственно сопряженные с Т. и Ту! 


ператоры. 
’ Введем в рассмотрение следующие линейные операторы: 
В; = ИТ Вл = Г. Тт", 
(3.27) 
В, = (ТГУ, В» = ТУ. 
Если [+ (К =1, 2) — единичный оператор пространства Н»ь, то, оче- 
идно, имеем: 
В.В, = ВлВ,2 Е о, 
(3.28) 
АН, = АзАл =). 
Из (3.28) следует, что оператор А, (или В.1) отображает все про- 
гранство Н, на все пространство Но, а оператор В, (или В.›) осуще- 
твляет обратное отображение. 
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Из (3.26), (3.23) и (3.27) следует: 
К (5, 1) = Ве, (2), СЕ (аь, 84). 
Определим, далее, следующие функции: 


К, (6, 2) = Вю, (РЕН, СЕ(а», 6»), 
И (4 5) = Вале, (1) [3 Н», [4 [5 (а, Ь,), 
И, (5, 2) = Ве, (1) е Н», [4 {9 (ал, В). 


- Из формул (3.29), (3.30) и (3.27) находим: 


ы | В 
\ К (с, 2) К. (1, 2) ав, (2) 1 Т.ье, (®) (Т;*)'У зе, (2) 4в! (2) = 
а, а: е 


Ы: 
= } Ре, еь (2) 45 (8) =} ех (2) е, (2) 45ь (3), 


@1 


т. е. мы получили формулу (3.5). 
Из (3.31), (3.32) и (3.27) имеем: 


5, 53 
\ И, 2) Я. (и, 2) 46. (2) = \ 7, Тре, (9) У 1 (2) 40 (2) = 
а» аз я 


: 
= Тре, (2) Те, (2) 45, (2) = е, (2) ен (2) ав (2), 


т. е. мы получили формулу (3.6). 
Далее, в силу (3.29), (3.27) и (3.32), находим: 


В: 


ай 
\ К (п, 2)е, (2) 45, (2) = \ ТУ: е (Фе, (2) 451 (1) = 


а: р аз 


& 6: --. 
= \ Тел (2) Тле, (1) 41 (2) = \ е, (2) Я, (6, 2) 4 (1), 


т. е. мы получили формулу (3.7). 
Аналогично, из (3.30), (3.27) и (3.31) следует: 


, | 
} Х. (т, 2) в; (2) 90 (#) = \ (Ту?) Те (9 е, (в) ави() = 
5 : | 
= } Уле(®) Те, (а) 45 (=) = \ е, (2) Я (6, 2) 46» (2), 
аз 


а: 


т. е. мы получили формулу (3.8). 
Таким образом, утверждения 1) теоремы установлены. 
Пусть / (2) Е Н\; тогда 


8 (2) = В, (1) =У,Т\/ (2) ЕН,, 


У, 8 (2) = Т!/ (®ЕН,. 
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Зоответствие между элементами Т1] (1) и 5 (2) запишется формулой (1.20) 
еоремы А: 


ь, ы 


в (9) о, (2) 49, (2) = \ К®, ®) ТИ (2) ав, (1), 


аз а1 


гкуда, в силу (3.26), следует формула (3.9). 
_-С другой стороны, согласно (3.31) и (3.27), 


ы_ ь, я 
} Я, 2) 5 (9) 45» (®) = | У.Тре,(®) ИТУ (9) аз, (в) = 


ы: Ы: 
ыы. \ Те, (2) Т!/ (2) ав, (2) = \ 1(2)е, (2) о (1). 


а1 
‚ это есть обращение (3.10) преобразования (3.9). 
Обратно, если 2 (2) 6 Н., то 


1 (2) = Вы (2) = (ТУ, 8 (РЕВ,. 


У,Т17 (+) = 8 (2), 
" для получения формул (3.9)—(3.10) нужно лишь повторить вышепри- 
еденные рассуждения в обратном порядке. 
Перейдем к доказательству формул (3.11)—(3.12). Пусть } (2) 6 Н!; 
гда 
8 (1) = Вл] (2) =Т,Т: 17 (2)ЕН,, 


У, 8 (2) =Т, `/ (2) ЕН). 


Соответствие между элементами Т! '/(2) и 2(7) запишется` формулой 
1.20) теоремы А: 


5, ь: 
\8 (9) г; (2) 46, (а) = \ К, =) ТУ (+) ав, (2) = 
р а1 к 
= (РГУ, е, (@) 7 (а) дв, (а) = \К. ©, 2) 1 (а) ав, (в), 


огласно (3.23), (3.27) и (3.30); таким образом, мы получили форму- 
у (3.14). 
С другой стороны, в силу (3.32), (3.27), имеем: 


| Е | 
\ Я. (6, 2) в (2) 4вз (=) = \ У. Тле, (в) УТУ (2) 4» (2) = 
аз в аз ь. 
= \ 73е, (2) ТГ (@) ал (2) = |7 (з)е, (2) ав, (2), 


.е. мы получили обращение (3.12) преобразования (3.14). 
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Обратно, если 8 (2) ЕН» и / (2) = В». 8 (21) = Т.Г. е (2) Е Н:, то ана 
гичным путем получим, что преобразование (3.12) обращается фор 
лой (3.11). 

Таким образом, утверждения 2) теоремы установлены; более тов’ 
в процессе доказательства были получены также явные выражения (3.44 
для операторов А., Вы и обратных им операторов А», Во. | 

Из (3.27) следует, что если / (2) ЕН; и 8 (2) = 81} (1), то 


Е а 


Вл, = Та, ЛУ.ТУЬ, = ИЛЬ, =, (3.51 
причем в силу (3.19) и (3.21) | 
(1—6), < а. (3. 


Из (3.33) и (3.34), очевидно, следует, что А, Е Кь, т. е. оценка (3.151 
Далее, если / (2) ЕН, и 8(<) = В+] (т), то | 


Ва, = Те, = т, = ИТУ, 


отсюда, применяя оценку (3.34) к элементу Т: "76 Н,, получим: 
НеКо, 
1—9 
а это есть оценка (3.14). 
Наконец, равенство (3.15) непосредственно вытекает из формул (3.271 
Таким образом, теорема полностью доказана *. | 
2°. Полученное в теореме 2 равенство (3.15) для операторов В; и В] 
наводит на дальнейшее расширение понятия изометрического отображ«] 
ния пространств Н,, Н. и в связи с этим на новые обобщения теорем 
Бохнера. 
Пусть линейные операторы В, и В: отображают весе пространстн 
Н, = 14 (а1,6:) на все пространство Н» = Г, (а», 6,). 
Условимся говорить, что операторы А; и В,, составляют изометриы 
ческую пару {В;, Вл) н.н, если для произвольных элементов [1, №» Е 
имеют место равенства: 


(71, №»). = (Ал, Вл”), НЯ В»). **. (3.3=] 


Очевидно, что если В. = В;, то условие (3.35) превратится в обычной 
условие изометрического отображения пространства Н, на Н.. 

Если операторы АД, и В, ! составляют изометрическую пару {В;, В, 1} Н.Н! 
то обратные им операторы А, и В.., которые существуют и осущест 
вляют обратное отображение пространства Н, на Н., очевидно, такж 
составляют изометрическую пару {В,, Ва}н,н,- Иначе говоря, для про! 
извольных элементов 81, ЕН, будем иметь: 


(81, 83), = (Авт, В.лё>)., = (8.581, 8.8)... (3.3 

Поэтому естественно говорить, что изометрические пары операторов 
{В,, Вл} н.н, и {В,, В} н,н, 

обратны друг другу. | 


* Как на это любезно обратил мое внимание М. Г. Крейн, теорему 2 мой 
перенести на более общий случай функциональных пространств. 
** Легко видеть, что второе из этих равенств есть следствие первого. 


КВАЗИИЗОМЕТРИЧЕСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 107 


Ниже будут приведены два предложения (теоремы 3 и 4), аналити- 
ески характеризующие изометрические пары операторов. Но предвари- 
ельно отметим некоторые дополнительные свойства, которыми обладают 
ператоры, составляющие изометрическую пару. 


1. Пусть изометрические пары (А:, В}, и {А., Ва} н обратны 
фруг другу; тогда из (3.35) и (3.36) следует: 


(В.в, ИЯ —5 (2, В). ен, 2еНЬ, 
(В„8, 7). = (2, В,)).„ ГеНТ, 8ЕН.. 


Из формул (3.37) легко приходим к следующему заключению: 

если {м} ЕН: и }„—>/ЕН., то последовательности, элементов В, }„ЕНЬ 
‚ ВЕН» в пространстве Н» слабо сходятся соответственно к элемен- 
пам В} ЕН, и ВЗУЕН.. 

Аналогично, если {5} ЕН. и 2„-><ЕН», то последовательности, эле- 
ентов В, ЕН! и В, ЕН, в пространстве Н, слабо сходятся соот- 
етственно к элементам В. ЕН\ и В, ЕН,. 


(3.37) 


2. Если изометрические пары {В;:, Вл} ны, У АВ Ви} н.н, обратны 
руг другу, то операторы В:, Ва, В., В» квазиизометричны в 


пом смысле, что существуют постоянные т1, М: и т‚1, М1, обладающие 
пем свойством, что 


т; |7 |, ЗВ, МИЯ, УЕеНЬь, 


3.38 
т ВЛ, МИ, ЛЕНЬ ры 
ии, что то же самое, 
1 1 
м: 18, ЗА 8, < 8, ЕН те 
й 1 1 
м1, < |481, < 18, ЗЕ НЬ. 


[ля доказательства этого утверждения рассмотрим, например, опера- 
ор Д:, отображающий все пространство Н, на все пространство. Н.. 

Любому элементу /6Н! поставим в соответствие упорядоченную пару ЁР 
лементов из Н, и Н. соответственно: 


=, В}. 


‘овокупность элементов М = {Ё} образует линейную систему при очевид- 
ом определении суммы элементов и произведения на число. Докажем, 
то совокупность элементов Н становится полным банаховым простран- 
твом, если ввести там следующее определение нормы: при РЁ = {7}, В, } 


| ЕЕ +=. ИУ ЦЬ, ы | В] | (3.39) 


3 доказательстве нуждается лишь полнота пространства Н, что может 
ыть установлено следующим образом. 

Если элементы Ё» = {/„, А. /„} ЕН (п=1,2,...) образуют фундамен- 
альную последовательность в Н, то из (3.39) следует, в силу полноты 
ространств Н, и Н», что элементы иЕН: и В,» ЕН» сильно сходятся 
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соответственно к некоторым элементам / ЕН! и 8ЕН.. Но в силу свой } 
ства 1 элементы В,/» слабо сходятся в Н» к элементу А!/ ЕН»; отсюдЦ 
заключаем, что В,/ =8, а это и означает полноту пространства Н. | 

Рассмотрим линейный оператор А, взаимно однозначно отображаки 
щий все пространство Н: на все пространство Н: 


А} = {7, В}. 
Обратный к А оператор А“* ограничен, так как по (3.39) 
ПА ВЛ, = 7 ЗЫ + 1, = КУ ВУ, 


т. е. если Р = {/, В,}}, то И 
ТАРР, АЕ, РЕН. (3.40 


вытекает, что ограничен также и оператор А, т. е. существует постояв 
ная М; такая, что | 

АР < МУ, УЕН. | 
Отсюда, согласно (3.39), и подавно | 


ПЛ, < МИЛ., УЕН:. (3.41 


Проводя аналогичные рассуждения для операторов В.1, В», В,», прий 
ходим к такому же заключению, а именно, что существуют постоянны 
Мл, т и т, обладающие тем свойством, что 


187 [ь, < М |7» ТЕНЬ, (3.441 
ПР, < ИЕ, [Вл81, < ПВА, ВЕНЬ (3.42 


Из оценок (3.41), (3.41”) и (3.42), в силу произвольности элементо! 
ТЕН, и 8&ЕН», приходим к утверждениям (3.38) и (3.38). 
Следующее предложение является аналогом первой части теореме! 
Бохнера А и доказывается точно таким же образом. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть операторы В, и В, отображают. все простран 
ство Ну на все пространство Н., составляя при этом изометрическу | 
пару {Ви, Вл} н,н, Тогда справедливы следующие утверждения: 


а) функции 
К (5,1) = Ве, (®)6Нь, К. (6,1) = Ве, (ФЕН, (а, ), 
Я (6,2) = Вле.(®)ЕН» И, (5,2) = Ве, (®ЕН» СЕ(а,, 8), 


удовлетворяют уравнениям (3.5)—(3.8) теоремы 2; 
6) отображение в (1) = В:} (1), }(2) = В, в (2) осуществляется согласн 
формулам (3.9)—(3.10), а отображение в (2) = В] (2), 7 (2) = В.о (2) -й 
согласно формулам (3.11)—(3.12) теоремы 2. Кроме того, для операторои 
В,, Вл и В,, В,» справедливы оценки вида (3.38) и (3.38’). 
Доказательство. Рассмотрим сначала первые части равенстт 
(3.35)— (3.36), которые имеют место согласно условию теоремы: 


(Ул, 71). = (В, ВЛ), Лень (3.35/ 
(81, 82)., = (Вьвл, В,28з)› 81, 68 @Н». (3.36” 


(3. 


> 
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] 
сли & = В}, т. е. } = А. 8, то из (3.36’) получим: 
| (5, е5)., а (Т, Вые.), И, е,)., Ня (5, Вае.)„, 


ткуда в силу обозначений (3.43) следуют формулы (3.9)—(3.10). 
Рассмотрим теперь вторые части равенств (3.35)—(3.36): 


(71, №), = (Вал, В!) р, ВЕН, (3.35") 
(81, 8з).„, = (Вова, Вэ8з),, 8,8 ЕН.. (3.36") 


юли 8 = В], т. е. ] = В‚з, то из (3.36”) и (3.35") получим: 
(8, е,)., = (7, Ве.) в1? (7, е,)., = (8, Ве), 


ткуда, снова учитывая (3.43), получим формулы (3.11)—(3.12). 
Положив в формулах (3.9)—(3.10) 


1 (2) = Взе (т) = К, (1,2), &(2) = В\/ (2) = е (1), 


олучим уравнения (3.5) и (3.8). 
Наконец, из тех же формул при 


1(2) = Вле, (1) = К (т, 2), &(2) = К.1/ (2) = е, (1) 


ледуют уравнения (3.6) и (3.7). Что касается оценок (3.38) и (3.38’) 
ля операторов А;, К: и А, В.›, то они были нами установлены в за- 
ечании 2 этого пункта. 

Прежде, чем привести обращение этой теоремы, т. е. сформулиро- 
ать и доказать аналог второй части теоремы А, отметим одно следствие 
3 только что доказанной теоремы. 

В условиях теоремы 3 из оценок (3.38) и (3.38’) вытекает следующее 
аключение: 

1) Если }(х) ЕН, и функции вида 


1» (=) = У ое) (2) ЕЙ, (3.44”) 
К=1 
ильно стодятся к }(1) © Н\, то . 


Ви» (2) = Уа/^ Я, (6,2) > В// (2) 6Нь, 
К=1 


В), (в) = > 4 И (6, 2) > В/(ФЕНь 


К=1 
2) Если в (2) ЕН» и функции вида 
8в (2) = У 6" ексо) (2) (3.44") 


К=1 
ильно сходятся к 8 (1) ЕН», то 


В, в» (2) = У” К, (6,1) >В. в (®ЕНЬь 
#=1 
В.2 6, (1) = У” К (6, 2) > Вл (2) 6Н.. 


К=1 


110 М. М. ДЖРБАШЯН 


ТЕОРЕМА 4. Пусть четверка функций 
КЗЕН, К. еНь Се Ы), (4 

Н (5, 2)ЕН., Н.(5,®)ЕНь СЕ(а, 61); | 

удовлетворяет уравнениям (3.5)—(3.8) теоремы 2 и условиям: 


а) если последовательность функций вида (3.44”) (® ЕН, сильно се 
дится в Н:, то соответствующие последовательности функций |} 


а" Я 1) и о Ся 1) 
х > 


сильно сходятся в т 
6) если последовательность функций вида (3.44") в„(2) ЕН» сильнй 
сходится в Н», то соответствующие последовательности функций 


_ Еж) УЕ На) 


и=1 


сильно сходятся в Н.. 

При этих условиях * функции (3.45) порождают, согласно формула. 
(3.9)—(3.10) и (3.11)—(3.12), соответственно два оператора В: и В. | 
составляющие изометрическую пару {В:, В} ин, и пару {Вь, 
обратную ей. 

Доказательство. Покажем прежде всего, что условия а) и. | 
оказываются излишними в случае, указанном в сноске, ибо тогда он 
автоматически выполняются **. Действительно, если, например, 


К, (5,2) =К (1,2), СЕ(а», Ь.), хЕ(а, 6), 


то из (3.5), в частности, будет следовать, что для всякой системы ко 
плексных чисел {%;} и чисел {5} 6 (а, 6.) 


вн, | 


) 45. (т). 


ретро м 


Поэтому если последовательности функций вида 
т 
( 
у» (2) = У и ес а...) 
К 


фундаментальны в Нь, то соответствующая последовательность функций 
вида 


у Е, 2) 


К=1 


> ь 


* При этом условия а) и 6) излишни, если К (5,2) =К (6,2) и Н (С =) 

5 * * 
(т). > 

** Это согласуется с тем, что на основании второй части теоремы А в это 


случае уравнения (3.5)—(3.8) обеспечивают изометричность операторов, порожден: 
ных этими ядрами. | 


КВАЗИИЗОМЕТРИЧЕСКИЕ ОТОБРАЖЕ НИЯ ФУНКЦИЙ и 


дует из уравнения (3.5). Аналогично убедимся, что при Й (5, Ж= 
Н, (5, 2) условие а) следует из уравнения (3.6). 

Переходя к доказательству теоремы, определим некоторые алдитивн ые 
тераторы Л;, А: и А., В, соответственно на многообразиях функций 
` и, следующим образом: 


УХ 


В, ( 7. де. (2)) = У! а*Й, (бы, 2), 


К=1 


к 


в (>, @ке.. ‚ (2) р = } аьЯ (Ск, <), 


ь (3.46) 


(> але, ‚ @)) = р авК, (С, 2), 


Ва (У ав, (9) = У (бы 2). 
&=1 


#=1 


силу того, что величины (е,,е„), и (ее), вещественны и в силу 
.46), уравнения (3.5)—(3.8) запишутся в виде: 


(2 еи)., = (Влеь, Вале). = (Влле,, Ве). (3.5') 
(ес ел), = (Взе,, Ве), = (Ве, Вел), (3.6’) 
(Взе» е,)., = (6,, Вле,)., 92) 
(Вье,, е,)., = (е„, Вле,).,. (3.8’) 


На основании формул (3.46), соотношения (3.5’)—(3.8’) распростра- 
ятся на произвольные функции ГЕЙ, и 2ЕЁЮ,, приобретая при этом 


ИД: 
| (Л, 1), = (АЛ, Вл»). = (Е.Л, ВЛ). (3.47) 
(21, 82), = (Роба, Вов), = (В81, Вэ8з)„, (3.48) 
(В,эв, 1), = (в, В „, (3.49) 
(В, з,/)., = 6, Ви). (3.50) 


Согласно определению (3.46) операторов А+, В,; (1 =1, 2) на много-. 
›разиях Н; и в силу условий а) и б) теоремы, если ЕЙ, (или в, ЕН.) 
льно сходятся в Н, (или в Н.), то В. п, В 1} (или В, 8, В, 8») сильно 
содятся в Н, (или в Н.). В силу плотности Я: в Н; (1 =1, 2) отсюда 
тедует, что операторы Аз и В,; (1 =1,2) допускают распространение 
з все пространство Н; с сохранением соотношений (3.47)—(3.50). 

Покажем теперь, что операторы А, и А,: отображают все простран- 
во Н, на все пространство Нь», причем А, и В,, им обратны. В самом 
ле, пусть /1 и 6 М, произвольны; тогда из (3.50) и (3.49) получаем: 


(В, В17з)., = (В.В, 12), (3.50') 
(Вай, В:.)., = (ВВ Л, Л»). (3.49’) 
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Из (3.47), (3.50’) и (3.47), (3.49’) находим: 


(— А.В Л, Даа: == 0, [а ЬЕН1, 
(1 —В„ВаЛ, 2), —0, ВЕН. 


Отсюда следует, что 
В.В, —= В.›К.л = И (3.5 й 


Вполне аналогично из формулы (3.48), написанной для произвольны! 
элементов #1, ЕН», и из формул (3.49), (3.50) следует: 


Е.В. == ВлВ,› == И (3.5: й 


Формулы (3.51) и (3.52) доказывают наше утверждение. Из уравнений 
(3.47) и (3.48) ясно, что операторы В, и В. составляют изометрическу! 
пару {В;:, Ва} н.н, а В,, В.» образуют обратную ей изометрическую пар 
{В», В.з}н нео | 1 

Далее, функции К (5, 5х), К, (>), Я (5, $), Я. (5, 1), которые должнЯ 
соответствовать этим изометрическим парам согласно формулам (3.45 
теоремы 3, совпадают с первоначальными в силу формул (3.46). Отсюда 


| 


на основании теоремы 3, заключаем, что ме В,, т и ь НВ | 


соответственно. Теорема доказана. 
В заключение автор выражает искреннюю признательность Р. М. Май 
тиросяну за ценные замечания при обсуждении результатов этой работьц' 


Институт математики и механики Поступило 
Ак. наук Армянской ССР 44. [Х, 1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия магэматическая 
25 (1961), 113—142 


И. А. ВИНОГРАДОВА 


О НЕОПРЕДЕЛЕННОМ А-ИНТЕГРАЛЕ 


В работе исследуются свойства функции, являющейся неопределен- 
ным А-интегралом. Показывается, что неопределенный А-интеграл мо- 
жет противоречить несобственному интегралу Лебега, обязательно яв- 
ляясь при этом разрывной функцией, и может противоречить общему 
интегралу Данжуа, даже если он является непрерывной функцией. 


$ 1. Введение 


-Н. Н. Лузин для функций класса [7 [—л, л] и И. И. Привалов для 
›ункций класса /[—л, л] установили [см. ('), стр. 147], что р поч- 
и всех х6е[— л, л] определена функция 


7 = к | Лав #— 2) 4% 


де интеграл берется в смысле главного значения Коши. Функция 
(2), вообще говоря, не суммируема на [—л, л], но всегда интегри- 
›уема на [—л, дл] в смысле А-интеграла. 

Некоторая функция ](5) называется А-интегрируемой на [а, 6], если 


1) тЕ (2, 26а, В, |1(2)|> п =о (1): и) 
2) существует. предел 
( 7 (2) при |7 (2) | <п 


И О -| 0 при |7(8) |[>". Е 


Величина этого предела называется определенным А- -интегралом от 


' (2) на [а, 6]. 
Как показал Титчмарш в работе (5), всякая нет сопряженная 
‹ суммируемой, интегрируется на [—л, л] с помощью интеграла, опре- 


еленного пределом (2), и, кроме того, коэффициенты сопряженного ряда 
сть коэффициенты Фурье от сопряженной функции в смысле этого инте- 
‘рала. Там же показано, что без условия (1) такой интеграл может быть 
еаддитивен. Все результаты Титчмарша относятся к функциям, сопря- 
кенным к суммируемым, для которых, как ранее показал А. Н. Колмо- 
оров (2), условие (1) выполнено, но Титчмарш этого условия специально 
е вводил. Полное определение А-интеграла как предела (2) при усло- 
ии (1) дано А. Н. Колмогоровым в вероятностной форме обобщенного 
атематического ожидания [см. (3), гл. 6]. В работе Ю. С. Очана [см. (4), 
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часть 4] определение А. Н. Колмогорова изложено с точки зрения теоз 
рии функций. Там же показано, что области А-интегрируемых Вр. || 
и функций, интегрируемых по Данжуа, частично пересекаются. Вопросам: 
А-интегрирования и применения А-интеграла в теории тригонометричет» 
ских рядов посвящен ряд работ П. Л. Ульянова [см. (в) —(3)]. В работе (87 
показано, в частности, что существование А-интеграла от ](2) на некото?) 
ром отрезке [а, 6] не гарантирует существования этого интеграла на отрез 


ке [а’, С [а, 6]. Более того, приводится пример функции, А-интегрич 
руемой на отрезке [- > Е 5 и не А-интегрируемой на отрезке [а, 6], где! 
а — любая точка некоторого множества Е, С [2 к ‚ тЕ> о, № 


> 


грала от /(2) на [а, 6], нельзя, вообще говоря, определить Е! 
А-интеграл ‘от / (2) на [а, 6] как функцию | 
| | 
А (®) = (4) (а. | 
й | 

Выделим класс функций /(2), для которых подобный неопределен-| 
ный А-интеграл существует, и рассмотрим соответствующий класс функ] 
ций А (т). 
Известно, что если / (5) ЕЁ [а, 6], то функция }(5) А- -интегрируема} 
‘на [а, 6] и оба интеграла совпадают, следовательно, А(х) существуе Ч 
и для всех хЕ[а, 6] | 


х 


А (2) = (6) а. 


В $3 будет показано, что если }(5) не суммируема на отрезке [а, 6], 
то функция А(57) не обязана даже быть непрерывной, а именно, будет 
построена функция ] (5), интегрируемая на [0,1] в смысле несобствен-1| 
ного интеграла Лебега, для которой А (5) существует для всех хЕ [0,4] 
и разрывна в точке х =1. | 

В $4 рассматриваются только те функции }(2), для которых А (2) 
определена и непрерывна на [0,1], и исследуется, как при этом усло-1 
вии может вести себя функция А (2) на [0,1]. Будет показано, что для! 
достаточно широкого класса функций С (т) можно найти такую функ- 
цию ] (2), для которой А (5) определена и непрерывна на [0,1] и совпа-. 
дает с С (2) на некотором совершенном множестве Р, причем мера мно- | 
жества Р может быть как угодно близка к 1. В частности, / (1) может’ 
быть интегрируема в смысле узкого интеграла Данжуа, причем 


1 1 
А(1) = (А) \/ (2) 4= + (В) \ / (в) а. 
о 5 | 
| 
Рассматриваются случаи, когда А(1) не имеет асимптотической про- 
изводной на множестве положительной меры, когда А (5) не обладает’ 
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\-свойством на [0,1] и когда А (2) имеет почти всюду на [0,1] произ- 
одную, не равную подынтегральной функции на множестве положи- 
ельной меры; в каждом из этих случаев / (5) есть точная производная 
‚воего неопределенного интеграла Данжуа. 


$ 2. Вспомогательные предложения 


- Сделаем несколько общих замечаний. 

1. Будем в дальнейшем обозначать через ш(/, и) колебание функ- 
ции /(5) на интервале и. т 

2. Все суммы, в которых верхний индекс меньше нижнего, полагаем 
равными нулю. | 

3. Пусть 


А, (2) = (БАГ (ева, 6). 


Гогда для того чтобы ] (1) имела неопределенный А-интеграл на [а, 6] 
а функция А (5) была ее неопределенным А-интегралом, 


х 


А (=) = (4) \ 10) 4, (3) 
необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 
а) тЕ {2, э6 (а, В, |7 (2) |[>} =о (5), (3.1) 
6) функция 
А (2) = Па А, (2) (3.2) 


определена и конечна для всех Е [а, 6]. | 
4. Определим последовательность {а} положительных чисел, обла- 
дающих свойствами: 


Ура =1, (4.1) 
Е=1 
У а, = + оо, (4.2) 
К=1 
Шип У а =0 (4.3) 


п—со Ки 


в @ 
(например, ак = РЕЯ) . 
5. Пусть /(2) задана на [а, 6]. Тогда обозначим через ],(2), где 
 — натуральное число, функцию, определяемую из условий: 


(= ев) +4), 26а, а), 


= —°=“), за, 8]. 


Отметим некоторые соотношения между ](2) и 1], (2). 


(5) 


8* 
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Если с«‹|/(2)|< С, то 


< |1, (а) |< 6. (5.1 

Если 1 (2) Е Г (а, Ь), то }, (2) ЕЁ (а, 6) и 
ь р =" | 

(аа =" \ Ков» - будь (5.24 


Так как, очевидно, 


[7 (2) [= (2) |, 
то 


у 5—а 
а = 


(2) 1/2) 142 =,() \ 11а = ©) |4. = 69 


ь 
Если }(1) 6 Г, (а, 6) и (Г) \ У (а) 4х =0, то функция 


Р(2) = \/.(04ь зе, Ы, 
а 
периодична с периодом — и 


ш (Е, (а, 5)) < (о ибо (5.4 


6 —а 


Действительно, если а <=<Ь, то, применяя равенство (5.2) 
получим: 


ъ— м. | 
а в | 


— ы { лоа-аров-ы | р0@=Е(а)| 


а 


6 —а 


Е(=—-- 


Используя равенство (5.3), имеем в силу периодичности Ё (5): 


и —а 


1 


р (Е, (а, 8) = (Е, (а, < Г ош +1 (ое 


г 


Далее, очевидно, что для любой измеримой } (1) и произвольного г] 


тЕ {х, ха, 6], } (1) =п} =тЕ {х, хЕ[а, 6], /, (<) = п) (5.5 | 


тЕ {2, те [а, В, |1 (2) | > п} = тЕ (2, зе[а, Ы, |1. (2)|> п}. (5.6 
Наконец, для произвольной функции ] (2) ип>0 очевидно, что | 


(7; (2)]" = [7 (2) (5.7 
[(ем. (2)]. | 
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$ 3. Разрывность неопределенного А-интеграла 


В этом параграфе строится пример функции, интегрируемой на [0,1] 
‚смысле несобственного интеграла Лебега, у которой неопределенный 
1-интеграл на [0,1] существует и разрывен в точке х = 1. 

Возьмем последовательность чисел {а„}, определенную условиями 
4.1) — (4.3). В силу (4.2), можно найти такую поспедовательность нату- 


альных чисел Ки, К.,..., К,,..., что 
К:—1 Ё1 
< 
1 У а, 
К=1 К=1 


К—1 к, 


ее 319 2) 


КК: -1 КК 
Е 


Так как > Как = 0, то В. 


Кр 


Введем числа а, удовлетворяющие следующим условиям: 


а, =ак (К-№), 


Ка 1 | 
За, АУ = 2, 3,4,...). 
К=1 


КК: 11 
Пусть 
ый 
@; = р = Ш...) 
ОЙ (7) 
в =0, ВР (1-2, 3,4,...). 
Гогда 
ыы 
НИ И Е (8) 
К=К1 1 
‚ в силу (4.1), 
В о; = ПШ В; = 1. (9) 
14—00 14—00 
Положим 
у 
гр 0 Ар 0, | 
К=1 
С 10 
Хр = и — = » ах, ( ) 
ЕР р 2.3.41...) 
1 
Ур = и— + > Х а ) 


К=К:1 1 
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Обозначим через 8 интервал (7р 1, Фр), (< р<Ё, и интервал 
(пряр—1), 4-1 РЗ, 1 =2, 3, 4,...; через ди,-1 — интервал (ты 
И АЪ — интервал (Ур, Ур), № +15 р5Ё 
1=2,3,4,...; через Ду, 1 — интервал (9, Уна)» 1 =1;2,3,... (см. рие. Ш 


1 й 7 у 
1 аж / 1 1 р. 4 
бт ‘+ 4 чт и 5 к;+2 м7 Нани +1 
. 2 @. | 
а; Ян Уч $ - Ч В 7‘) Тр! 22 + т! Яы! | } 
Рис. 1 


Тогда интервалы 6 будут определены для всех р>1, а интервалы 

Ар— для всех р> №. В силу (8) и (10), | 
Ув: = 2; = В. 

Если 1 «Зр< Е, то тб =ар и 6рС (0, а) = (В, 1) [(см. (7)]. 

Если м.«р< (=, 3,4,...), то выс (Вь в), а АС (и 

и, в силу (10), 


1 
тдъ = тАь = 5 р. 


Таким образом, интервалы др и Дь взаимно не пересекаются. | 
Далее, обозначим через 6, и Др, интервалы, удовлетворяющие сле} 
дующим условиям: 
вс 6», р>1, ДС Ар р>№, 
‚ . 
тёр =а, 15 р<А, тёр= тАр = а, ‚. Рем: 


Так как а, ар, то эти условия непротиворечивы. 
Имеем: 


9»2С. (В, о;) (2 (В;, В;-+ 1) р (Е = Р <, $ = т 2, га а. ы 0), 
Арс (1, В) С (Вы, В) (4. <«р«№, 1=2,3 


4,. 
Определим вспомогательную функцию Ф(2) на [0,1]: 


1 
р, если хЕдь, 
ф(2) ={ —р, если хЕД,, 

О в остальных точках. 


Отметим некоторые свойства функпии ф (2): 


а) ф(7) принимает только целые значения, и для любого натураль 
ного ру 


[ф (2) | — Ро, 26 бр, = А. (14 й 
6) ф(2) ограничена на [0,1 —=] для любого => 0: | 
[Ф (2) |< М (#) (2610,1 —=], г>0); (15 
в) 
Ва | 
(0) \) в0й=о (=1.2, 3,...). (163 
8; 


Действительно, пользуясь последовательно соотношениями (12), (19 
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11) и (6), п 


В Га К к 
г) \Ф(0 ЧЕ. = Хурь, и: р-тА» = Ура, — > » ра, =1—1=0 
В: Р=А!| Ю=1 Ф=А:-+1 
Шаля =2.3, 4,... 
Ват к; К: 1 
() \ х0й= У рт ХУ ртА,= 
8, = 1+1 фЕК;--1 
К: К 
1 4 
= >. х 24а, — 5. и ра, =1-—1=0 
Ю=К. 1 р=к, 1 
} результате аналогичных вычислений находим: 
В 
(Е) \ в0|&=2 @=1,2, 3,...). (17) 
8+ 


Теперь определяем функцию ] (2), 26 [0, 1]: 


(т), если т ВИ ; р 
0 в остальных точках отрезка [0, 1]. 

Здесь ф; (1) определяется из ф(х) при помощи равенства (5), в кото- 
ом полагаем [а, 6] = [В;, Вё+1]. 

Отметим некоторые свойства функции ] (5): 

1) Так как ф(х) ограничена на [В+, В;4+.], то, в силу (5.1) и (18), 
(2) также ограничена на [В;, В:+1], и, в силу (9), /(5) ограничена на 
), 1—=] для любого &`> 0: 

[7 (2) |< М (=) (2610,1 — =], =>0). (19) 

2) Так как ф(5) принимает только целые значения, то, очевидно, и 
(т) принимает только целые значения. 

Положим 


НЕ, Ю=Ь, НЕ, /Ф=-В (20) 


определим меры множеств Н#* и Нь. Если 1«3р<\А, то Ф(2) = 
пя хеб»С_ (Ви, В») [см. (13) и (12)], а значения, равного — р, функ- 
ия ф(5) не принимает. В силу (5.5) и (11), 


ЕТО <Р<ь). (21) 
ть = 0 
В № 1 р<№ [(=2, 3, 4,...); ато, в силу (13) и а 
®)- | р, тЕдрС (Вы, Вена), 
— р, ЕДЬС (Вы, В). 
рименяя соотношение (5.5), находим: 


и тН# = тб» тНь =тА,. 
силу ), 


тн =тНь = а, ри. (2%) 
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3) Используя равенства (18), (16), (5.2), получим: 


В Вы 
(2) \ ое=() \ зда=о (=1,2,3,...). (288 
8; 8 в 


Положим 
Г (2) = (1) 1 (4. 


В силу (19), ‘функция Г (5) определена для всех х6[0, 1). Покажем 
что существует 1 Г. (2). На основании формулы (23), № 
х—1 


Ев) = 0 "=, 2, 3,40). (244 


Оценим колебание функции [.(2) на интервале (В;, В;+1). Используя со) 
отношения (18), (5.4) и (17), получим: | 


‘| ми | 

№ (Г, (Вы В+1)) < —(Ё у | (2) 14 =>. (25 

к. | 

Объединяя (24), (9) и (25), находим: 
Нш 0. (5) = | 


Следовательно, / (5) интегрируема на [0,1] в смысле несобственного ин-] 

теграла Лебега. | 
Покажем, что у ] (1) на [0,1] существует неопределенный А-инте- 

грал 

у х 


А (2) = (4) 1 (8) 4. 


Обозначим через Е, множество точек хЕ[0, 11, где |/(2)| >п 
(п — целое); тогда, в силу свойства 2) [см. (20)], 


у (ЕН. 


р=п--1 
и из равенства (22) получаем для п Ё.: 


тЕ > Уна Ув ра ар. 
ты р=п-1 р=п-1 


Так как, на основании (4.3), Пти У} а›=0, то отсюда следует: 
В ржи 


тЕл — (+) ь 


х 
Рассмотрим последовательность функций А, (5) = (2) [/ (2) 1" а. 
0 


Если 16[0,1), то, в силу (19), для всех п, больших некоторого п), | 
х | 


4» (2) = (Е) \ (еда = (Рура = а). | (26) 
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алее, используя последовательно соотношения (20), (22), (21) и (6) 
олучаем для п> #1: 


? 


1 


Ан (1) = (Г) (Га = 
т п К: К: 
= ХртН}— УртН, = Ур.ть= Ур, =1. (2) 


©=1 Р=1 р=1 
[з (26) и (27) следует, что функция А (2) = Нш А, (2) определена и ко- 
п-—со 


ечна для всех х6[0, 1]. В силу (3), А (2) есть неопределенный А-интег- 
ал от / (2) на [0,1]. Объединяя (26) и (27), получаем: 
дедов | 70-Е), 260,1, 


> 4.; х=1. 
‘аким образом, 
10,4 {х). = ща Ё (2) = 9-3)“: 
х>1 . Х1 


Итак, функция /(5) интегрируема на [0,1] в смысле несобственного 
нтеграла Лебега и одновременно имеет на [0,1] неопределенный А-ин- 
еграл А (5), который разрывен в точке х = 1. 


$ 4. Сравнение А-интеграла с интегралом Данжуа 


ЛЕММА. Пусть на отрезке [0,1] заданы совершенное, симметричное, 
игде не плотное множество Р и функция С (т), удовлетворяющие усло- 
ям: 

1) (В; — о) > (Вен — 9, (28.1) 
е (0, В) = (0; В), 1<1<2" есть любой смежный интервал мно- 
сества Р’ ранга 1; 

2) С (1) непрерывна на [0,1]; (28.2) 

3) 6 (0) =0, @(1) = 0; (28.3) 

4) С (1) постоянна на каждом интервале (5, В;) = (;, В;), (28.4) 
2:12)... 

Пусть, далее, {г;} — произвольная последовательность положительных 
сел, стремящихся к нулю с ростом #. Тогда существует функция } (т) 
акая, что: 


а) / (2) =0 (26Р); (29.1) 
6) /(2) =0 (26(ои;, Вы) — (ав, 6), (29.2) 
де а; = и; 3 (в — 0), 6; =В: —= (В — 0и;); 
в) /(х) непрерывна на [, В;] для всех & =1, 2, 3,...; (29.3) 
В; 


г! 


г) (г) а 0 (<< 


“а: 


И З...) (29.4) 


х 


д) функция А (1) = (4) \ 1 (Е) 4Е существует и непрерывна для всех 
Е 0,1}; Е (29.5) 
е) А(х) =С(х) (хЕ6Р); (29.6) 
ж) т (А, (0, В;)) - =;. (29.7) 
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Доказательство. Занумеруем интервалы (9%, В;) слева направь 


(о, 1, В, 1), (с, 2, В, 2), ...) (© ;, В), ...у (9... р В; 1) 
о, 
Положим 


1 
а; = 04; + 5 (Вы —а;), 6; = Вы — з (Вы — 95), ив = (ав, В). 


‘'Гогда 
ил; = (0, Ва), 
тиз; = (6; —ав) = (вы; —). 
Пусть 
с со 21 
Н = [0,11 — > > и. 
1=1 2= 


Н — совершенное множество; ясно, что 


НР 
[и;, Вё;] = (а, 6;) - Н.В (1<) калий = фрай, ви) 
и, очевидно, С (2) постоянна на и; (1<)< 271, #=1, 2, 3,...): 


С (2) =С(, 7) (16. 


Обозначим через р; =р;; отрезки, получаемые из [0,1] удаление! 
смежных интервалов множества Н ранга <, т. е. интервалов из; 
1</<7 ",Г<Ь и занумеруем их слева направо: | 


Раз Ра Р-Р, Руб, 4 (15157, #=1, 2, 3,... 
Из построения множеств Р и Н следует, что 


Рё; = Ра, эр -- Ин, Рана, 2; (38 | 
Заметим, что | 


а =0иа ный (39 


длявсехаыеЕ ПЗ 

Отметим еще, что если х,— произвольная точка второго рода мно] 
жества Р, то существует такая последовательность индексов ] (#), &=1\ 
2, 3,..., зависящая от 2, что отрезки р, ду’ стягиваются к точке х,; 


о ЕР: да, _ РЗ =. (40` 
Введем обозначение: 
С (р) = С (4) — С (с). (417 

В силу (36) 

32 
> бр) = @(@,) — (ев, (42} 
Я ` 

а в силу (38) 
С (2) =С (РЕ, 1) Е 4 (РЕ, =). (43} 
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' Возьмем последовательность чисел {а}, определенную условиями 
:.1) — (4.3). В силу (4.2), можно найти последовательность натураль- 
чисел д: (1721023... .), для которой (если обозна- 
ИТЬ Ко =0 и Кл о=А, 1) выполняются неравенства: 


1 с 
2:1, 
ру ана ыы, о Вне у ках, 
УННАЕГЫ М, 41 
1е сумма 
| 1 
| й Как 
КА, 1 


читается отрицательной, если А, =А, и 


к. р 8) 1, если С (1, 0 
м: | —1, если @(р < 0. 
Заметим, что если @ (р, )=0, то 


я 


Я Ка > 0 
ке, М 
‚ следовательно, 
му, АИ, 
Если же С (р: ;) =0, то 
Ку = №, у. 
‘ак как, в силу (42), (39), (28.3), 


21 


У бр) =6( —6(0) +0, 


о хотя бы для одного ]’ при фиксированном { будем иметь: 


С (р, ;) +0, 


ЗН и 
тсюда следует, что 
Киа Зина (@(=1,2,3,...). (44) 
Введем числа а, ‚ удовлетворяющие условиям... 


р 26 (р, 

Й ] ’ 1—1, 7 
а, = ак, К == А, р. Ка, —= ЕЕ . (45) 

: КК, а 
чевидно, 
О<а, < щ. (46) 
Положим 
1 & 
2 =а,, + 5. ти а,, 
р (р - 0, Е 2, ) 


я. И ма. 
ур =Ь,, — > Ти >) 4 
Е 1 
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Обозначим через 6 интервал [ле 29) и через АЙ — интервал (9, у 
(р=1, 2, 3,...). В силу (46) и (4.1), В 


| | 
Следовательно, принимая во внимание (28.1) и (31), мы видим, что вв 
точки У лежат правее верхней грани точек 2; таким образом, инте]! 


валы бр и Др взаимно не пересекаются и лежат на их. 


Далее, | 
тб — (аа) = на, | 

4%] 

А — (9 ОЕ | 

тАр = (Ур — Ур) = а, й 

и, в силу (28.1) и (32), | 
тб > тАВ. (48 

Введем вспомогательную функцию ф (т): 
№-Р, если 26бр (н.;«р<Н,), 

ф (2) = {— Ма, 1.р, если ХЕДЬ (№41, 5—2 РЁ, 21), 


Е А-а, 21 "Р, если дЕ А; (К, а РА, 23), 
0 в остальных точках отрезка [0, 1]. 


Отметим некоторые свойства функции ф (2): | 
1) $(2) =0 (2Е6Н). (50 


2) Если хе, то или 
или 
№, < |Ф (2) | < ца, з;. (51.21 


3) В силу свойства 2), ф(5) суммируема на и; причем, пользуяса| 
последовательно соотношениями (49), (47), (45), (43), будем иметь: 


. №; 1-1, 2—1 
(Г) \ 9Ф(2)4= УХ мМ:р:т Ана, за. р-тАВ 
+1, 22—1"Р р 
%) РЕМ, 1+! РЕМ--1, 21—21 
1, 2) р #1) 
ры > Ма, ретАр = —5— У ра, — 
Р=К1--1, 21—11 РЕ, 11 
1, 21 к ; 
Ане" о У ы , 
5 М" р ра, — 
41-1, 21—21 = 4-1, 24—11 
= С (+1, ;) —С (р, 1) —@ (р) =0, 
т.е 
(Е) 9 (2) 42 =0 (52) 
1 


р ов 
для всех Ги 1<)<2` 1; аналогично, на основании (38), получим: = 
| 


(Г) 1 ф (2) [42 = [С (р, )|- |@ (в, 5—1) | + [С (21,3) | < 3% (@, р, № 
(53) 
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4) $ 
а интервалах вида д, и Л; 


=@{х, |ф(2) |[> п, 


При этом если 
2610, 1]}, 


со 2—1 


о 
$=1 )=1 р=п-1 


о на основании (49) будем иметь 
(65 Л»), 


(47 


ткуда [см. 
271 с 


О<п.т8 < У У (тёй -- тА9 
1 1 рн 
со со 271 


ава 
2 ти:;-ар = п > ар У У» ти; 
1 7—1 


69 2" 
4 у 1 
—пи-1 р=т--1 


Так как на основании (45) и (4.3) 


Ни п у а, = 0, 
п—со 
р=и-Е1 


что 


о отсюда вытекает, 
1 
тб. =о (--) . 


0, 


5) 
ти; 1 ’ 
ы Рар, 


Л: +1, 2—1 ° 
ти; 
ты 
ее ^+ -1, 27° Раь, 


О, 


[ 
вое -| 
А | 


(Г) 


1-1, 27—11, 51-1, 27 
бр 18р 


Ор Ааа, эф. тен ра, 
Я 


ти; ’ 
4-1 
2 Рар, 


- Ааа, 27° 
№ 
см. (49) и (47)], следовательно 
(Е) \ 9(2)4= = — (1) 
5 


ля всех р, всех [и 1<)<2" 


А-а, 27—2 «р 


Аа, 1 <«р<<& а-1, 27) 


(х) принимает только целые значения на [0,1], и для любого 
’ . 


атурального р, |ф(2)| может принимать значение, равное ру, только 
п — целое, (54) 


) и (48)] следует: 
.* со 2—1 со 5 
#1210] в» 2тдр = 


=1 1=1 ю=п-НА 


в ’ 
<п У 4. 


р=п-1 


(55) 


9-1, 27—2, 


ат, 2—1) 


Р<Ё 
А-а, «р < 


Ка, < ЗЕ ЧН, 2) 
К41, 5 >Р, 


ф (2) 4х = 


р<Ё 1-1, 27—22, 
ЗЁ 1-1, 27—1, 


Е) >р 


ф (2) 4х 


1-1, 27—11, 51, 27 
р -+-8р 


(56) 
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Рассмотрим последовательность функций 


_Ф, (2) = (2) \ [Ф (014 (п=1,2,3,...) 


0 
и покажем, что для всех х6[0, 1] существует предел 


Пт Ф, (2) = Ф (2). 


Возьмем произвольное п и определим натуральное число 4 из услови 
оп < К, 29—1, (55 


‘что возможно в силу (44). 
На основании (50), [$ (5)]" = 0 дляхЕН. Рассмотрим поведение фуни 

ции [ф(7)]” на интервале и; для различных значений # и }. 
а) Пусть {<9—2, 1<у<2” "; Тогда, в силу (51), 


| ф (2) | < Ка, 21 < а 29—2 —_ п, 


[$ (2) = (2)  (х6щу. 
6) Пусть 24-1, о - Тогда, в силу (51), или ф(2) = 0, и 1 
[Ф (2) |2, > вап, 


т. е 
['@)' =0 (@ем). 
в) Пусть 
Теи- у Иа, а Ри (1</< р 
Если 


Хи, Е Иа, а Иа, — 
См >. (о у 2)1—1 -В д% 2) В ны и Ао 2—1 и 4 у 


А 


то, в силу (49), 


Если 265% "7, то, в силу (49), 


[$ (2) | Ар, 15 А, <п 


и 
[$ (2) =$(2) (р>\1). 
Если 268% 1 8% 9, то, в силу (49), или [Ф (2)|=р, или ф(2) =( 
следовательно, 
[< (2) =$(2) (рп), 9 =0 (р>п). 
Если 64%"), то, в силу (49), или ф(2) =0, или |Ф(2)|=р, а 


довательно, 


[Ф (2) =$(2) (р<п), [9] =0 (рп). 
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Если 6411 -- 1%, то, в силу (49), или Ф(2) =0, или. 


|ф(2)| > Ка4а, 44 >> Ка, 24 > п, 


[Ф (2) =0 (р>0. 


едем полученные результаты в таблицу: 


ы [Ф(=), хеш, а 
0, — хеш Ра-А << 
$ (2), 265", р>1, АВ 
И о 
_ ое Вах хо ое о, 
ф(2), 264 "1, р<п, < 
Вы дель, ии >, 
Е в 
[0, в остальных точках отрезка [0, 1]. 
В частности, так как отрезок 
+ 
ис 10, 11 У У в 
1 71 
‚ресекается с интервалами и:;; только для & >а--1, то 
[ф (2) =0. (26 ра) (61) 


Пользуясь последовательно соотношениями (60), (61), (56), (49), (47) 
(45), будем иметь [см. рис. 2]: 


Ч чи 4,4) 
раекак с =: Гоа НАНЕС НЕЕЕ Ь е1-З  ра БвЫНЕЫЯ 
Е оу р 4. 4-2] 
Рис. 2 
а, 27 ) 
( \ юоге=@ { вогеч \ воге+ 
ба, 2—1 аа, ОБР 
+) ( воге= 0 \ зфечу (в |} зфе+ 
Ча, 2) р=1 ит 3 = д 
п Кл, тес 
+ (7) (1) 42 = м; > р-тдь '’= 
р=1 59, 2—1, 54, 27 Р=Ка—1, 11 
р р 


Каф, я 
= У рар = @ (Ра—, 1), 


Ра—1. 11 


9—1, 9 
[1 


2 
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а, 21 
Ча, 2)—1 
Далее, так как |ф(2)| > |[ф(5)|" |, то, на основании (53) и (38), | 


ва, 2) ь 
(Г) ( ИФ (2) ]" [42 = (2) \ | [$ (2) [42 + (2) \ |(ф(=) Г" [42 


й к я 
94, 27—1 Ча—1, 7 а, 27—1 


+0 } ефге < \ Фе | Фе} 


Ча, 21 Са Ча, 2—1 
+ (2) \ 19142 < Зы (6, ра, ) + Зв (@, Ра.) + 
Ча, 2} 


+ 3 (С, Ра—1, 2—1) < 9 (С, Ра», }). 


Итак, 
64, 21 | 3 | 
 } пог, мы) (112. @ 
“4, 2)—1 | 
Положим 
1 - 
о = [Он У (аа, за, ба, 7. 
2=1 


В силу (60) и (52), 


(© } юота2 =) { фе -0 (4—2, 1<;<9) 


4; 1 


Отсюда следует, что для хе Н- 04 


х [2 


а, 27 


0 { воге-свьр <<. 


Ф, (2) = (Г) Ф (04 = У (6) | в огё-у  \ ва: 


1; 44, 2)—1 


=-УШ \ 04 4] 


где 2 распространяется на все интервалы и; с О. : [0, <], аз ей 
число интервалов (44, ›;—1, 64, ›;) при данном 4, лежащих на отрезке [0, ы | 


или, что то же самое, число интервалов и._1,; на этом отрезке. 
Все предыдущие рассуждения проводятся для п и 9, удовлетворям 


щих неравенству (59). Рассмотрим различные возможные положени 
точки ху на [0, 1]. 
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1) Точка х =1 принадлежит множеству О.-Н для всех 9>2, сле- 
зательно, в силу (64), (42), (39) и (28.3), для всех п_> №, о 
1 
Ф, (1) = (2) $ (242 = 


0 


29—2 ва; 2) 4—2 
= \ вые = Убе. и)=6(). — 65) 
3=1 а, 27—1 91 


2) Пусть х = а,;. Тогда если для п>Е, и, подобрать 9, удовле- 
›ряющее неравенству (59), то будем иметь: 

10 < 9 — 2, 
‹ как, в силу (59), 

К, 3—1 2п> А, 1, 

следовательно, 

а>ь- 1. 
таком случае х60О.-Н, и, применяя соотношение (64), получаем: 


х о а, 27 


фе оа= У \ во’ 


0 а 24, 2}— 
› 9%, есть число интервалов и.) лежащих на отрезке [0, хо]. 
силу (38), %5 равно числу отрезков 
Ра-—2, 3 = [Са-2, Й 44—>, Л» 
жащих на [0, 2.|. Так как #<9— 2, то 
То = ах, и 44, 2. * 
едовательно, на основании (62), (42) и (28.3), 


|+) . 
а, 2) РА 


с вога-х д | вога- У ве -)= 


0 1=1 аа, 271 1=1 
= С (44, „,) = © (в,) = @ (20). 
силу произвольности выбора & и ]о, отсюда вытекает, что 
Ф (ак, ;) = С (а, ;) (66) 
Е > ооо. 
3) Пусть 2 6 [9% д, Ва, „|. Тогда из (35), (50), (51) следует, что 


а ба (= 03,2". 


Значит, для п > Ёь а, 2) на основании (66) имеем: 


Хо 


Ф, (во) = (Ё) \ [9 @ "аз = 


= (2) \ Фога +) } ФГ аз = без) + (В } 8) 4, 


Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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хо 

Ф, () = (ал) (В) \ 904 

94, 

для 20 6 [04 д В, 4], П> А, 2% В частности, учитывая (52) и (38 
получаем: 

5,4, 

Ф, (644) = @(ид.) (0 \ 90 4-=6(6) ®>Ь в). @ 


“1. 


В силу (35) и (50), $ (2) равна нулю на отрезках [05 а4,;.] и [6:,5., ВИ 
Из (67) следует, что Ф„(х) постоянна на этих отрезках и равна 


С (аа) НЕ: с (6:„;,). 
На основании (28.4), это эквивалентно тому, что | 
Ф, (2) == с (2) (т в Н. [9% 2, В, №], п 2: Ка, 5%). (6 


4) Пусть 2, — точка второго рода множества Р. Возьмем последовИа, 
тельность р: ;, определенную условием (40). Имеем: 


Ра, 3) = [Св 340, 4, 30], 
и точка 4:,;(5 есть точка ах,’ для некоторых значений Ги ]’, прич}! 
г <: 1<7<?7 ". Возьмем некоторое п и определим 4 из условия (5 
Тогда для всех #<9—2, п>Ё, 41, #› В силу соотношения (56), получаей 
Ф, (4+, ; 5) = Фь (а, ;) = С (а, ;) =@ (а; (9). 

В частности, 


Ф„ (Ча, $ (ч—2)) = < (44-2; (а—э))* № 
. Отсюда находим: | 


Ф, (5%) = Ф» (20) — Ф» (4‹-», 31 4—9) -- С (425 —5)— С (2) + @ (то), 
Ф, (10) — © (2) < | Ф, (2) — Ф, (44-5, за-5 |5 (Ч, зи) — @ (в) | 


<и (Фь, р, } (2) + № (С, Ро, (ч—2)) (71 ь 
Ощеним %(Ф,, ре-ьь), 1151 < 19-2 (ом. рис. 3). В силу (64), | 
4-2 2) 44. 4/-1 4-// ч.4 # “ 2; 
==: сы о й 
\— ж 2}, 2)-1 ВТА ЧИ, рт чи 
9}-г) 
Рис: 3 
% (Ф», раз, ;) = № (Фь, (аа, эз, ва, 3), . 
откуда, на основании (63), имеем: 
ба, 2) 
(Фи р.) <) \ ПФ)" < 9% (6, р.) 


24, 2—1 
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з (70) и (71) получаем: 


|Ф; (25) — С (20) | < 10% (С, ра-в, у «—э). 
усть п-> со. Тогда, в силу (59) и (44), 4->» со. На основании (28. ы 
(40), 


и (С, Ва—2, 1 (4—2) —>0, 
9-00 


едовательно, 


а Ф, (55) = @ (хо). (72) 


бъединяя (65), (66), (67) и (72) и замечая, что Ф, (0) =0 для всех п, 
ключаем, что функция Ф (2) [см. (58)] определена для всех 26 [0, 1] и 


62), ЕР, 
: (73) 
@ (а) + (Г) \ $04, 26 ВУ). 


а; 


Ф (5) = 


‚ли принять во внимание (69) и (34), то это соотношение можно за- 
ссать в виде: 


[ с (2), х [5 18/- 
Фые | х (74) 

— | ба) + (2) \ $04 тв 

а; 
Положим 
СОНИ А (75) 
определим функцию 1 (5) следующим образом: 
фь; (2), если тещу, 

= в если ЕН. те 


есь фх; (2) определяется через ф( 5) при помощи равенства (5), в ко- 
ром полагаем [а, 6] = ин. 
Отметим некоторые свойства функции \} (2): 


1) %(2) =0 (26Н. (77) 
2) В силу (5.1) и (51), 
[$ (2) [ЗА (тещу. (78) 
3) В силу (5.2) и (52), 
(Г) \ фаз = (1 } Ф(@) 4 =0. (79) 
и; 4) 


В силу (5.4), (76), (53), (15), 


вия: ра) 
ю (вы ш) < (В) \ 1) = < еек, 80 


1) 


9% 
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где 
х 


15 (8) = (В \ $0 (ее, (( 
а; 


и, в силу (5.2) и (5.7), 
(г) | Гф (а) ае = (2) \ в = 


17 \7 

для всех п. 
4) Пусть Е„ — множество точек х6[0, 1], для которых [$ (2) [7% 
(п — целое). В силу (77), (5.6), (54), (50), (55), имеем: 


БЕ со 21 Й | 
тЕр = > > тЕп- и; = У > т (6.-ин;) = Та = ‹(-) . @ 


$=1 7—1 В в 


Рассмотрим последовательность функций 
Ч (2) = (1) \ СО ЕВ. 


0 
Учитывая (77), (82), (57) и (50), получим для хЕН: 


х 


т (х) п (х) п | | 

чо = у оги о рога = Де ога = < ( 
0 4; | \; | | 

где суммирование м распространяется на все интервалы и;; с [0, а | 


Следовательно, учитывая (58) и (74), находим для ЕН: 


В Ч (2) = Ва Ф, (2) = Ф (2) =С(2). (8 | 


Пусть х6и;. Тогда для п`> Е у, в силу (78), имеем: 
4, (#)—= о [4 (#)]" 4 = 
д 
= (Р) ? [ф (Иа - (Г) [$ (ИГ = Ч, (ав) - (Г) \ $ (1) 4, 
5 а}; Е 
следовательно, в силу (84), 
Пи $, (2) = 6 (а&) - (Г) \ $(1)`41 (х6и.). Е 
Из соотношений (83), (84), (85) бы согласно (3), что (2) имей 
неопределенный А-интеграл на [0, 1] и 
ы (С (=), +ЕН, 
т - 30а сиу и 


а; 
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силу (86), (80), (81), 
8 
и (9, и) = (И, ш) <. (87) 


Определим теперь /(2). Возьмем интервал из; для произвольных 
_ о оо еалеие теореме Лузина, для некоторого т; > 0, 
горое будет определено ниже, найдется совершенное множество Р; си, 
; > тии; — "а, на котором функция 1 (5) непрерывна. Множество 
В; = Ру + {а} + {6}, 
видно, замкнуто, и 
тВ; = ти; —1Т:;. (88) 
Положим 


#4; (1) = (2, В), (89) 


› ф(т, В;;) есть непрерывная на [4:;, 6:;] функция, равная 1 (5) для 
`В;; и линейная в смежных интервалах А;;. В силу (77), 


#4; (а1;) = №; (6) =0 (90) 
в силу (78), | 
[; (2) | З№н, 5; (т6из). (91) 
Обозначим 
(Е) \ 1; (2) ат — ть. (92) 


силу (89), (79), (91), (88), (78), 
[ты | = (Е) \ в; (в)аз| = 
4 


| +) 42—0) \ з@фё+(0 \ фа «2 вы 


о и) В и;—В; 
(93) 
Далее, построим функцию 9; (2) (5 Е [а:;, а:]) такую, что 
а) :; (2) непрерывна на [а4;, ;], (94.1) 
6) Ха; (а1;) = ху (6) =0, (94.2) 
в) Ха; (2) -Ту >20, (94.3) 
) (Г) \ Ха; (2) 45 = Ту. (94.4) 
остальном функция %:;(5) произвольна. 
Положим 
№4; (2) — ху (2), Е, 
№) = 95 
9 — | _. (95) 


роверим; что ] (2) удовлетворяет всем требованиям леммы (29.1) — (29.7). 
1) Условие (29.1) выполнено, так как, в силу (95) и (34), 


1(®)=0 (=6Р). 


2) Условие (29.2) выполнено, так как, в силу (95) и (35), 


1(@) =0 (26, ВЫ] — (в, 8,;)). 
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3) Так как 14;(2) непрерывна на [а;, Я, то, в силу (94.1), (901 ы 
(94.2), (95), 1(х) непрерывна на [а4;, %&;]. и обращается в нуль в конца! 
этого отрезка. Принимая во внимание условие (29.2), заключаем, Г 
{() непрерывна на [04,;› В.;]. Итак, условие (29.3) выполнено. | 
4) В силу (95); (94.4), (92), (29.2), 


81; : и 
(Г) | 1 (в) ах = (Г) ] 1 (#) ах = (Г) | та; (#) аё — (Г) ) Ха; (вла = 0, 


т, е. выполнено условие (29.4). 
`5) Покажем, что функция 


А(2) = (4)\ 704 


определена для всех х6[0, 1]: Положим 


2(2) =$(® —/(®) (2610,11) _ 94 
И | | 
| (2) — 1 (2)|, 26; | 
В силу (77) и (95), | | 
122) =Х > 24). (98) 

$=1 1=1 


Применяя последовательно соотношения (97), (95), (89), (88), (78), (91) 
(94.3), (94.4), (93), имеем: 


1 


(Г (ее = (В |<) — 1142 = (©) \ 16) — в) + зо) 2 < 


0 1 % 
< \ зо-ь ее \ з@-ь@аг+ 
В; “4—8 | 
+ (Г) \ [Ха (2) |4 <; 2; -Кыы, зу + |7 < Ат Юн, а. (99 
4; | 


Если 1; выбрано так, что 


со 2—1 


У Уно, _ (100 


41 7—1 


то функция 2 (2) суммируема на [0, 1]. Предположим, что условие (100) 
выполнено. Тогда 

(4) 2(#) а = (2) \ 21а (104) 

[1 б || 

для всех 26[0,1], и так как ф(!) имеет неопределенный А-интеграл 

на [0,1] [см. (86)], то, на основании (96), 1(@) также имеет неопреде-1 
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— 


множая обе части этого равенства на 0 (в смысле —-умножения) и 
итывая (50), получаем: 


20° — Уь, = 2 — 42 (6,6). (54) 
о согласно" (42), (44), (45) мы имеем: 
р? — 40? (©., 6,) = — 20? — 0* (©, ©,). 
‘сюда и из (51) следует, что 
72 = 
2.0* — Ув, = — 20? -— 2? (6,, ©} 


я произвольного класса гомологий 0?. Коэффициент 2 в этом равен- 
зе может быть сокращен (ибо четырехмерных кручений многообразие 
не содержит), и мы имеем окончательно: 


2 — Уъ, = — 2—1 (©, ©». (52) 
ким образом, формула (17) принимает следующий вид [см. (48), (52)]: 
24 (©) = 24 (©,) + 2? — 2? — р. 0 (6,,6,), (53) 


е 2? = 2? (©, ©). аа наконец, что 
р? (©х, ©) — 2* (©,, ©.) = 2» (©,, 6) 
и. 6°, (в)], мы можем переписать формулу (53) в виде: 
24 (©) = 24(©,) + 2? (©, ©) — 2? (©,, ©). (54) 


›рмулы (53) и (54) принадлежат Хопфу [см. (*)]. 
Поступило 
16.УПТ.1954 
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и условие (100); пусть, например, 


Е 1 = 

в = Ка, а | 

Тогда (А, и:;) в, и условие (29.7) выполнено. 
о Итак, функция ](5) действительно а всем условия 
(29.1) — (29.7). Лемма доказана. 
Следствие. Существует функция 1(т) (2610, 1]), одновремен 
А-интегрируемая на [0,1] и интегрируемая в смысле узкого интеграла , 
Данжуа, для которой 


1 


(4) \7(е) аз + (Р)\1(а) аз, 


причем если О (т) = (О) 76) ар, то для всех 2 Е [0, 1] 
В’ (2) =7 (2). 


Действительно, пусть из; и Н имеют те же значения, что и в Доки 


зательстве леммы [см. обозначения (30) и (33) *]. Возьмем последова 
тельность {г:} так, чтобы 


#1 = о (тил), (1 о 


где и; — любой из интервалов из; 1 <7< 2" 1. Тогда 
); < 


ВО эф | 
< < РУ тиз; < оо. Ч 
$=1 7—1 4=1 7—1 | | 


| 
Пусть /(2) — функция, удовлетворяющая лемме при данной посл 


довательности {21}. В силу (29.3), / (5) суммируема на (В+;, оч;). 
Пусть, далее 


Га; (2) = (Г) \ 1 (2) @. (26 (Ва, ои;)). (10% 


Оценим и ([4;, (В;, 0;)). Из условий (29.3), (29.5), (29.6) выводим: 


А (2) = А (а;) + (А) \ 7(6) 4 = С (;) + (Г) \ 1 (1) 4 = @ (и) - [а; (2), | 


94) “+; 


следовательно, в силу (29.7), 


% (Гл; (оч; Ва;)) = (А, (оу, В;)) < =. (10 
Отсюда получаем: | 
со 2 со 2—1 
Уи -,Вв)<У Уа<о. 
1=1 )=1 1=1 7=1 


* В соотношении (30) а“. В; имеют значения, определенные в формулирове 
леммы [см. пояснение к условию (28.1)]. 
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ловие ‘(29.1) показывает, что /(1) суммируема на Р, следовательно, 
;) интегрируема на [0, 1] в смысле узкого интеграла Данжуа. При- 
няя последовательно соотношения (29.1), (29.4), (105), находим: 


со 21 
› (2) = ом = и \ ое хы ( гоч- 
0 | Р.[0, х] $=1 71=1 (24, В+) -[0,х] 
а ГО, ТЕР, 
ы (1) 70а 
р С (чу ре =] = (2) \ \, (1 & = [4; (1), те (0, В). 


(107) 
силу (29.2), (34) и (35) * формулу (107) можно записать в виде: 
ГО, т6Н, 


2 (т) = (Г) \ 1(#) 4, теи,. 


“+; 


(108) 


‚ равенства (107), если принять во внимание условие (29.3), непосред- 
венно видно, что 
В’ (2) =1(2) (26 (оч, Ви), 
Р* (0) = 1 (в) =0, Б (В) =/ (В) =0, 
е 2*(2) и Л (5) — правая и левая производные от О(х). Остается. 
казать, что существуют и равны нулю следующие пределы: 


р@®_р (в) 
Хх —1о 


а 
х—>х 


ли хо есть точка второго рода множества Р, 


и 29-26%, |, 29-28. 
и Ви —_—_—_ 
х—>;—0 т 4; х>В; 5 р В; 


се эти три предела можно записать в виде 


нео ® = ®) 
е хЕР, а точка х при стремлении к точке х, пробегает бесконечно 
чого смежных интервалов множества Р. В силу (30), точка х будет при 
ом пробегать бесконечно много интервалов из; и, о, если 
Е (=), (<) ТО 

(5) —> со. (109) 


х>хь 
Рассмотрим отношение 


р (2) —Р (9 _ Р() 


2 — 50 2 — %0 


И? (1) = 
м. (107)]. Если хЕН, то, в силу (108), ДО (5) =0ийЙ’ (х) = 0. Далее, из 


* Соотношения (34) и (35) являются непосредственными следствиями определе- 
й (30) и (33). 


И. А. ВИНОГРАДОВА 


определения (30) непосредственно следует, что расстояние между интер 
валом `и1; и множеством Р равно тии; Следовательно, если т@ш;, 1 
[2—2 | > ти; и, в силу (108) и (105), 
и (4 и) 
Применяя соотношения (109), (106), (103), получим; 
%(Т+;, и.;) \ =; 
Нш | ИИ (2) | = Не“ <На =0. 
Ни ( ) | 4—0: ти: ; >. 4—со ти; | | 
ХЕН | 
Итак, действительно функция /(2) О-интегрируема на [0, 1] и ‚вел 
точная производная а 


р (=) -@} (а #610, 1]. 


При этом, принимая во внимание (107), (29.5), (29.6), (28.3), имеем: | 


р(1) = (Р)\70@=0, 4) =(4)\/0 4 =6 (9-50. 
Таким образом. : ' 


% 1 
( 
(4) 7 (о-в + (р) \ (9 а. 
И б 
Следовательно, функция /(2) имеет неопределенный А-интеграл в 


[0, 1] и одновременно интегрируема в узком смысле Данжуа на [0,11] 


При этом функция ] (1) есть точная производная своего неопределенног 
интеграла Данжуа и 


(4) 7(е)ае + (Р) (9 4. 


Рассмотрим поведение функции 


4%) = (4) 704 


на [0,1] в нескольких случаях в зависимости от выбора множества \ 
и функции С (1). | 

Г. Множество Р удовлетворяет условию (28.1) и тР = т > ( 
Возьмем на отрезке [0, т.] функцию 2(2) такую, что 

а) & (2) непрерывна на [0, т], 

в) 5(2) не имеет асимптотической производной на множестве полсй 
жительной меры. 

Положим С (2) = 8 (т{Р.[0, ]}). Функция С(х), очевидно, опреде 
лена на [0, 1] и удовлетворяет условиям (28.2) — (28.4). Покажем, ч 
С (1) не имеет асимптотической производной на множестве поло 
тельной меры, содержащемся в множестве Р. 
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Пусть 
у (1) = т{Р.-1[0, =]}; (141) 


гда 
С (2) =8(9). (112) 


ункция у(2) удовлетворяет условию Липшица, ‚следовательно, она 
ладает М№-свойством и постоянна в смежных интервалах множества Р.. 
этому каждому множеству положительной меры УС [0, т.] на оси 
соответствует множество! Х на оси ох такое, что 


УХ) = УЗЕАЕЬРи оно Хо>.0: (113) 


Обозначим через У, множество точек у6[0, то], в которых функция 

У) не имеет асимптотической производной. В силу (110), ту, >0 
ложим в соотношениях (113) У =У, и обозначим соответствующее 
ожество Х через И,. Тогда 


у) =!,, УССР, тУ,>0. 


усть Р\ есть множество точек плотности множества ео тогда 
ту -Р:=тУ,>0. 


›едположим, что 2 ЕЙ; -Р: и в точке л5 существует Са, (20). Это значит, 
о существует множество Ё, имеющее точку 2 точкой плотности 
такое, что 


СЕ (т) = С, (2). 


ожно предположить, что ЕС.Р. Положим Е! =у(Е). Легко прове- 
ть, что функция у(5) = т{Р-[0, 1]} для всякого множества ХСР 
реводит точку плотности 125 множества Х в точку плотности уз = у (50) 
ожества У =у(х). Следовательно, точка У = У (25) есть точка плот- 
сти множества Е!. Пусть х'6Е; тогда у’=у(х’) Е Е!. В силу (112) и 
11), имеем: 


6) —6(2) „Е —&0) .®— У _ 8 (40) — 8), ТР, 2] 
40 — 2’ о — У’ 50—25’ 4% — У’ То — <’ ; 


есь т{Р-[х’, %]} понимается как функция д’ при фиксированном х,, 
ращающаяся в нуль при 1’ = хо, т. е. 


т{Р.[т, 2} >0 при >2т 


’ 


т{Р.[х, х]} <0 при < х. 
скольку 2 есть точка плотности множества Р, 
У — У’ =т{Р-[х', то]} +0 
я всех 2’-= 1х. Из равенства 


а Ре 2} 
’ Жо — 2’ 
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в силу непревывности у(2) и условия Ё\ = У(Е), следует: 


На 6 (7) — 6) _ уп Е (8 (у). 
х’>х. 10 — 1’ у < % У 
хвЕ ЕЕ! 


Так как функция СЕ (50) существует и равна С. (20), то существует 
5, (4) = СЕ (30) = Са» (20), 


а так как у’ есть точка плотности множества. В то существует 


8" (%о) = баз (20), 


что противоречит тому, что у. Е Г, = у (Тс), и определению множества | { 
Следовательно, во всех точках х6Т!с-Р. у функции С (т) не сущест” 
вует асимптотической производной. В силу того, что тУс-Р: > 0, функцил 
С (т) не имеет асимптотической производной на множестве положителы 
ной меры. 
Так как, на основании (29.6), А (5) =С(2) для ЕР и РУссС РМ 
то и функция А(5х) не имеет асимптотической производной на множестве 
` положительной меры. 
Итак, в случае 1 функция /(х) обладает следующими свойствами: | 
1) /(х) интегрируема в узком смысле Данжуа на [0, 1]; | 
2) 0’ (х) = } (1) для всех х6[0, 1], где 


(8) = (2) (149 45 | 


3) функция А (5) = (А)\1 (#) 4Е определена для всех 56 [0, 1] и непрей 
) Е 


рывна на [0, 1]; 
4) 4(1)+Р(1); | 
5) А(х) не имеет асимптотической производной на множестве поло 

жительной меры. | 
П. Множество Р удовлетворяет условию (28.1), тР>0 и (2) = 

= т{Р-[0, <]}. Функция С (2), очевидно, удовлетворяет условиям (28. 2 

(28.4). Так как С’ (2) =1 почти всюду на Р, то, в силу (29.6), Ар (2) = 


для почти всех х6Р. Принимая во внимание (29.7) и (104), заключаем 
что ряд 


со 51 


у > (А, ил; 


4=1 7=1 


сходится. Следовательно, для почти всех ЕР существует А’ (2) 
= 4, (2) =41. Из условий (29.3) и (29.5) вытекает: 


АА ое нана 


{; 


й (1) (26 (9), В), 


Зе 
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худа выводим: 
А’ (2) = 1 (2) для 2 (и „В. 


ачит, А’(5) существует почти всюду на [0, 1] и 


А) | (5) для 26 (о;, В), 
1 /(5) =0 для почти всех х6Р 
и. (29.1)], причем тР > 0. 
Итак, в случае П функция /(5) обладает следующими свойствами: 
1) 7(2) интегрируема в узком смысле Данжуа на [0, 1]; 
2) 2’ (1) = } (2) для всех х6[0, 1], где 


3) функция А (5) = (А) \/ 4 определена для всех хЕ [0, 1] и непре- 
0 


твна на [0, 1]; 

4) 4 (1) = В (1); 

5) А’(1) существует для почти всех х6[0, 1] и не равна /(х) на 
ожестве положительной меры. 

ПТ. Множество Р удовлетворяет условию (28.1), тР =0; @ (1) — 
которая функция, удовлетворяющая условиям (28.2) — (28.4). В этом 
учае, в силу того, что С (1) —С (0) 0 и С(52) постоянна в смежных 
тервалах Р [условия (28.3) и (28.4)], та (Р) = 0. Следовательно, в 
лу (29.6), ] 


е. 4А(т) не обладает М-свойством на [0, 1]. 

Итак, в случае Ш функция /(х) обладает следующими свойствами: 
1) 7(х) интегрируема в узком смысле Данжуа на [0, 1]; 

2) 0’(2) = (+) для всех 26 [0, 1], где 


Ре) = (Р)\ 104 


3) функция А (5) = (4) \/() ф определена и непрерывна на [0,1] для 
0 
их; 
4) 4(1)=2(1}; 
5) А (51) не обладает М-свойством на [0, 1]. 
В заключение приношу глубокую благодарность Д. Е. Меньшову за 
становку задачи и внимательное руководство. 
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СУНЬ ЮН-ШЕН 


О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ПОЛИНОМАМИ 


(ВТОРОЕ СООБЩЕНИЕ) 


В работе устанавливается точная верхняя грань наилучших прибли- 
жений тригонометрическими полиномами порядка п—1 периодических 
функций класса И”) (а) при г>> 1 и всех а. 


$ 1. Введение 


В работе (°) мы рассмотрели задачу о нахождении точной верхней 
рани наилучших приближений тригонометрическими полиномами порядка 
—1 функций класса "® (а) при г> 6 и всех о, а в работе (7) — ту 
‹е задачу при г>2 и всех о. Кроме того, в работе (7) была решена 
налогичная задача для класса И’ при всех г>4 *. 

В настоящей работе мы получим! решение нашей задачи для класса 
р") («) при г>1 и всех а. Именно, здесь будет доказана следующая 

ТЕОРЕМА 41 (основная). Пусть }(2)ЕИ’” (а), г>1, и а- дей- 
твительное число, т. е. 

2" 


и =З+х\К(—1)9(04 


де 
К (1) = \ К" с03 (ы == =) . 
; К=1 


‚ ф(2) — измеримая функция, ‘удовлетворяющая условиям: 
2" 


езззир [ф (6) |< 1, \ 0 =0. 
0<{1<2" 


0 


Гогда 
8, [И ® (а)] = зар Е, (Ис= вар |1|с = 
16%" (Г) (а) 167") (а) 
11Ти—1 
ое Ка 


т 


: 4 

=— газа \ 1КО-Т4@|%=- 

лх йе пп 

п—10 
* После того, как эта работа была сдана в печать, вышла в свет статья 
Е, Г. 

В. К. Дзядыка (%), в которой рассматриваемая [задача для класса (") решена 

ругим методом. 
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со 5т [= 1) Вл — :- 
пет ен = 


’ 


У=0 


0<В< 1 и Вл — корень уравнения 


05 ©08 [= 4+1) Вл — "| 
И т 


У=0 


лении того факта, что характеристическая функция 


И’ (® = 


{ оо зла [25 +081 — 5+ ый 
0 


(29-1 и) 


У=0 


где 0<В<1 и Вл— корень уравнения Н (Вл) =0, при г>1 и все 
а не имеет нулей на вещественной оси. 

Мы будем пользоваться всеми обозначениями и определениями 
введенными в работе (5). Кроме того, отметим, что все леммы $3и || 
работы ($), доказанные нами при ограничении г>2, сохраняют си 
и при условии г>1. Поскольку при переходе от случая г > 2 к случаи! 
г>1 доказательства почти не меняются, мы их приводить не буде} 
и при ссылках на леммы будем считать их доказанными лля г>> 4. 

Использованный в настоящей работе метод доказательства можез 
быть применен при В -Е 0. Поскольку случаю В = 0 соответствует случа 
а = 1, для которого рассматриваемая задача решена Б. Надем (3), мк 
на исследовании этого случая останавливаться не будем 


$ 2. Иеследование характеристической функции 7 (А) 


Выведем аналог леммы 6 работы (8) для случая г>1. Положим 


[ем. (*), (°)] 


я © эп [2 4+1) Вл — Е со оо 5 [>> + вл — > 
п = => м— | Е | 
О до ом ИТ 


ол 
© со сов] (у + 1увя — 9 | 
-ы Е а 
р (+в 7” 
И А ЕЕ 
ЛЕММА 1. Пусть г>1, 90<а-2, 


яп ТЬ, (2.1) 


зав], 51 | 
(29 +1 + и)" ы (7.9 


и= У 


У=0 
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е < В< 1, а Вл — корень уравнения Н (Вм) =0. Тогда 


ла и^-тИ, ( = (®) (2.3) 

п—осо 

вномерно относительно |К| < К, где № — любое положительное число. 
Доказательство. Отметим сначала, что функции 


у эп эл (2% - 1) Вл 1) Вх 


я с03 (2% + 1) Вл 
уро (2 1 -и)” 


2 ФУ Аи)" 


й 


вляются монотонно убывающими функциями от и. В этом легко убе- 
ться, применяя к их производным известные теоремы [см. (3)] о знаке 
ункций с монотонно убывающими коэффициентами. 

Пусть |А| <А№. Тогда 


Мп со зуп (2-51) вя — 97 + 1 


| 
п И, И (Е = пт — И (А 
= о 22 [(2У-+ п +7” * 
: ал м. 
со © мп | (2, + 4) Ве— > НЕ — и 
+" > Е 4”, (24 
=Мала Уз) 1 
е М — любое натуральное число, а 

рат ал 

Не а зв [29+ 98 — >| (2.5) 
ФЕ — (29 +1)" | 


Покажем, что для произвольного 6>0 можно подобрать числа по 
№, такие, что при п>п,, М> № 


ЗИ 
ПГ у 2 за (2У-+-1) ви — 5 А Г 
[(2У т - 7” 


9=Мп- у=0 


< 


7—1 
+= а” (2.6) 


авномерно относительно || < К 
Заметим [см. (3)], что для всех натуральных п и } 


< зш (2-1) Вл 
Рено" при 0<в<! 


4 
$ совбу-ьи ви | при Рю, 


2 (2 Е” 


Уу=0 


<0 при о 


оэтому 
о Е 9 № эт (2 + 1) Вл. 


у < эш (2% -- 1) Вл 
п [УЛ 


(2 +1) п-- /”° 


мо Мы? 


) Известия АН СССР ‚серия математическая, № 1 
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Применяя преобразование Абеля, получаем: 


ео _ и 1 ‚- Й < 
2 [(2У-+1)"+ 1” 2 Вл (++ [(2+3в+1?] № 


2тг < э2(у +1) Вл 
и щ. 
> 10 Вх 2 [2+0 +7 


Следовательно, 


те 31 (2% + 1) Вх 
к 
чот" © 


2 зи? (у +) Вл : 
Е МО. 
т вя 2 ы (2-1) "+ ДН (и) 


Точно так же находим: 


| у $ всььвя | 50 (==). 


мнако 2-97 


Объединяя эти оценки, имеем: 


— ‚ < зш| (2-41) Вл — 9% 
г. НЫ а - ) (2.7] 
ВЕ: чечня ЕИ? № 
и | 
_ © . © с05| (2% 1 д 
па >. зак а № ( 1 | (2.8} 
МН Тю (Ув - Л" №1 
Из (2.5), (2.7) и (2.8) получаем (2.6). 
Оценим разность 
Ма со ва [2+ дл 9% Г || 
т И 
7—1у=0 [(29-+1) В+ 1] ( )|< |< 
Мп со п (2% 1 гы ал К Уд 
<| и а | о 


уе ных Ул 


у зла (у + ыы | 


М 
аи 1 


‚© © чув | (29 + 1) Вл — 8% “| 


| = (9-1 и)" 4 
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° Так как НН 


№ Ея Ва СУ с0$ (2 - 1) Вл а 
это (2-1 и) Зо (2-1 и)" 


ходятся, то можно выбрать М> №, такое, что 


оо © зт| (2 +1): п и 
12 Е Ч ра 


авномерно относительно всех К. Зафиксируем это М, Так как || < А, 
о полная вариация функции 


со зв | (25 +1) ви чим | 
У=0 (2% + 1 ге и)” 


а отрезке 0 Зи < М будет равномерно ограничена некоторым числом 
(К, №), а тогда, согласно теореме Полиа и Сеге (5), 


р 9 9 _ ам 7 

вре [ (2% + 4) Вл ми | м 
9=1у=0 [(29-+ в 7” 
№ © НЙ 


=! > (29-Е 1- и)” Ве 


| и” 


с е р 


Поэтому если мы выберем п, > п, такое, что 
с (Ко, № 
К 


о при п> п, будем иметь: | 
п ИИ, (=) —И() | < 


авномерно относительно |#| < №. Лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Пусть г>1 и 0<а-<2. Тогда 
1. Если К>0, то 


и (= и Н (Вл и) Ф(и) аа. (2.9) 


0 


2..Если Ех 0, то 
и (Ю = \ Н (Вл — и) Ф (и) аи, (2.10) 


0 
де 
со сов [ (2+ и— | 
2 
ИЕ 


со 


0 
. рик 
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Доказательство. Мы имеем: 


сов [25 +1) Ви — 9 А | 


У (% _ 
ба -2 (2 4 -Ни)" 


© М вла [ (25 1) вл — ды | 
= (2 Г 
=. Уи) 


0 


о (2-1 и)" 


Применяя преобразование Абеля, легко показать, что 


со. © 1 — 9. 
па | $ о [ (2-1) Вл ы + | 


УМ (2 51 - и)” 


аи =‘'0 


равномерно относительно К. Поэтому 


оо < 5 [2 +08л— 9% +ы ] 


и, 2) (21-Е и) ь 
Е о же “| Е 
в рога («А С 


0 
Проинтегрировав по частям, получим для К > 0: 


{ с03 [2 1) ви“ | 
(2% = 1 (29 1) к 


М (&) = и ее 


У=0 


© з| > +1 Вл + /—% | 


ы 
5 «Е ю7 ве 
(ит оч ИИ 
и (498 Е | 
и Ни руна = КУ | Ифиндошаы 


Аналогично доказывается формула (2.10) для случая Е 0. 
ЛЕММА 3. При г>1, 0<а<2 функция М (Е) не имеет нулей на 
вещественной оси. | 
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Доказательство. Так как Ф(и) >0 для и>0, то утверждение 
ммы мы можем получить из формул (2.9) и (2.10), пользуясь тем, 
о при Ох и<л 

Н (В+ и) <0 при О<%<1 


Н (Вл и) >0 при 1<о<2 
№ (°), стр. 72]. 


“Если К = 0, то 
© © эт (2+1 Вл — 97 
И (0) = и | ый ди. 
| (29+ 1- и) 


В этом случае для любого и> 0 [см. (*)] 


со зд (2у +1) Вл — 7 2 [> для а 1, 
а (29 = СЕ м)" = для та 


ЛЕММА 4. Пусть г>1 и О0<а< 2. Существуют числа К = К (г) >90 
по (г, &) >0 такие, что при п > по (г, 9) 


г, (0>0 (№ <1<2м- +), 


со вт (2 1) Вл 5! 
(2-1 


& = 5101 


’ 


У=0 


Е. = =1 для Ох оТ и = —1 для То а< 2. 

Доказательство этой леммы не отличается от доказательства леммы 5 
‘боты ($). 

ЛЕММА 5. Пусть г>1, О0<а< 2. Тогда для всех п 


И: (8) 0, ОЕ 
Доказательство. Из лемм 1, Зи 4 следует, что утверждение 
ммы 5 справедливо для всех достаточно больших п. Далее, доказа- 
льство завершается с помощью леммы 4 работы ($). 
$ 3. Доказательство основной теоремы 
Построим интерполяционный полином порядка п —1 для функции 
со 
; ал 
К()=У Ктооз (м — =) | 


и=1 
впадающий с ней в 2п точках 


1 2—1 
Вл, (+ +) =... ‚(+ к (3.4) 
п п 

вестно [см. (?)], что это -возможно. Аналогично тому, как это было 

›лано в работе (5), мы получаем, что 


КО". =— 21 (в — вл) №, (3.2) 
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где 0, (#) — требуемый полином. Из (3.2) и леммы 5 видно, что раз- 
ность К (1) —П„_.() при О<Е<2л меняет знак в точках (3.1) и 
только в этих точках. Поэтому 
2 
зир Е» (с < 51 пп и 
16’ (Га) 
2® 


< | 1К (2) — пи =-— ие 0—1 (#)] 181 зщ (пё — Вл) 4&| = 


а еь 
Ех 


тг 


© Эт [2 +1) Вл == | 


ИН ЕЙ нь: 


У=0 
С другой стороны, в работе (б) было доказано, что при г>1 


о ал 
зар ее ЖИ | 
16’ а) И = (2 +1) 


, п=1,2,.... 


Теорема доказана. 
Отметим некоторые следствия из основной теоремы. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть /] (1) Е”, г>1, т. е. 


2% 


1) = + | К, (—2) (04, 
где . 


К» (#) = > К-гс03 (ы — >) ь 


К—1 
а ф(1) — измеримая функция, удовлетворяющая условиям: 


2п 


езз зир |ф (1) |< 1, \з0@=0. 
0<#<2п 


о 


Тогда 
1 г 
зир Ев (1). = зи ИУ — К, (#) — Т,— 1 (#) |4 = 
«Е» о = зар, ПУ я д К — Ты 
А 
ЕЕ = т Е 


где 0 <В< 1, Вл — корень уравнения 


© с08 [> + 1) Вл ия] 
Уу=о0 (2 ах 1) 
ТЕОРЕМА 3. Пусть } (2) ЕЙ®, г> 1, т. е. 
2“ 


(в = № | К. —2) 904, 


0 


Н, (Вл) = = 0. 
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Кия #7 "зш (#— 7), 


где 
к=1 
Ф (1) — измеримая функция, удовлетворяющая условиям 
2 
ез$ 3 1 = 
| зв вор |Ф(9[<1, в 0. 
Тогда 
2п 
зир Ё в = 5 —- КО — Та = 
ср Е» Фо зар |/ с к а 18; (9 — Ть-1 (04 
МИ 
гл 
не ка со ев] (29 + 1) ви — "| | «аб 
о (2-м и 
где 0 < в <1, ФВл— корень уравнения 
со вт [2 +1) — | 6 


Н, м) = 
(Вл) 2 а" 


ТЕОРЕМА 4. Если 2л-периодическая функция }(х) имеет г-ю (г>1 
(9:0) 


в= 2, 


непрерывную производную. }) (х) в смысле Вейля, то 
эт [2 - 1) Вх -=| 

- Ев (1) 
и | 


й 
га 


4 
Е. (1) < . я 
У=0 


Если же сопряженная функция 7 (=) имеет непрерывную т-ю (г>1) 


САг) 
. (3.4) 


производную } 


(2) в смысле Вейля, то 
© 08 (2-1 Вл — 7 
4 [ "| | ОЕ (®") п 
* (2% т 4)" и С, 


В неравенствах (3.3) и (3.4) константы улучшить нельзя 
В заключение отметим,`что, согласно одной теореме С. М. Николь- 
ы 


.* 
ского (“), теоремы 1—3 переносятся на случай, когда приближение 
Поступило 
12. УШ. 1959. 


рассматривается в метрике Ё 
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Серия матемэтическая 
25 (1964), 153—172 


Ю. И. МАНИН 


О МАТРИЦЕ ХАССЕ —ВИТТА АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КРИВОЙ 


В. работе вычислен характеристический многочлен матрицы Хассе — 
Витта и некоторых связанных с ней матрик. Показано, что строки 
матрицы Хассе — Витта являются решениями классической системы . 
дифференциальных уравнений для периодов. 


$ 1. Характеристический многочлен 


1. Матрица Хассе — Витта. Пусть А — поле конечной харак- 
теристики р, Г— кривая рода $ >0, определенная над полем К, полная 
и неособая, В, (Г) — поле рациональных функций на кривой Г, опреде- 
ленных над полем К. Предположим, что на кривой Г существует такая. 
совокупность различных А-рациональных точек Р.:,...,Р., что. дивизор 
р 
У! Р, неспециален. Выберем для каждой точки Р; локальную унифор- 


1 
мизирующую & 6 В, (Г) и определим распределение г, поля В, (Г) в смысле 


1 
Шевалле, положив (г,) > = И если Р =РЬ, и (т) =О— в противном 


случае. Пусть $ (2) — пространство распределений, кратных дивизору О. 
Тогда распределения г.,..., г» образуют базис А-векторного пространства 


$/ (8 (0) - А» (Г), 


Е 
ибо дивизор У Р; выбран неспециальным. В частности, имеет место 
1 


соотношение 


Е 
гр = Уаз, то ($ (0) - В» (Г)), 
9=Е 
где А = (а:;) — некоторая (2, #)-матрица, элементы которой принадлежат 
полю К. Она была введена впервые Хассе и Виттом в работе (7) тем 
способом, который только что был описан. В этой работе установлены 
два основных свойства матрицы А: 
1°. При замене неспециальной системы точек (Р;) другой подобной 
системой и при замене системы локальных униформизирующих (#) 
другой системой матрица Хассе — Витта А преобразуется по закону 


М5 `ЗАБР 


где 5 — некоторая невырожденная ($, #)-матрица с элементами из поля К, 
а 57) — матрица, элементы которой являются р-ми степенями соответ- 
ствующих элементов матрицы 5. 


154 Ю. И. МАНИН. 


о а ДЕ ее 


2°. Если поле К алгебраически замкнуто, то циклические неразвет- 
вленные расширения поля А» (Г) степени р находятся во взаимно 
однозначном соответствии с элементами базиса линейного пространства 
над простым полем, состоящего из векторов с, для которых 


СР’ Аж с 
Размерность этого линейного пространства $ равна рангу матрицы 
А АР) д ч 


Число классов дивизоров порядка р поля В» (Г) равно в точности р* 
(по поводу последнего утверждения см. также (*?)). 

2. Пример. Формулировка теоремы. Пусть в=1, р>3. 
В качестве кривой Г возьмем проективное замыкание афинной эллипти- 
ческой кривой в нормальной форме Вейерштрасса: 


у2 = 423 ах + 6. 


Обозначам через Р, бесконечно удаленную точку кривой Г и положим 
11 = _. Матрица Хассе — Витта является в этом случае просто. элемен- 


том А поля к, который называется (относительным) инвариантом Хассе 
кривой Г. Дейринг [см. (5), стр. 255] вычислил значение А в базисе, 
соответствующем выбранной системе (Р’, #,): 


ее (2) Ев 
А= № ЕВ ад? к 4) 


21-31 = 


Согласно свойству 1°, абсолютным инвариантом является класс эле- 
ментов поля К вида сГРА, СЕК. Если поле К алгебраически замкнуто, 
то различаются лишь два случая: А-ЕО и А =0. Второй из них соот- 
ветствует отсутствию на кривой Г точек порядка р и несуществованию 
неразветвленных циклических расширений поля В» (Г) степени р. 

В другом крайнем случае, когдатполе К — простое, с1т-Р =1 для всех 
сЕК, так что А является абсолютным инвариантом К-кривой Г. Автор 
заметил, что А имеет в этом случае весьма простой смысл. Пусть 
х — эндоморфизм Фробениуса поля В, (Г). Его характеристический много- 
член л(^,) имеет вид: 


л(^) = А - 5А + р, 
где 5 — некоторое целое число, удовлетворяющее неравенству Хассе 
53 < 4р [см. (6)]; число точек на кривой Г, рациональных над простым 
полем, равно 
№М=р-1-5. 


С другой стороны, легко показать, что число точек на аффинной кривой 
Вейерштрасса, рациональных над простым полем, равно 


р+ ее 
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где под знаком суммы стоит символ Лежандра, а, 6 понимаются как 
классы вычетов пор, а х пробегает полную систему вычетов шодр. 
Поэтому, обозначая через 5 элемент поля Ё, соответствующий классу 
вычетов 5 шой р, и учитывая, что единственная бесконечно удаленная 
точка кривой Г рациональна над №, получаем: 


ре Р—1 
5=у (48 Наб ?. 


хЕК 


Поскольку, как нетрудно видеть, 


У =0 при! > 0, Е=0 шой (р— 1), 
хе 


УИ = 41 т>1, 
хе 


последняя сумма равна взятому с обратным знаком коэффициенту при 
ХР-1 в разложении 
и 


(423 ах РВ) * 


©—1 


по степеням х, т. е. коэффициенту при х *? в разложении многочлена 


р—Е 

(4 ад? 5х3) ? 

Как видно из формулы (1), этот коэффициент в точности равен А. Следо- 
вательно, 


А 


Таким образом, обозначая через л(^) многочлен, получающийся из мно- 
гочлена л(^) редукцией его коэффициентов по модулю р, получаем: 


п (^\) =—^(А— Л). 


Основной целью этого параграфа будет доказательство следующей 
теоремы, обобщающей только что полученное соотношение: 

ТЕОРЕМА 1. Пусть кривая Г рода 8`>0 определена над полем № 
характеристики р == 0, состоящим из 4 = р? элементов, и пусть на ней 
имеется неспециальная система 8 К-рациональных точек. В силу свой- 
ства 1°, матрица А Хассе — Витта кривой Г определена с точностью до 
преобразований вида А->5 ' Аб, где 5 — невырожденная матрица с 
элементами из поля КЁ так что тарактеристический многочлен 
|4. —ЛЕ| матрицы А„ = АА)... А°—® является абсолютным инвариан- 
том кривой Г. Имеет место соотношение 


л(^) = (—1)*|А„—^Е|, 


где через п (^) обозначен редуцированный шо р характеристический 
многочлен эндоморфизма п: (1) -> (19) якобиева многообразия Л кривой Г. 
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3. Векторы Витта. При доказательстве теоремы нам придется 
пользоваться результатами Серра относительно когомологий алгебраи- 
ческих многообразий с коэффициентами в пучках векторов Витта; этот 
и следующий пункт посвящены краткому описанию нужных нам поня- 
тий и предложений. 

Пусть р — фиксированное простое число, О — коммутативное кольцо 
с единицей характеристики р, И’» (0) — кольцо векторов Витта длины п, 
компонентами которых являются элементы кольца О [см. (1°)]. Законы 
композиции в этом кольце задаются некоторыми многочленами с коэф- 
фициентами в простом поле кольцо И’, (0) коммутативно. Кольца 
И’, (0) связаны между собой следующими отображениями: 

а) Эндоморфизм Фробениуса Ё: И’, (0) —И’„ (0). По опре- 
делению, 


Е (а, т зат) == (а?, ... ‚1 _). 


Из свойств законов композиции следует, что Ё есть гомоморфизм 


структуры кольца. 
6) Сдвиг У: И’, (0) >И’. (0). По определению, 


И (@5, п-ова == (Ола оный 


Оператор сдвига У аддитивен; если О есть К-алгебра, где К — некоторое 
совершенное поле характеристики р, то У является Е "-линейным пре- 
образованием структуры Й’„ (К) — модуля кольца ИЙ’/„ (0). 

в) Ограничение В: И, , (0) >И, (0). По определению, 


И (а, аа = а 


Оператор ограничения также является гомоморфизмом; он перестаново- 
чен с эндоморфизмом Фробениуса Р. Кроме того, 


ВУЕ = ЕВУ-= КЕИ =р 
(умножение на р). 

Проективный предел системы колец И’„(0) относительно гомомор- 
физмов ограничения А обозначается. через И’ (0); это кольцо характе- 
ристики нуль. На нем определены операторы Р иТЙ, ЕТУ =УР = р. 

Если О = Е — совершенное поле характеристики р, то И’ (К) представ- 
ляет собой полное дискретно нормированное кольцо с единственным 
простым максимальным идеалом рИ’ (К). В этом случае 


И’, (К = И” (®) / р" И (К). 


Если поле К простое, то И/ (К) изоморфно 2, — кольцу целых р-адических 
чисел, Р является тождественным изоморфизмом, И = рш для любого 
ЕЙ’ (К). : 

4. Когомологии с коэффициентами в пучке векторов 
Витта. Пусть Х — алгебраическое К-многообразие, где К — некоторое 
алгебраически замкнутое поле характеристики р, О — пучок локальных 
колец этого многообразия, Каждый слой О, является кольцом харак- 
теристики р. Объединение колец И’„(0,) по всем хЕХ обладает естест- 
венной структурой пучка колец над Х, который обозначается через %,; 
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операции РЁ, И, В переносятся на ,. Положим Л =И/ (№). Пучки №, 
являются пучками Л-модулей, аннулируемых идеалом р"Л. Можно 
‘определить по Серру группы когомологий И“(Х, ,), на которые пере- 
носятся операторы Р, У, В. Для любого 4>0 Л-модули Н“(Х, №,) и 
гомоморфизмы А: Н“(Х, №.) ->Н“(Х, №,) образуют проективную 
систему; ее предел обозначается через НТ(Х, №) и представляет собой 
А-модуль, на котором определяются операции ТУ и В. Точная последо- 
вательность пучков 


ОВ О ко 


порождает точную когомологическую последовательность 
—> Н*(Х, н)У* НЧ(Х, Вы. ,) 5 НХ, В) 
.. ‚ 8м)> низа) > Ни» 85) > ННЦ, В). 


Переходя к проективному пределу при М-> осо, мы получаем точную 
последовательность 
уз в" т 
— Н%(Х, №) -> Н“(Х, №) —> Н“(Х, №,) > НН (Х, )-»... 

[ем. (12)]. 

Нам понадобится следующее основное предложение, доказательство 
которого содержится в работе (13). 

Предложение 1. Пусть Х — абелево многообразие. Тогда: 


1) Кограничные гомоморфизмы ди тождественно равны нулю. Иначе 
м 
‘говоря, операторы ограничения В` и р» эпиморфны. 


2) Группа Н* (Х, №) является свободным Л-модулем конечного ранга 
г = 241 Х — $5, где р’ — число точек порядка р на многообразии Х. 

3) Пусть Т (Х*) — группа векторов Тэта многообразия Х“, двойствен- 
ного Х, относительно простого’ числа р, т.е. Рр-модуль, состоящий 
№: секторов (5, Хз, ..., 2, ..-.), бе ще" ра = 0, ры =, Т’(Х)— 
Л-модуль Т (Х©Л. Тогда Т’(Х*) есть свободный ЛА-модуль конечного | 
ранга $ [см. (3), гл. УП]. 

4) Па прямой сумме 


РО ЕАО) 


определяется естественное инверсное представление с<->5” кольца эндо- 
морфизмов многообразия Х. Характеристический многочлен любого 
эндоморфизма в таком представлении совпадает с тарактеристическим 
многочленом этого эндоморфизма, определенным согласно Вейлю для 
любого простого числа 1=Е р. , 

5. Доказательство теоремы 1. Пусть Х — абелево многообразие 
размерности 2, определенное над полем № из 9 = р‘ элементов, 
{ — алгебраическое замыкание поля №. В силу утверждения 1) предло- 
жения 1, имеет место точная последовательность 


Н'(Х, %)-> Н(Х, 8) > Н+(Х, 0) 0. (1) 
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Размерность К-пространства Н\ (Х, 0) равна 8. Выберем. некоторый 
базис этого пространства #1,.. ‚ й; и такой базис А-модуля Н`(Х, №), 
№,..., №, ато р (№) =№ при ней &, р(№) =0 при #<{<г. Эндо- 
морфизм л многообразия Х определяет Л-гомоморфизмы л: Н* (Х, 0) 
Н\(Х, 0) и п’: Н'(Х, 8) > Н\(Х, №), причем 


лр=рм. 
Пусть 
а (Вузов) алой) В, 
где В — некоторая (г, г)-матрица с элементами из кольца Л, а 
пов ов 
где В’ — некоторая (2, 8)-матрица с элементами из поля К == Л / рА. Тогда 
=. (В * 
В = (15), 


где В — образ матрицы В при редукции тор, т. е. при отображении 
А > Л/рА=. В самом деле, достаточно доказать, что (при в <&<! 
имеет место включение л’й; Е рН\(Х, %). Поскольку рй; == 0, из точно- 
стн последовательности (1) следует, что №ЕУ (Н*(Х, %)). Поэтому 
лм’ ие Ул’ (Н*(Х, %)). 

В силу того, что поле К совершенно, имеем: 

л(В» (Х)) = Вь(Х))" < (Вь (ХУ, 
а отсюда следует, что 


л*(Н"(Х, №)) < Е(Н*(Х, %)). 
Тем самым 


ли СУР(Н\(Х, №)) = рН*(Х, №). 


Из вышесказанного вытекает следующее соотношение между харак- 
теристическими многочленами: 


(19818 -^Е|=|В— АЕ]. 

В силу утверждения 4) предложения 1 это. дает: | 

м(^) = (17 М {| В’ —ЛЕ|- п (Л), (2) 
где л’ (^) — характеристический многочлен эндоморфизма ‘л на групие 

ХЬ точек р-го порядка многообразия Х“, рассматриваемой как модуль 

над простым полем характеристики р. Покажем, что 

м’ (А) = (—1} №. 

Это утверждение очевидным образом получается из следующей леммы. 
ЛЕММА 1. Х, с Кемл. | 
Доказательство. Обозначим через о: Х —>У изогению многооб- 

разия Х, индуцированную возвышением всех элементов универсальной 

области в степень р. Очевидно, достаточно показать, что р с Кег‘5, 

Воспользуемся теорией чисто несепарабельных изогений Барзотти — 
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‘ерра [см. (1°)]. Согласно этой теории, любая чисто несепарабельная 
зогения ф: Х —>Х’ представляется в виде произведения элементарных 
зогений высоты единица (т.е. таких, для которых (В, (Х))Р с В, (Х')) 
дного из двух типов 1, 5, которые определяются следующим образом. 
3 силу леммы 6 работы (13), достаточно описать подполя поля В» (Х), 
оответствующие изогениям указанных двух типов. Пусть п — р-алгебра 
Ти инвариантных дифференцирований поля В» (Х). Подполя, соответст- 
зующие изогениям типа й, состоят из всех элементов, аннулируемых 
екоторым дифференцированием дЕи, для которого 07 = 0; а подполя, 
оответствующие изогениям типа #,, состоят из всех элементов, аннули- 
›уемых некоторым дифференцированием д 6п, для которого 0’ = 0. 

Согласно лемме 11 работы (13), если изогения ф имеет тип , то 
зогения 'ф сепарабельна и имеет ядро порядка р. Если же изогения ф 
имеет тип #1, то, в силу леммы 11, изогения 'ф чисто весепарабельна. 
То теореме двойственности Картье (3), 


у (Ф) = (1), 


ак что изогения 'ф также имеет тип й или 1, но она не может быть 
‘ипа 2», ибо (:) =ф, и изогения ф, в силу утверждения |1), была бы 
‘епарабельной. Наконец, если изогения ф сепарабельна и имеет ядро 
юрядка р, то подобное же рассуждение показывает, что изогения. 'ф 
гмеет тип 1.5. 

Пусть УЕУ,, ф,— изогения степени р ‘многообразия У” с ядром, 
порожденным у. В силу сказанного, 'ф, есть 'несенарабельная ‘изогения 
многообразия У типа 5. 


Для любой изогении Х->У условимся отождествлять поле В, (У) 
с подполем поля А,„(Х). 

Рассмотрим отображение ф,: У" —> 2 и сопряженное ему отображение 
ру: 2’ —>У. Поскольку 


(Ви (2"))’ < В» (У) < В»(2”) 


Вх (У) = (Вх (Х))’, 
имеет место также включение 
(В, (Х))Р с В, (2') с В» (Х). 
Пусть т: Х -> й” — соответствующая изогения. Тогда 
06 от = 9. 
Цвойственная последовательность дает: 
5 = Мофь, 


ткуда и следует, что 
* 
Урс Кег®. 
х # 
Примечание. Можно показать, что даже У} = Кег'6. В самом 


еле, достаточно доказать, что порядок группы Кег'с равен р. Он ве 
пожет быть больше, чем р*, ибо число элементарных изогений типа $5, 


11» 
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ВОИ ООВ 


входящих в произвольное разложение изогении ©, равно размерности 
«полупростой компоненты» пространства п или двойственного к нему 
пространства Н°(Х, 9"). Эта размерность в точности равна 5$ в силу 
предложения 10 работы ("). 


Возвращаясь к формуле (2), получаем (ибо $ г = 28): 
л(^) = (—1) № | В’ ^ЛЕ|, (3) 


где В’— матрица представления эндоморфизма л абелева многообразия 
Х в произвольном базисе К-пространства 
Н\(Х, 8) = Н\(Х,0). 

Пусть теперь Г — полная неособая кривая, определенная над полем 
К из 9= р* элементов, р1,...,Р„— неспециальная система рациональ- 
ных точек на ней. В силу известного построения Чжоу (4), можно 
считать, что якобиево многообразие / кривой Г и каноническое отоб- 
ражение ф:Г->./ определены над полем Ё.. 

Обозначим ‘через О пучок локальных колец на многообразии Л, 
а через Ог- пучок локальных колец на многообразии Г. Как показал 
Розенлихт (11), индуцированное отображение групи когомологий $ф’: 
Н\ (Л, О) > Н“(Г, Ог) является изоморфизмом [см. также (15), гл. УП, $ 4]. 
Напомним, что точная последовательность пучков над кривой Г вида 


0-—>Ог- ВВ /Ог—>0 


(В — постоянный пучок со слоем В, (Г)) и соответствующая ей точная 
когомологическая последовательность 


С 


позволяют отождествить К-пространства Н“(Г, Ог) и %/ (8 (0) + В, (Г)). 
Выберем базис й,,...,й, пространства Я“ (Л, О), который при таком 
отождествлении отображается изоморфизмом ф’ на базис пространства 
$ / ($ (0) { В» (Г)), построенный в п. 1. Как заметил впервые Картье (1) 
[см. также (1), и. 9], матрица Хассе — Витта А является матрицей 
эндоморфизма ЁР группы Н“(Г, Ог), индуцированного эндоморфизмом 
Фробениуса пучка локальных колец Ог в базисе $" (й,),..., $“ (№). 
Обозначая через л эндоморфизм (52)-> (29) якобиева многообразия /, 
имеем: 


"ть бо" (1н) = п° (№). 
Это непосредственно следует из того, что отображение ф и классы 
когомологий /; рациональны над полем №, [ср. (14), гл. УГ, $1, прёд- 
ложение 1]. Поскольку отображение $’ линейно, а отображение Ё 
р-линейно, матрица 

Аааа а _ 
совпадает с матрицей представления эндоморфизма л в базисе (ще 
Следовательно, из равенства (3) выводим: 

п (^) = (—1) м |4, —^Е]|, 


что и доказывает теорему 1. 
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| 
_ 6. Замечания. Матрица Хассе — Витта представляет собой обьект, 
‹оторый (по крайней мере, в принципе) можно вычислить В функции 
уг модулей кривой (в любом разумном смысле этого слова). С другой 
‚тороны, многочлен л(^) в основном совпадает с б-функцией поля 
4, (Г) и, следовательно, является важнейшей арифметической характе- 
›истикой кривой Г. Таким образом, теорема 1 дает некоторую инфор- 
лацию о зависимости б-функции кривой Г от модулей этой кривой. 
Карактер этой информации примерно таков же, как классической 


георемы о том, что 
р— 
а 


(+) =а? шой р, 


т в действительности эта аналогия связана с существом дела (см. п. 2). 

В свою очередь, вопрос о зависимости матрицы Хассе — Витта от 
цодулей кривой Г допускает ответ, который показывает, что в некотором 
‘мысле матрица А подобна матрице периодов кривой Г. Точнее, матрица 
А представляет собой матрицу решений той же системы дифференциаль- 
ых уравнений, которая в классическом случае связывает периоды 
‹ифференциалов первого рода кривой с ее модулями. Уточнению форму- 
тировки и доказательству этого результата посвящен следующий пара- 


`раф. 


$ 2. Дифференциальные уравнения матрицы Хассе-Витта 


1. Пример. Вернемся снова к случаю © =1. Зададим аффинную 
ллиптическую кривую с рациональной бесконечно удаленной точкой 
уравнением вида 


у? =х(%— 1) (#— 0. 


Положим 


‘де р — характеристика поля определения кривой Г. Несложный подечет, 
тодобный проведенному в п. 2 $ 1, показывает, что инвариант Хассе 
зыражается через’ { следующим образом: 


АО -(-1УУ ви 
1=0 


3 заметке (8) Игуза, имея в виду показать, что многочлен А (1) не имеет 
‘ратных корней, обратил внимание на то, что этот многочлен удовлет- 
оряет классическому. дифференциальному уравнению 


4? А ад 1 
ва (1—2 ТАНО. 
тому же уравнению удовлетворяет период абелева интеграла 


ах 
УЕ= (#—1) 


о любому одномерному циклу римановой поверхности кривой Г (в слу- 
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чае комплексного поля констант), рассматриваемый как функция пара- 
метра #{. Мы распространим результат Игуза на случай любого рода > | 

Приведем сначала несколько замечаний общего характера. Прежде 
всего, для общей кривой Г рода # >> 1 автору не известна никакая канони- 
ческая форма, канонический выбор базиса дифференциалов первого рода. 
или многообразия модулей. Поэтому мы будем рассматривать произволь- 
ный базис пространства дифференциалов первого рода и считать кривую. 
Г определенной над любым полем, в котором существуют нетривиальные 
абстрактные дифференцирования. Алгебраическая конструкция стом 
дифференциальных уравнений для периодов кривой Г дана в более ранней 
работе автора (17) для случая характеристики нуль. Мы приведем ее ниже! 
в несколько более общем виде, чем это требуется непосредственно для на- 
шей цели, и для случая произвольно“ характеристики. Зате л мы покажем, 
что при р ==0 матрица Хассе — Витта является матрицей решений си- 
стемы дифференциальных уравнений для некоторого базиса пространства 
дифференциалов первого рода. Наконец, мы сделаем несколько заме- 
чаний об универсальности этой системы дифференциальных уравнений 
(в смысле ее независимости от характеристики р). 

2. Дифференцирования. Пусть А — коммутативное коль- 
цо. Дифференцированием 4 этого кольца называется эндоморфизм адди- 
тивной группы А, удовлетворяющий дополнительному условию 


д (а6) = да-6 -- адб 


для любых а, БЕЛ. Эндоморфизмы ад и [д, 0'| =дод’— д’од являются 
дифференцированиями кольца А вместе с д, д’. Поэтому множество @ (А) 
всех дифференцирований кольца А обладает структурой А-алгебры Ли. 
Имеют место обычные формальные правила дифференцирования, в част- 
ности формула Лейбница 


" (5) = у ("о ад" 15. 


1=0 


Из нее следует, что если характеристика кольца А равна р, то 07 
является дифференцированием вместе с д, так что © (А) обладает струк- 
турой р-алгебры Ли (ограниченной алгебры Ли в смысле Джекобсона). 
Для любой подалгебры Ли $ с © (А) множество элементов А® кольца А, 
аннулируемых всеми элементами %, является подкольцом А. 

Пусть М — левый А-модуль, 06@(4А). Дифференцированием г (д) 
модуля М, продолжающим дифференцирование д, называется любой 
эндоморфизм аддитивной Зри М > М, удовлетворяющий допол- 
нительному условию 


т (9) (ат) = да-т - аг (д) т, аЕеА. 


В частности, при д =0 получается, что любой А-эндоморфизм модуля 
М является дифференцированием. Множество © (М) дифференцирований 


` 
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| 
{ обладает структурой А-модуля. Кроме того, отображения М->М 
Южно итерировать, и множество 6 (М) приобретает дополнительную 
труктуру А-алгебры Ли (ограниченной алгебры Ли, если характеристика 
ольца А равна некоторому простому числу р). Аналогично можно 
пределить дифференцирование колца А в А-модуль М. 

_ 3. Модуль дифференциальных соотношений. Пусть 
1 — кольцо, М — левый А-модуль, 5) — некоторая подалгебра Ли алгебры 
$ (М). Обозначим через! 0 = 0 ($) универсальную обвертывающую алгеб- 
‚у алгебры Ли 9 (в приложениях она всегда существует). А-модуль М 
бладает естественной структурой левого И-модуля. 

_ Пусть пи,..., Т‚„— некоторая конечная совокупность элементов 
/-модуля М. Любое равенство вида 


ат НЕ... Е Ихт; =0 


в дальнейшем мы его будем иногда записывать в виде равенства нулю 
имволического скалярного произведения (и, т) = 0) ‘называется линей- 
о дифференциальным (или просто дифференциальным) соотношением 
нежду элементами т:,..., т, (относительно алгебры дифференцирова- 
ий $). Множество всех дифференциальных соотношений между эле- 
ентами 7:,..., т„ обладает естественной структурой левого И-модуля 


По ба О... 


Для удобства ссылок сформулируем некоторые достаточные условия, 
ри которых О-модуль В (ти,..., т.) конечно-порожден. 

Предложение 2. Пусть А = К — некоторое поле; а алгебра $ 
‚ модуль М являются конечномерными векторными пространствами над 
олем К. Тогда И-модуль В(т.,..., ть) для любой конечной совокип- 
ости элементов т1,..., тв @ М конечно-порожден. 

Доказательство. Для случая нулевой характеристики алго- 
‚итм построения порождающей системы указан в работе автора (!“); 
етрудно усмотреть, что предположение о характеристике в этом месте 
не использовалось. Само построение опирается лишь на тот факт, что 
‚ условиях предложения алгебра И конечно-порождена над полем К. 
‘онкретная интерпретация алгебры 0 как алгебры линейных дифферен- 
циальных операторов существенна при изучении инвариантных свойств 
/-модуля Л, когда при переходе от одной системы элементов к другой 
‚ожно получить новую систему соотношений из старой, пользуясь соот- 
ошением коммутирования 


д (ат) = да-т -- адт. 


4. Дифференциальные формы. Ниже мы изложим, сле- 
суя Вартье (?), определение и некоторые факты теории абстрактных диф- 
‚еренциальных форм. 

Пусть А =К — поле, являющееся регулярным расширением своего 
доля й, и пусть (51,..., Хи) — сепарабельно-порождающий базис 
‘рансцендентности К/К. Максимальная алгебра Ли 6 дифференцирова- 
шй поля К, удовлетворяющая условию КС-К®, является п-мерным 
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векторным пространством над полем К и имеет своим базисом систем 
дифференцирований {0;}, которая однозначно определяется соотноше 


НИЯМИ 
д:х; = 6, ей. 15 п. 


Хорошо известно, что К® = КРЁ, если характеристика поля К и. 
р==0, и К®=А в противном случае. 

Для любого целого числа г>0 обозначим через 6” К-линейной 
пространство А-полилинейных кососимметрических форм от г перемен 
ных алгебры ©. Пространство @” естественно изоморфно г-й внешне! 
степени пространства ©" К-линейных форм на пространстве ©: =. 


Лю Ее 


отождествляется с формой 
(91, ко д.) ==> | ©; (9;) |. 


Элементы пространства ©” называются (однородными) дифференциаль, 
ными формами степени г поля К над полем констант К. 

Для любого элемента ЕК обозначим через се 9" отображений 
д->0х. Это отображение К®-линейно по х и удовлетворяет соотношению 


4 (ху) = ах - у хау; 


тем самым 4% принадлежит пространству дифференцирований поля А 
в К-модуль О". Оно однозначно продолжается до К®-линейного к. 


ы О’ тт о ; 
тора 4:©’-> 9", основные свойства которого даются равенствами 
4 (<Ло’) = а®Ло’ -- (—1)'ю Ла’, 4) 
ФЕ о’, а(4%) = 0. 


Положим 
= Кег (а: 9-ьО”"), ОВО А) 


(по определению, ©’= К). Очевидно, В'С 7”; фактор-пространетво 


тик т ” у 
Н (К) =2 /В” является пространством «когомологий де Рама» поля 
К [Е размерности г. 


5. Оператор Картье. Прямая сумма 


Яй=2 


т 


Е : 
обладает структурой К”-подалгебры внешней алгебры пространства ©"; 


из формул (4) немедленно следует, что 8" —= В является идеалом Й, 
так что 


Н (К) = У 7” / В» 
есть К“®-алгебра когомологий. В случае, когда характеристика р поля К 


отлична от нуля, ее строение описывается следующей теоремой Картье (?). 
Пусть 421,..., 4х, — К-базис пространства ©; тогда К®-алгебра Й яв- 
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ь 


‚яется прямой суммой идеала В и К®-алгебры, порожденной элемента- 
и ], = 2Р 1 ах,. 


Следовательно, любая замкнутая форма «6 2” однозначно представ- 
‘яется в виде: 
о. = 4фЪ—- Хх @& р Л...ЛЯ,, 


По 


т 
де а......, ‚„ЕК® = КРК. Оператор Картье С:2”->КР9” определяется 
ормулой 
№ 
| Со = У ар, НА 


1<..,<1, 


т 


‹ не зависит от выбора базиса 451,..., Чт», так что С индуцирует 
омоморфизм 
т 
Н (К) > Кро. 

Для любой формы ф, в силу определения, С (4ф) = 0. 

6. Дифференцирование модуля Н”(К). (В этом пункте ха- 
актеристика любая.) Допустим, что поле констант А обладает нетри- 
нальными дифференцированиями. Пусть ОЕ © (А). Любой сепарабельный 
азис трансцендентности 5 = (21,..., 2.) поля К/А однозначно опре- 
еляет некоторое дифференцирование 0. поля К, обладающее двумя 
войствами: 1) дл; = 0, 1 <:< п, 2) на подполе АС. К дифференциро- 
ание д. совпадает с д. В свою очередь, дифференцирование д.. про- 
олжается до дифференцирования г(д..) К-модуля ©” при помощи 
юрмулы: 

г (9. ( У @. бл... ^ Чт) = 
а: 
— У, д; а... „Чл В ах. 
пе: 
ЛЕММА 2. г(д.) ВСВ; г(9:;)2С 2. 
Доказательство. Покажем, что 


г (9) (4&) =а (г (9..) ®). 
[ля, этого, очевидно, достаточно доказать, что отображение 
г (9.) °а—а°д,:К-—0' 


авно нулю. Но оно принадлежит ® (К, ©") и равно нулю на подполе 
СК и на элементах 5; поскольку. расширение К /А(21,..., 2.) сепа- 
абельно, стандартные рассуждения показывают, что 


г (9.) °4—4°д, = 0. 


Дифференцирование г (д..) зависит не только от дифференцирования 0, 
о и от базиса х. Обобщая на многомерный случай лемму Шевалле, мы 
окажем сейчас, что при ®67” класс г(д,)® -- В зависит только от 
пфференцирования 0. 
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Предложение 3. ИЕ еб), (2,.-. и Жо) и. (Чье о 
два сепарабельно-порождающих базиса трансцендентности поля К/К. 
„Пусть 
® = а... „аля, ^ ... Л 45, 40 = 0. 
пе Ь 
Тогда 
(+ (9,) — "(д.)) ® = 44, 


где 
= УСО абы. Ад, Л: Л. 
1<...<. = 


Доказательство. Прежде всего, д, —д, 6 ® (К/К), поэтому су_ 
ществуют такие элементы 226 К, что 


п 
д, — дх —- 20: 
4=1 
(дифференцирования д; образуют базис пространства ©(К/ К), двой- 
ственный к базису 4ль, т. е. дух, =0д:;). Применяя д,—дх к ль, не- 
медленно получаем, что Е 


21 = д, 14. 
Далее, из определения легко получается, что. 
ду (® Л ®') = дю Ло’ + ®Лд, (5). 
Это дает: 
ы 
(^ (0,) —т (9х) в = а о ду тд аа,.. „али, /\ -.. Л 42 - 
0=1 1<.. <: 


—- м У „ат / има ул А Зе. Лав. 


1 <...<1, а=1 
С другой стороны, 
4= >` У(—1" Чи „Лан Л... Лд Л... Лав, 
+. <>». < @=1 


т 
—- р о ан... 4,42, Аль Аа (9,ж:,) Аудио А ал. 


1<...<а=1 


Следовательно, нужно показать, что 


и 
№ ра д, т. "дна... „ал, ПО, Ч = 
%—11<...<& 

ГК 


-ы № ь (— 1) а. ах, ^ ЕЕ дух: ^ А али, 
<... < а=1 
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Цля этого достаточно установить совпадение коэффициентов при духи 
з левой и правой частях этого равенства: 


№ Отан. ....ал №... Л аж, = 
а. 


о (Чаи, Чл, Мала, о 6) 


(1. т) Эта, 


== 


‘суммирование в правой части производится по всем упорядоченным 
›очетаниям индексов, содержащим т; крышечка, как обычно, означает, 
тто соответствующий член должен быть опущен). Но сумма справа 
равна: 


У да... А... Ла, 
(21 ...2.)Э т 
Г. > С Л. Ла, Л.Л 9ар 6) 
бо (11...12. ) ЭТ, 


Сравнивая (5) и (6), мы видим, что нужно проверить равенство 


У даа... „а Л...Лал,= 


(1..1) Эт 


Е и о 


быт (5...) Эта 


Риксируем сочетание (]1,..., 7,) и проверим совпадение коэффициентов 
три членах 47; /\.../Л\ 45; слева и справа. Если тЕ(Т,...7,), то эти 
‹оэффициенты равны нулю. 'Пусть 


те. Л) лтд 


‘огда коэффициент слева равен дша;...;,. Несложный комбинаторный 
тодсчет показывает, что коэффициент справа равен 


а«-- В &--В +1 
Я —ь о о (5+ 2) 9, бе Бе 


1<В<а а-+1<В<г 


‘овпадение этой величины сдиа;...;, немедленно следует из того, что 
о =0О (нужно развернуть это равенство и учесть равенство нулю 
оэффициента при члене вида 4х; ^..Л 42. Л... Л а1;,). Утверждение 
оказано. 

Это предложение вместе с леммой позволяет задать на Я”(К) естёствен- 
ую структуру © (®)-модуля. 

В случае нулевой характеристики эту структуру можно интерпре- 
ировать следующим образом. Пусть К — поле функций на алгебраиче- 
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ском многообразии Х, которое определено над конечным расширением № 
поля комплексных чисел, т. е. является общим членом алгебраической 
системы многообразий. Хорошо известно, что в этом случае замкнутая 
дифференциальная форма «Е 9’(К) определяет некоторый г-мерный 
коцикл на многообразии Х, значение которого на г-мерном топологи- 
ческом цикле 0 равно интегралу формы ® по Й. Этот интеграл (период 
формы '®) зависит от параметров алгебраической системы, и можно 
поставить вопрос о вычислении его «производной по параметру» 


9(\) для 966 (К). Предложение 3 показывает, что неоднозначность, 


возникающая при внесении д под знак интеграла, компенсируется тем, 
что разница результатов будет интегралом по циклу от полного диф- 
ференциала, т. е. нулем. Тем самым дифференцирование абстрактного. 
класса когомологий де Рама соответствует взятию производной по пара- 
метру от вектора, компонентами которого являются периоды дифферен- 
циальной формы по базису топологических циклов соответствующей. 
размерности. 

7. Дифференцирования и оператор Картье. В этом 
пункте будем считать, что характеристика р=0. Пусть дЕ® (К). Изо- 


ФЫ 1 
морфизм ЕЁ": К->КР порождает изоморфизм ЕЁ’: ® (&) > ® (к»), где, по | 
определению, 


(Е*д) а = (дат)?. 


Любой сепарабельно-порождающий базис трансцендентности (51,..., 2л) 


поля К/К является также сепарабельно-порождающим базисом транс- 
1 1 


цендентности расширения КК? | ЁР. Это позволяет определить диффе- 
ренцирование Р“д.. | 

Пусть теперь Г — полная неособая кривая рода е>1 над полем 
характеристики р=Е0, © — некоторая конечномерная алгебра Ли диф- 
ференцирований этого поля, (Г1,..., Га) — канонический базис про- 
странства 


/ (8 (0) А» (Г)) = Я" (Г, От). 


Хорошо известно, что пространства Н“(Г, Ог) и На У где. 


1 > 
©' = ©' (В» (Г) /К), двойственны. Выберем некоторый базис в.,..., 9. 
пространства дифференциалов первого рода Н°(Г, ©') на кривой Ги. 
обозначим через К = || (в, г;)| соответствующую матрицу скалярных 


произведений. Из определения матрицы Хассе— Витта А кривой Г 
легко следует, что 


р |] (в, Ет;) |. 
В частности, если базис (®1,...,®,) двойственен базису (глоесьы пой 
А = | (в, Ет;) |. | | 
В дальнейшем мы будем считать это предположение выполненным. | 
| 
| 


Рассмотрим К-модуль М, представляющий собой фактор-простран-_ 
ство дифференциалов второго рода кривой Г по пространству полных | 
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\ 
‚дифференциалов. Розенлихт (№) показал, что размерность М равна в. 
Обозначим через из образ дифференциала ®; в пространстве М. Пред- 
‚ложение 3 позволяет считать, что алгебра 6 действует на М. Построим 
‚модуль дифференциальных соотношений 


, 


| В (пало усн, 


а 


Кроме того, алгебра @® действует на А“; обозначая через и: ЕЁ“ 2-ю 
строку матрицы А, мы можем построить модуль дифференциальных со- 
отношений 

я 


В(п,..., п) С 0. 


"ТЕОРЕМА 2. А(т,,..., т)СВ (п.,..., п,). Иначе говоря, стро- 
ки п: матрицы Хассе — Витта удовлетворяют любому дифференциаль- 
ному соотношению, которому удовлетворяют элементы базиса простран- 
ства дифференциалов первого рода (двойственного каноническому базису 
пространства Н“(Г, Ог)) по модулю пространства полных дифферен- 
диалов. 

Доказательство. Пусть 


РЁ 
Уити = 0, и: 0. 


4=1 


`Это означает, что для любого сепарабельно-порождающего элемента 
68, (Г)/Ё имеет место соотношение 


Е: 
ра т (и): в: = аф, 


1$=1 


‘где оператор г (и:); составлен из дифференцирований г(д») так же, как 
оператор и; из д, а дифференциал 4ф зависит от х. Отсюда следует, 
что для любого элемента канонического базиса г;, / =1,..., 8, спра- 
ведливо равенство 


Ув): ь Виз) = (4, Е. (1) 


1=1 


В силу леммы Картье [см. (13), $ 9], для любого дифференциала ®«6 1 
имеет место равенетво 


(®, Рг;) = (Со, г}. 


Применяя его к соотношению (7) и пользуясь тем, что С (4$) =0 
получаем: 


5 (С Е (8) 


ф== 


Из предложения 3 следует, что оператор С °т (и:)х не зависит от выбо- 
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ра х. Поэтому, выбирая для каждой точки О Жо АИ а 
стве х локальную униформизирующую &, легко получаем, что 


(Ст (ш)= (@4), т;)? = (“а (Св, г)" = 
| = и: ((Свз, г; )= ивр (в, Ег). 
Таким образом, равенство (8) дает: 


8 
Утиг (в, Ее.) 8 ОлЯчиаееА №9 


Е! 


а это равносильно утверждению теоремы. 

8. Замечания об универсальности. Корректно интерпрети- 
ровать утверждение о том, что классическая система дифференциаль- 
ных уравнений для периодов кривой Г имеет своими решениями строки 
матрицы Хассе — Витта независимо от характеристики р, можно сле-_ 
дующим образом. Возьмем некоторую кривую рода &>1 над полем 
алгебраических функций в характеристике нуль (например, «общую 
кривую рода 8»). Выберем на ней базис пространства дифференциалов. 
первого рода, двойственный каноническому, и построим систему диф- 
ференциальных соотношений между ними. Это будет совокупность фор-. 
мул вида: 


И: тк 
Ура ти -- Орви 40, 


где а... 6 В, и;, о, 6 Вь (Г). Построим алгебраическое многообразие Х 
над абсолютно алгебраическим полем констант конечной степени А», 
поле функций на котором абстрактно изоморфно полю функций на кри- 
вой Г. Кривая Г лежит на этом многообразии. Для почти всех простых 
дивизоров р поля №, редукции Х-›Х и Г->Г невырожденны, не ме- 
няют рода кривой Г, переводят дифференциалы первого рода в диффе- 
ренциалы первого рода и вообще обладают всеми «хорошими» свой- 
ствами. Тот факт, что можно редуцировать также дифференцирования д, 
следует из того, что формулы дифференцирования универсальны, а су-` 
ществование результата обеспечивается регулярностью редукции (эти 
соображения не претендуют на строгое доказательство). 
Возвращаясь к примеру, рассмотренному в начале этого параграфа, 

мы можем получить результат Игуза из теоремы 2, пользуясь тем, что 


ах ы 
дифференциал ® = —, кривой 


У 2—1) (2—1) 


удовлетворяет соотношению 


#1 — Оо (1 —20 0. — до-а- т, (9). 


где д — дифференцирование по #: 0 =1. 
Игуза замечает, что хотя уравнение для периодов, которое полу-: 
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чается из (9), дает в случае нулевой характеристики два линейно неза- 
висимых решения, соответствующее уравнение в конечной характе- 
ристике обладает лишь одним независимым решением А. Этот факт 
непосредственно связан с упомянутой теоремой Розенлихта о размерно- 
сти фактор-пространства дифференциалов первого рода по пространству 
полных дифференциалов. В самом деле, если в характеристике нуль 
дифференциалы ® и дх® линейно независимы по модулю полных диффе- 
`ренциалов [см. (17), п. 11], то в случае конечной характеристики имеет 
‚место уравнение вида 


д: ® Га() о =аф, 
‘т. е. уравнение 


ал 
< На А=0. 


Однако коэффициент а(!) здесь явно зависит от характеристики р, так 
что снижение порядка уравнения достигается ценой утраты универ- 
сальности 

Автор глубоко признателен И. Р. Шафаревичу, под руководством 
которого была выполнена эта работа, за советы и указания. 


Поступило 
16.ГУ.1960 
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В. К. ДЗЯДЫК 


К {ВОПРОСУ О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ АБСОЛЮТНО 
МОНОТОННЫХ И НЕКОТОРЫХ ДРУГИХ ФУНКЦИЙ В МЕТРИКЕ Г, 
ПРИ ПОМОЩИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ 


Изучается вопрос о`движении корней при дифференцировании раз- 
ностей вида Т (2) —Ф(=2), где Т (х) — тригонометрический полином, а 
ф (=) — кратно монотонная функция. 

Доказывается, что для любой аналитической в интервале (0, 2л) 
ф”нкции вида 


где все а, >0 или, соответственно, 6 (5) — не убывающая в промежутке [2п, од) 
функция, среди тригонометрических полиномов Т’ (=) порядка < п наилучшее при- 


ближение в метрике Г, осуществляет тот полином д п (2) =Т„ ($; =), который интер- 


Кл 
полирует функцию ] (т) в точках 2, = Я (К =1,2,..., 21-1), и находится 


точная величина наилучшего (в Г) приближения ЕЁ, (т для каждой такой функ- 
ции, а также для некоторых других функций. 


Введение 


В работе (!) нами был решен вопрос о наилучшем в метрике Г, при- 
ближении на отрезке [0, 2л) при помощи тригонометрических полиномов 
порядка < ип для любой функции ] (5), определенной и абсолютно моно- 
тонной не только на отрезке приближения [0, 2л), но и на целой полуоси 
{— со, 2л). В настоящей работе получено решение аналогичного вопроса 
для более широкого класса функций и, в частности, для всех функций, 
абсолютно монотонных на конечном отрезке (см. $$ 4 и 5). Задача эта 
оказалась значительно более сложной, чем предыдущая, и вызвала для 
своего решения необходимость в применении новых методов, которые 
в свою очередь позволили дать, на наш взгляд, более или менее удов- 
летворительное решение задачи о скорости движения корней тригоно- 
метрических полиномов при дифференцировании ($ 1) и решить две 
задачи о максимальном числе корней некоторых трансцендентных урав- 
нений ($ 2). 

В $5 иб при помощи общих теорем, доказанных С. М. Николь- 
ским [см. (?)], извлекается ряд следствий из результатов, полученных 
в $4. В частности, из более общих соображений получаются резуль- 
таты Ж. Фавара [см. (3) и (“)] и Н. И. Ахиезера и М. Г. Крейна 
[см. (5)] о наилучшем приближении на классах функций, имеющих 
ограниченную 5-ю производную (5 =1, 2, ...), а также на классах 
сопряженных функций. 
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$ 1. О движении корней тригонометрического полинома 
при дифференцировании 


Из равенства 


й Е Е 
($11 и5)’ = пзш (2+5) 


видно, что каждый корень функции зших после дифференцирования о 


смещается влево на расстояние, равное 5. 

“Для произвольного тригонометрического полинома Т„(7) порядка 
<”п закономерность в движении корней (если они существуют) при 
дифференцировании оказывается значительно более сложной. Приведем 
некоторые (нужные для дальнейшего) полученные в этом направлении 
результаты, которые, на наш взгляд, представляют также самостоятель- 
ный интерес. . 

Определение. Пусть х, — простой корень полинома' Т,(л). На- 
зовем смещением этого корня влево (вправо) при дифференцировании 
величину 


с: (25) = |2, — 2 |, (1.1) 


где 2, — самый правый в интервале (57, —2л, хо) (соответственно самый 


левый в интервале (ху, х -— 2л)) корень полинома т (х), и будем гово- 
рить, что при дифференцировании корень ху полинома Т„(х) сместился 
в корень 2, полинома ХТ, (2). 

В том случае, когда хо есть корень кратности К для полинома 


Т„ (2), мы этот корень будем рассматривать как К корней 2, х@1, 


И й . 
с, хр Н и считать, что корень в, О<17<А— 1, при первых 
/ дифференцированиях не получает никакого смещения (т. е. получает 
смещение, равное нулю), а при (7 + 1)-м дифференцировании получает 
смещение с. , (27), которое определяется по формуле 


са (а) = |, |= | — |, (1.1’) 
где 2 — самый правый в интервале (2, —2л, х5) (соответственно самый 
левый в интервале (2, хо + 2л)) корень полинома ТА (х). 

Принимая во внимание, что смещение влево корня 955 полинома 
Т» (2), очевидно, является в то же время смещением вправо корня — 25 
полинома Т„(—2), мы при исследовании вопроса о смещении корней 
ограничимся только рассмотрением смещений влево, хотя все результа- 
ты тривиальным образом будут верны и для смещений корней вправо. 

ТЕОРЕМА 1.1. Если тригонометрический полином Ть (1) (четный 
или нечетный) имеет на периоде столько корней, сколько их имеет его 
производная Т, (т), то сумма смещений всех корней (расположенных на 
периоде) полинома Т (5) при дифференцировании равна п. 

Доказательство. Предположим, для определенности, что поли- 
ном Т»(2) является нечетным, и обозначим его корни на периоде 
(—л, л] (или же на [—л, я], если а = — В, = —л) в порядке возра- 
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стания через 


р о, 065, оО] О, 0, В», Выль ...,у Ве, л Г. 
где 


Ел 4:30, Ва, (1=4, 2... К п, 
Тогда корнями полинома Т» (х) будут некоторые числа 


Та, Т2, ..., Теа, бит, бк, У ь 15 6, 
где 

ли <%<... Зин 05 ин <<... 
-.. Зоб Л, 


причем, в силу четности полинома Т,„ (2), 


д-р А, Аше Е), 


Отсюда следует, что сумма смещений (влево) всех корней полинома 
Т» (5) равна | 


[9—0 [+ |172 — | -... + | Ук к | Та — 0-Е | ба вк! +... 
К р: к К 
[85 — Ви | + [1 — м] = я— 5+ ХВ Ха, — Ули = 
ИВ Л 1 № 
к 


Е 
п + ЯВ =л, 


у 


что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА 1.2. Пусть. Е — произвольное ‘натуральное число. Тогда 
если Т», (т) — полином порядка не выше п (четный или нечетный), то 
после 2Ё -- эп последовательных дифференцирований каждый из его кор- 


= Е 
ней (если они существуют) сместится влево на величину >И. 


Доказательство. Действительно, если после дифференцирова- 
ния число корней остается тем же, то, в силу предыдущей теоремы, 
сумма смещений всех ‘корней будет равна л. Если же после какого- 
нибудь /-го дифференцирования полинома Т„(2) появляются новые кор- 
ни, то сумма смещений всех корней при этом дифференцировании будет 
равна некоторому числу л;<л. Но так как число дифференцирований, 
при которых могут появляться новые корни (каждый раз в четном 
числе), очевидно, не превосходит п, то после 2^ -- 5п дифференцирова- 
ний сумма последовательных смещений корней полинома о (2) 
будет больше (2к -| 4п) л. Поэтому среди 2% корней (у< п) полинома 
7215”) (1) по крайней мере один корень получит при дифференцирова- 
ниях общее смещение, которое будет больше, чем Аим; отсюда 
следует, что каждый из корней полинома Г» (2). должен получить сме- 


* В случае, если точки —л и л служат для полинома Т„ (2) корнями крат- 


ности 21 --1, < (так что — 101 = — л...= Ш И — д =... = 
= боли лы... Ел = Я... = п = п), мы полагаем: 
Вр =, Вр, = дб, ., Вел, лад, 


о О — д, а; = — л[2]. 
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щение > я (действительно, из того очевидного факта, что всякие два 
корня 2 и 2 +2л полинома Т»(2) получают при дифференцировании 
одно и то же смещение *, легко заключить, что если два каких-нибудь 
корня 21 и 1х, полинома Т»(х) находятся на рсстоянии < 2л и после 
7 дифференцирований смещаются в корни 2 и 27 полинома Т® (2) 
то |2 — 29| < 2л; отсюда и следует доказываемое утверждение). 
ТЕОРЕМА 1.3. Пусть Т, (1) — произвольный тригонометрический 
полином порядка <п, обращающийся в нуль по крайней мере в одной 
точке, и пусть т, — точка (или одна из точек), в которой Т,(х) по 
модулю принимает свое наибольшее на периоде значение (так что 
тах | Г, (5) | = | Г» (2о)|). Тогда, каково бы ни было натуральное число М, 


х 
после № дифференцирований самый правый в интервале (т, — 2л, 5) 


корень полинома Т»ь(т) сместится влево за точку 2 —-„. 


Доказательство. Предположим для определенности, что 
Т» (5) > 0, и рассмотрим вспомогательную функцию 


ПОЕТ". (1.2) 


Так как ]/ (50) = Т»(52) и, в то же время, Т» (20) =0 < Г(), то в 
точках х, расположенных достаточно близко к точке ху слева от нее, 
Т» (х) > } (2). С другой стороны, вследствие того, что }(5) > 0 при всех 
х, а Т,(1) в некоторых точках обращается в нуль, левее точки 42% 
найдется некоторая точка 21, в которой полином Т„(5) снова интерпо- 
лирует функцию /(5), и, далее, в некоторой точке &**, расположенной 
еще левее, обращается в нуль, т. е. имеют место условия: 

а) Т» (ло) = /(2о), Т» (а) = (2), Ть(® =0, Еда 

6) в точках 5, расположенных достаточно близко к точке ху слева 
от нее, Т„ (5) > } (2). 

Из этих условий видно, что после первого дифференцирования 
найдется точка 26(7,, 20) такая, что Ть (2) = (2) и, в то же 
время, в точках х, расположенных достаточно близко к точке ‘2. слева 


от нее, Т» (7) > (2) ***. Поэтому если обозначить через &’ тот из кор- 


* В отношении кратных корней кратности [ это утверждение р в том 
смысле, что при каждом 7 =0, 1,2,..., [—1, корни «7 и (т 2л) [1 (т. е. «со- 
ответствующие» корни) получают о ивоковао смещение. 


** Эту точку мы будем считать ‹очевидно, не ограничивая общности) самым пра- 
вым в интервале (2 —2л, 20) корнем полинома Т, (2). 


*+** Действительно, так как в точках х, расположенных достаточно близко к точ- 
ке ху слева от нее, 


х 
Тр (2) — 1 (2) = \ [Т.Г 141 > 0, 
Хх: 
то найдется хотя бы одна точка 1 Е (21, #) © № 10), в которой т (1) — Л (1) > 0. 
С другой стороны, 7’ в (20) —Ё (2) <0. Поэтому в интервале (1, 2) существуют 
корни разности т. а и (=). Самый левый из этих корней, очевидно, можно при- 


чять за =: 
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ней полинома ТГ, (х), в который сместится влево после дифференцирова- 
‚ния корень $ полинома Г» (7), то в интервале (Ё’, х,) найдется некото- 
рая точка х,, в которой ТГ, (2.) =} (2), т. е. после первого дифферен- 
’цирования получим: 


а) Т. (1) =Т (2), Т, (=) =7 (2), Т,()=0, Ра; 


6) в точках, расположенных достаточно‘ близко к точке х, слева от 
нее, Т» (2) > 7 (2). 

Продолжая подобные рассуждения, убедимся, что после № диффе- 
ренцирований корень Ё полинома Т„(х) сместится в некоторый корень 
=“) полинома Т“” (5), правее которого найдутся точки х(® < 2%) такие, 
что 


о Шо ла. 
Так как, с одной стороны, 


$ | М 
М [р ет (5х) 
И (о) = Ти (во) пене" о = тах | Ти (а) е т, 
х 
а с другой — в силу неравенства Бернштейна, 


1” (20) = ТА? (0) = | Тя (5) | < шах | Г» (5) [-и^, 
х 


то 


и, следовательно, 


что и требовалось доказать. 

Из этой теоремы вытекает следующее обобщение теоремы 1.2 на 
случай произвольных тригонометрических полиномов. 

ТЕОРЕМА 1.2’. Всякий корень тригонометрического полинома Т,(х) 
порядка < п после [(К-|2п)еп 1] дифференцирований — сместится 
влево на расстояние а. 

Действительно, в силу предыдущей теоремы, после [(К- 2п)ел -- 1] 
дифференцирований самый правый в интервале (2 — 2л, 2) корень & 


Кл 
полинома Т„(х) сместится влево за точку 2 —-— —2л. Поэтому каж- 


дый из остальных корней полинома Т„(х), расположенных в полуин- 


тервале [& Ё- 2л), должен, очевидно, сместиться влево за точку 


Кл Кл 
2 —-„_, т. е. на расстояние в 


Замечание. Если число корней полинома Т„(х) не увеличивается 
после дифференцирования, то сумма смещений вправо корня 2; и влево 
соседнего с ним (справа) корня х;4., очевидно, равна 1441 — 4%, т. е. 
в этом случае сумма смещений всех корней влево и вправо после одно- 
го дифференцирования равна 2л. Отсюда, рассуждая так же, как в тео- 


\ 
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в 

реме 1.2, легко заключить, что для смещения по крайней мере одного 
Г 
корня на расстояние > „п 2л достаточно произвести некоторое число 
№ дифференцирований, где М < 2 + 5п; следовательно, после 22--5п« 
< Ц + 2п)ел-- 1] дифференцирований каждый из корней‘ полинома 
л 

Т„ (х) получит смещение > в одном и том же (в каком — неизве- 
стно) для всех корней направлении. 

Недостаток этого рассуждения состоит втом, что оно не дает возмож- 
ности сделать какое-нибудь заключение о скорости движения корней 
во вполне определенном направлении. 


$ 2. О максимальном числе корней некоторых трансцендентных 
уравнений 


Пусть Т»„ (2) — произвольный тригонометрический полином порядка 
не выше п. | 

В работе (!) была доказана теорема, согласно которой для класса 
функций / (2), абсолютно монотонных на полуоси (— со, 2л), любое 
о трансцендентное уравнение вида 


7 (2) — Т» (2) =0 


имеет в полуинтервале [0, 2л) не больше чем 2п -- 1 корней. 

В этом параграфе будут доказаны две теоремы аналогичного характе- 
ра (см. теоремы 2.2 и 2.3), роль которых в теории приближения функ- 
ций выяснится в $$ 9 и 6. 

Докажем сначала несколько вспомогательных утверждений. | 

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть при каком-нибудь натуральном [ у функции. 
й (2) существуют производные до .[-го порядка включительно, неотрица- 
тельные и непрерывные в некотором промежутке (а, 6) (или (а, 6], 
а<Ьр—2л, причем производная И (х) выпукла, и пусть какой-нибудь 
тригонометрический полином Т (5) интерполирует функцию Ё(т) с уче- 
том кратностей не меньте чем в 2М точках & ЗЕ <...<м полу 
интервала [6 —2л, 6) (или (Б—2л, 6]). Тогда если после 1-кратного 
дифференцирования разности К (х) —Т (+) корень этой разности Ём сме- 
стится влево в точку 8 так, что Е > а + 2л, то разность к (<) — 
— ТФ (2) будет. иметь в промежутке (Е! —2л, Е] не меньше чем 2№ | 
корней. | 

Доказательство. Будем считать, что [=1 (чтобы убедиться. 
в справедливости теоремы, достаточно, очевидно, рассмотреть только 
этот случай). 

Кроме того, будем считать, что &м=б (от этого предположения 
условия, содержащиеся в теореме, очевидно, не нарушаются) и что в 
промежутке (5 — 2л, 6], кроме точек &(=1,2,..., 2№), других то- 
чек интерполяции функции ^(х) полиномом ГТ (5) нет (в противном слу- 
чае справедливость теоремы 2.1 немедленно следовала бы из теоремы 
Ролля). Наконец, предположим, что Е (Е5м) > (Е) при всех ЕЕ(а, Ем) | 
{ибо в случае равенства К (Ём) =.К (Е) функция К (5х) вследствие моно- 
тонного возрастания и выпуклости была бы постоянной на всем проме- 
жутке (а, 6] и доказательство теоремы было бы тривиальным) 
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Согласно теореме Ролля, в сегменте [Е,, Ем] найдется по крайней 
мере 2М—1 точек Е; (#=1, 2, 3, ..., 2№), в каждой из которых по- 
тином 7’(2) интерполирует о й (5). 


ре 
ТЕЖ (&), #=2,3,...,0М. 


В силу выпуклости функции К (2), №’ (Ем) > К (&м —2л) [см., напри- 
мер, (3), $ 4. 141]. Рассмотрим отдельно случаи равенства и неравенства. 

1. Пусть А" (Ем) = № (Еьх — 2л). В этом случае, в силу монотонного 
возрастания (в слабом смысле) и выпуклости функции # (5), она должна 
быть линейной на сегменте [Ел — 2л, и 


#(2) = со а, тел -2л, м], с>0. 


Поэтому разность №’ (2) — Т*(2), будучи в промежутке [Ем — 2л, Ем] 
тригонометрическим полиномом (при #6 [Ем — 2л, Ел] разность 
К’ (х)—Т’(х)=с— Т’(х)) имеет на периоде (м 2л, В кроме корней 
=, и ВМ, еще по крайней мере один корень (ибо число кор- 
ней на периоде у любого тригонометрического полинома является четным). 


. Пусть № (Ем) > К (Ех —2л). В этом случае следует рассмотреть 
следующие две возможности. 


а) Если & < м, то, в силу соотношений 
Т' (ам — 2) = Т’ (м) = № (м) > № (Ем — 27), 
будем иметь: 
7’ (эм — 21) — № (В.м — 2л) >0, (>) 
а так как: 


Т (Ем — 2п) =Т (Ем) = Е (м) > К (Е1) =Т (Е), 


то найдется по крайней мере одна точка ЕЕ (Ех —2л, Е,), в которой 


Т’ (=) < 0, и, значит, 
(К (< 0. (В) 


Из (=) и (В) следует, что найдется по крайней мере одна точка 
В 6 (Ем—2л, Е) С (Ем — 2л, &), в которой 


Т' (8) = К (&). 
6) Если Ё& = &м Е . е. точка Ё& является 2М-кратным корнем раз- 


ности А(х) — 1 (5)), то, поскольку на периоде (&м—2л, Ем) всегда 
существует точка &’, в которой Т’(Е') =0, будем иметь: 


Т’ (Ем — 21) — К (м — 27) = № (65м) — К (бьм — 27) > 0, 
Т' (Е) — (5) < 0 
и, значит, опять найдется по крайней мере одна точка 


2 е(Ем—2л, ЕЁ] С (Ем — 2м, м) = (м л— 2, Ъ), 
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в которой 


Т’ (Е) =’ (&). 


Этим теорема 2.1 для всех случаев полностью доказана. 
Определение 2.1. Будем говорить, что заданная в промежутке 
[0, 2л) функция ф(х) принадлежит классу А\ (а) или Аз (а), где п—на- 


туральное число и а6[0, 2л] *, если: 
1) функция $Ф(2) является непрерывной вместе со сгоими производ- 


ными до п-го порядка включительно; 
2) при всех хЕ[а, 2м) имеют место неравенства 


ф(2) >0, Ф’(2) 20, ..., $” (1) 20; 


3) Ф(а) =Ф' (а) =... =$® (8) =0; 
4) при всех хЕ Го, Я] 


7$) 0: ое 
для функций классов А (а) и 
ф(2)>0, 9’(2)<0, $’ (2) > ., (—1)"5"(®>0 


для функций классов Аз (а). 
В силу этого определения, 


Ау (а) Аь(а) ау -а 


41 (8) > 48) 548 @)5. ь 


Примерами функций классов Аз (а) и Аз (а) могут служить аналити- 
ческие в интервале (0, 2л) функции соответственно вида | 


Ф(2) = ра ак (< — Ву ак41 > 0, 
| Е 
и со 
ф (5) = № ак (х — а) ‚ аж 0. 
ое 


ЛЕММА 2.1. Если функция Ф(л)6 41(0) = 41 (0), . 1 = [6пел] + 3, 
то, каков бы ни был тригонометрический полином Т„ (1) == 0 порядка 
< п, уравнение ф(х) — Т» (2) =0 может иметь в полуинтервале [0, 2п) 
не больше чем 2п +1 корней. 


Доказательство. Введем вспомогательную функцию 


Ф - | О , если х<0, 
ее Ф(2), если хЕ[0, 2п), 


и допустим противное — что некоторый полином Т» (1) порядка < пи ин- 


* Если а= 2л, то функция Ф(х) должна быть определена также в точке 2м. 
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герполирует функцию ф(х), а следовательно, и функцию Ф (5) по край- 
ней мере в 2п-+2 точках * <<... Зы из полуинтервала 
0, а ОЗЫ, ыы = 2. Тогда, о один раз поли- 
ном Г, (5х), мы получим полином Г»(5), который, в силу теоремы 2.1, 
‚удет интерполировать функцию Ф’(х) по крайней мере в 2-2 
гочках Е: 


ве 


и, кроме того, будет обращаться в нуль по ‚крайней мере в одной точке 
ес. Бин 9) Будем считать, что т. является первым корнем 
полинома Т»(7), расположенным правее точки Е. 

Учитывая теперь, что 

а) функция Ф’(х) удовлетворяет всем условиям теоремы 2.1, 

6) после (1 — 2)-кратного дифференцирования (1—2 = [бпел] + 1) 
корень г, полинома Г„(х), в силу теоремы 1.2’, сместится влево в не- 
которую точку 7 № на расстояние >> 4л (так что г” —4л < 0), 

в) вместе с корнем г сместится влево за начало координат ко- 
рень Е» разности Ф’ (2) — Г, (5): 


1 < 1— 
та > к О, 
мы, в силу теоремы 2.1, заключаем, что разность ФГ (2) — 7 (5) 
(1—1) (1—1) 
будет в полуинтервале (2 —2л, +2] содержать ие 2 корня. 
Но так как при ЕЕК — 2, С (— со, 0) Фо о (ху=Фрлото ло 


сюда следует, что число корней полинома — Т“`3(х) на периоде 
о — 2х, ЗИ будет >2п--2, что, очевидно, невозможно, ибо 
во (2) — не равный тождественно нулю полином порядка <п. Полу- 
ченное противоречие и доказывает лемму. 

ЛЕММА 2.2. Пусть ф, (1) и ф> (1) — функции, принадлежащие соот- 
зетственно классам Аз (а) и А?(а), О<а<_2л, и пусть 


<<... З&, и4, (5) 


о УВ (г) 
— две системы точек, удовлетворяющих условиям: 


ОЗЕ<Е<а, пос оал, —2п<т, Е 
фа (&5)==0, фе (Е) =0, 1=Ь 2. 


Тогда если какой-нибудь тригонометрический полином Т (5х) интер- 
полирует функцию $1 (7) (или ф›(т)) в тсчках системы (Ё) и обращает- 
я в нуль в точках системы (г), то полином Т’(х) будет интерполиро- 


* Так как из условий леммы легко вытекает, что всякая функция вила 
= с005& == 0 может интерполировать функцию у=Ф(т) не больше чем в одной 
очке, то, очевидно, ТГ» (2) = соп$6. 
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вать функцию Ф, (1) (соответственно Ф, (1)) в системе точек 


нЕ 


и будет обращаться в нуль в системе точек 


т, Ри 
при этом 
В ео. 
(8, — 2, п тег» м 
Доказательство. В существовании точек е са) быт И ый 


можно убедиться, применяя теорему Ролля. Чтобы Е в суще- 
ствовании корней г, и г,,,, достаточно заметить, что, в силу условий 
леммы, в промежутках (ера ви (г; Е) полином Т(х) обяза- 
тельно переходит от возрастания к убыванию или наоборот. Этим лем- 
ма 2.2 доказана. 

ЛЕММА 2.3. Если Т„ (1) — произвольный, не тождественно постоян- 


ный тригонометрический полином порядка не выше п, то среди чисел 
РО м (2.1) 


найдутся по крайней мере одно положительное число и одно отрица- 
тельное. | 


Доказательство. А) Предположим сначала, что Т„(х) — нечет- 
ный полином, и докажем, например, что в этом случае среди чисел 


ОО о О (2.1') 


найдется по крайней мере одно отрицательное число. Допустим против- 
ное, предположив, что 


| 


(0) бт Оле, ПОЮ 0. (о 2) 


1) Обозначим при каждом # =0, 1, 2,..., 21-2 через х® ай 
левый в полуинтервале (0, 2л] корень полинома Т®(2) — Т® (0): | 


7 (29) — 10) =0, Т® (2) —Т® (0) 0 при 26(0, 2®), 
й (2.3 
а бон о 

и предположим, что при каком- а целом неотрицательном КА 


К<2п +1, полином 7% (2) —Т% ’(0) я является отрицательным в интер. 
вале (0, х®)): 


7% (2) — 1% (0) <0 при 26(0, 2®). (2.4 


"Гогда если 21 — самый левый в (0, 2 ")) корень полинома ТО (х 


то. при всёх 26(0, 27”) С (0, 2®)), очевидно, будем иметь: 


ТО (4) < 0, зе (2, 
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тсюда, принимая во внимание неравенства (2.2), если А+ 1 нечетно, 

" К 

’нечетность полиномов Г», (2), Т» (2), ..., ТТ (1), если К--1 четно, 
к 

ледует, что Т%\ (0) = 0. и, значит, 


те (4) ры тен (0) == то (2) < 0 при 26 (0, же) РЕ (0, м 
(2.4”) 
[овторяя. проведенное рассуждение, получим: 


те) (0) — т (0)=...= "+ (0) =0 


к к 

.е. точка х =0 является для полинома ВЕ корнем крат- 
сти >2п -3—А и, следовательно, число К, при котором может 
меть место неравенство (2.4), должно удовлетворять условию 


8). (2.5') 
2) Сохраняя за 2) тот же смысл, что в случае 1), обозначим через 
‚ наибольшее в множестве {2, 3, ..., 2 +11} число К, ода. тем 
войством, что 
ТО (1) — ТФ (0) >0 для всех х6(0, 20) и {= 1, Эжанакй 20:6) 
ак что если А<2п +1, то 
7“ (2) — Т® (0 < 0 для всех 2Е6(0, т 6% 


В силу случая 1) [см. неравенство (2.5’)], число К будет удовлетворять 
условию 


Зои. (2.7) 


Далее, обозначим через у, у2,...,И все различные точки из полу- 
интервала [0, 2л), в которых полином Т„(х) обращается в нуль: 


ол блум 


Так как, по предположению, Т, (х) — нечетный полином, то, очевидно, 
и=2. 

После первого дифференцировавия мы получим полином Т, (4), ко- 
горый, в силу теоремы Ролля, будет обращаться в нуль по крайней 
мере в / различных точках У из интервала (0, 2л): 


о 0-25) 
Гак как в силу (2.3) Т, (0) =Т, (2), то существует по крайней мере 
эдна точка УМЕ (0; 202), в которой Т» (и) —=0, а так как вследствие 
2.6) и (2.2) пр а 26 (0, 20) Та) > Т, 0 > 0ло < и, 


‚ледовательно, у 6(0, У). о учитывая нечетность полинома 
Г„ (2), заключаем, что полином Т» (7) обращается в нуль по крайней 
мере в +2 различных точках у) из полуинтервала [0, 2л): 
; (2) (2) 
<<<... кун =жт-у, 
ПА) = 0 ‘ем, Эмиль, 


0 = 602) 
У (2 : 8") 
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и и—а—__иииииииииии_э___—У 


т. е. если условия (2.6) выполняются при К>2, то после двух диф- 
ференцирований число различных корней полинома Т„(х) по сравне- 
нию с числом корней полинома Т„(лх) увеличивается не меньше, чем 
на 2. Повторяя проведенное рассуждение, убедимся в том, что после 


Е =2 [= дифференцирований мы получим полином Г ® я); который в 


полуинтервале [0, 2л) будет иметь > }. + Ё различных корней и, значит, 
в силу теоремы Ролля, полином Т» о (2) в интервале (0,2л). будет 


иметь >/-- К различных корней, а полином мы (2) в интервале 
(0, 2л) будет иметь >/-—1>А--1 различных корней. 


Учитывая, наконец, что, в силу случая. 1), полином Ть мые. (2) будет 
иметь в точке х=0 корень кратности > 21 +3 —#—2 = 2” Я 1—№ 


заключаем, что полином Т 2) (2) на периоде [0, 2л) имеет в об- 
щей сложности >А--1-2п-+1—Ё =2п-2 корня, т. е. мы опять 
приходим к противоречию. Этим лемма 2.3 для случая А) полностью 


доказана. 
Б) Для четных полиномов справедливость леммы следует (путем диф- 


ференцирования) из доказанной в А) справедливости этой леммы длв 
нечетных полиномов. 

В) Если Т (5) — произвольный тригонометрический полином поряд- 
ка не выше и, то представим его в виде суммы нечетного и четного 
полиномов порядка не выше п: 


Т (2) = Т, (2) - Т› (1), 
где . 


| 
ТЕТ, Тя= Ф-Т. | 
- | 


Тогда из предположения, что Т®) (0) > 0, &=1,2,..,2п-+- 2, будет сле- 
довать: 


Ого ПОЕТ 1 
и, аналогично, | 
20 > -РО) моо РОО, 


что противоречит тому обстоятельству, что для нечетных и четных по- 
линомов лемма 2.3 уже установлена. 


Этим лемма 2.3. полностью доказана. 


Замечание. Полагая 
п (2) = В зах -Е 6. зщ 25+... + Бы зш их 
и решая относительно 6, 6,...,6б„ систему из п -- 1 уравнений 
Та (0) = сы № Оо, и (2.9) 


ГД@ Сл, С3,..., Сп: — заданные числа, легко найдем, что для совмест- 
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ности системы (2.9) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 


Аа 3". п с 
ве" в пз — сз 
ВЕ 35. 0 с5 ыы 


ПИ Шо о вы Е бо а а д = р. С—1 Мы == 0 (2.10) 


5 ооо ею во са а а, а 


1 рта Зап. г па Г и 


где М», — миноры элементов (— 1)* 1 с = дю еее 
В силу леммы 2.3, легко усмотреть, что все эти миноры являются 
положительными: 


КО онеьны, до вазе РИ 


Наоборот, если алгебраическим путем доказать положительность 
всех М» 1, то отсюда будет следовать утверждение леммы 2.3*. 

ТЕОРЕМА 2.2. Пусть Т»(х) + 0 — произольный тригонометрический 
полином порядка не выше п, ав [0, 2] и [= [бпел] + 3. Тогда если 


ф! (2) 6 41 (а), то каждое уравнение вида 
| фл (2) — Т» (2) =0 (2.117) 


имеет в полуинтервале [0, 2л) не больше чем 2п |1 корень, а если 
фо (2) Аа (а), то каждое уравнение вида 


Фз (2) — Т» (2) =0 йа 


имеет в полуинтервале [0, 2п) не больше чем 2п -- 2 корня. 
Доказательство. Так как уравнение вида (2.11”) после диф- 
ференцирования сведется к уравнению вида (2.11’), то доказательство 


достаточно провести только для уравнений вида (2.11'). 
Положим 


© - | 0, если х<а, 

фг(х), если хЕ[а, 2п), 

и обозначим в порядке возрастания все корни уравнения (2.11°), со- 
держащиеся в полуинтервале [0, 2л), через 


& <<... ЗЫ, О<Ы, м 2м. (2.12) 


Еудем доказывать от противного, предполагая, что М > 2п - 2. 
Если бы оказалось, что ф. (&,) > 0, то тогда во всех точках Ё: (1 = 
=4, 2,...,М№) полином Т„(2), очевидно, интерполировал бы также 


* Примечание при корректуре. После сдачи работы в печать нам 
удалось алгебраическим путем обобщить лемму 2.3 на почти периодические поли- 
номы Т(5) вида 

и 
Т (=) = 6+ У (2; 08 Ак 2-Е Вх эш Мк 2), 
К=1 
где ау, В„, Аки рх— любые действительные числа. 


186 В. К. ДЗЯДЫК 


< 


функцию Ф (2) 6 41 (0) и мы пришли бы к противоречию с леммой 2.1. 
Поэтому мы будем считать, что ф, (Ё,) < 0 и, из подобных же сообра-- 
жений, что ф, (Ём) > 0. В таком случае 
Т» (Ем — 21) = ф: (5) >0 
и 
| Т» (81) = $1 (81) < 0; 

следовательно, Т» (2) = с0п$ё и найдется по крайней мере одна точка’ 
г: 6 (Ем — 2л, Е,), в которой Т»(г1) = 0. 

Аналогично, если бы оказалось, что ф, (&5) >0 (т. е. > а или же 
Е, «а, но ф1 (&) = 0), то полином Т,(х) интерполировал бы ‘функцию. 
Ф(5) в точках &, &,..., Ём и в точке г, 6 (Ем — 2л, Е) С (Ем — 2м, а), 
т. е. опять в М>2п- 2 точках, имы снова пришли бы к противоречию 
с леммой 2.1. Поэтому, пользуясь аналогичными соображениями в. 
отношении точек Ём_, и &м, мы можем считать, что 


а ао 


Отсюда, принимая во внимание, что в точке г: 6 (Ем — 2лм, Е). Ти (71) =0,. 
в силу леммы 2.2, найдем, что полином Т,(х) будет интерполироваль. 
функцию ФТ, (2) в некоторой системе точек | 


< < СВ о - 
и обращаться в нуль по крайней мере в двух точках. 
ри, пы | 


Если снова окажется, что 


а ы Она а м оао 


то мы опять применим лемму 2.2 и будем проводить аналогичные рас- 
суждения до тех пор, пока после некоторого числа А дифференцирова- 
ний, ^ «М —З3 *, не получим полинома Т (=), интерполирующего 
функцию ф‘^ (2) в некоторой системе точек 


(^ А А 
<... ЗЕ 


(из которых, например, только &^ будет «а или же несколько пер- | 
Х) = (А 
вых точек будут «а, но $‘ (ЕС й = 0) и обращающегося в нуль в си- 
стеме точек 
(^) (^ у\ 
<<... <, 
^ © х х 
где 7 > М. 27 и <. 
Отсюда следует, что полином ТГ (2) будет интерполировать функ- 
цию Ф)(5) по крайней мере в 2и +2 точках 
| 09 „0 (ЕО) 0 х 
С о о (2.13) 


г Если бы мы дошли до /, = М— 2, то тогда, очевидно, число корней полинома 
Т» (2) на периоде было бы >2М -{ 1, и мы сразу пришли бы к противоречию. 
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Повторяя рассуждения, ‘которыми мы пользовались в пунктах а), 
6), в) доказательства леммы 2.1, найдем, что корень Ём уравнения 
Ф (2) — Т, (2) —0 после 1—1 = [бпел] +2 дифференцирований  сместит- 
ся влево за начало. А отсюда, в силу теоремы 2.1, следует, что после 
(1 — ^ — 1)-кратного дифференцирования разности Ф® (х)—Т® (2) все 
корни (2.13) этой разности (которая при х <0 сводится к— Т®\(2)) 
сместятся влево за начало и, значит, полином ТГ“? (5) будет иметь на 
периоде < 2п--2 корня, что невозможно, ибо Т„(л) =Е сопз6 и Т„ (2) 
имеет порядок < и. Полученное противоречие и доказывает теорему. 

ТЕОРЕМА 2.3. Пусть в интервале (—л, п) заданы функции ф(2) и 
Ф (2) со следующими свойствами: 

1) функции ф (2) и Ф (х) существуют и непрерывны вместе с произ- 
водными соответственно до 2п-го и 00 2п -- 1-го порядков включитель- 
но; 

2) при х6(0, п) все производные от функций ф (2) и Ф (2) до 2п-го и 
соответственно 2п-+ 1-го порядков включительно являются неотрица- 
тельными; 


3) ф(2) — нечетная, а ф (1) — четная функции. 
Тогда если Т, (2) — произвольный нечетный, а ИУ (2) — произвольный 


четный тригонометрические полиномы порядков не выше п и не равные 
тождественно сот, то в промежутке (— п, п) всякое уравнение вида 


$(2)— 1, (2) =0 (2.14) 
имеет не больше чем 2п |1 корней, а всякое уравнение вида 
Ф (=) — 1, (1) =0 (2.14") 


имеет не больше чем 2п {+ 2 корня. 

Доказательство. Так как уравнение (2.14”) после дифференци- 
рования сведется к уравнению вида (2.14’), то доказательство достаточ- 
но провести только для уравнения (2.14’). Будем доказывать от про- 
тивного, предполагая, что уравнение (2.14”) имеет > 2п +2 корня 

Е (— лм), = 2.4. 2-2. 
Если мы, сверх того, предположим, что 
Е = 6. = 6 =... = ба = 0, : 
то отсюда сразу будет следовать, что разность ф(2)— 7, (2) (а значит, 
и функция ф (2) в точке х=0 имеет ^ производные до 2п- 1-го 


порядков включительно и что все эти производные равны нулю. Отсюда, 
в силу условий, которым удовлетворяет функция $Ф(т), мы получим: 


И (0) Я ф' (0) > 0, ТЕ (0) == ф” (0) — 0, В. Т, (0) = = ф” (0) > 
‚ 2” (0) = $27 (0) = 0, 


2”) (Ах) — ф(2”) (0) 
Ах 


феп+ь (0) = ф"+о (0) = ый И" (0) =0 


а ах 


и, таким образом, придем к противоречию с леммой 2.3. 
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7’ 
‘Поэтому будем считать, что среди корней &; уравнения (2. 14’) име- 
ются корни, отличные от нуля. В ты случае полином Т, (2) будет, 


очевидно, интерполировать функцию ф (1) по крайней мере в 2п +3 
точках 


Е ЗЬ<... Зи ЗЫ <. . . Зла, 


где за = Ом Е бак 9. а, п 1), из кромежово 

точка т; =л6(&+., & - 2л) будет служить корнем полинома и (%). 
Докажем по индукции, что после у дифференцирований (у < 2п —1) 

полином ТР (©) будет интерполировать функцию ф“” (х) по крайней 


мере в 2 [3 — у точках ° из интервала (—л, л): 


я ПЕ 


(Е) 
: ь 21 -54— 
5) = — Биау- рае 


и что в интервале а л— бы) = (бана, т — Е”) существу- 
ет по крайней мере у-- 1 корней г) полинома Г (%): 


) 
а р. Е Оу.) Е М, За, 
(") 


ь У 
нЕ В О [3]. 


Действительно, предположим, что данное утверждение верно при | 


некотором натуральном У<2"п— 2; не ограничивая общности, будем 


считать, что в интервале (— гм, г“) все точки интерполяции функ- 


ции $” (2) полиномом то (х) содержатся в системе (Ё) и что все корни 
полинома ТО (=) из интервала (он ЕЙ содержатся в си- 
стеме (г). Тогда 

1. сли 20 (#0...) = $” (., ))=0, то, в силу четности на (—л, п) 
функции |Ф° › (2) | и ее монотонного возрастания (в слабом смысле) на 
[0, л), при всех 


хе ие [2% Я 
будем иметь: 
$ (#)=0; 
значит, для полинома т (2) все точки | (1 =1,2,..., 20 +3 —\) 


являются корнями. Таким образом, в этом случае полином Т и ›() на пери- 


оде [&^, 2л-+ &”) имеет > (2п + 3—5) Ру+1=2жт44 корня, и мы 


приходим к противоречию. 


ели РО, у) = $” ры 50 то, принимая во внимание, 
что в точке 1 ,, очевидно, 


(+ + + мя 
РО (ера) = 9 о ‚)>0 
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и что в то же время в интервале (Е, ;_,, г ”) найдутся точки строго- 
го убывания полинома 7” (4) (ибо 2% (оз) > РО (г) = 0), заклю- 
Заем отсюда, что найдется по крайней мере одна точка г“ [ЕЮ г“), 


(+1) тот 
в которой 7» (т '’о)=0*. Будем считать, что точка г“*Э есть бли- 
(у т 
жайший к г“ слева корень полинома и (х) (так что, очевидно, 
м г“ (Уи) У , 
при всех тЕ (т; ) г (х) < 0). Тогда если окажется, что 


фе (У 
( )-=0, то, в силу четности на (—л, л) и монотонного возрас- 


Е. на [0, З укцаи | ФТ? (2) | (ибо +1 < 2п), полином 1©*1(з) 


будет иметь >2п--2— у корней в точках Ё”*Ъ; 
О) — ов _ (Ут) ге, У+1 
тт <& ео эт Е ) [2 [Е®, Е, 


«ее зори бы 


. (5) 
из промежутка (— тг, т?) 5 [7,0 и ^ корней г... ро 
из промежутка ["{”, 2л —г”], т. е. полином 20° (х ). на периоде 
(У+1) 2 са б у Б) 
{м „2л-г ] будет иметь >> 2п -- 2 корня, и мы снова приходим 


к ео 
Е У+ 5 
Если же ф°"? (=**2) > 0 = 70*1 ("°*5), то полином 161 (х) будет 


в промежутке |-— +: Еи+»—| интерполировать функцию $Ф“*1 (7) 
по крайней мере в 2п | 2 —\ точках 


(+1) (У-+1) 
1 < ос те, 
которые все будут содержаться в интервале (— г“*Ъ, ВЕ ибо 


+ + 
т ЕСТЬ ‚и, в то же время, 


Ра) = ФЕН), ТЕР ОР") О от. 


2п-+2—у эт-9— 9), 


п (У 
Кроме того, полином ТТ? (2) будет иметь в интервале 


ЕО о ве ОУ 


2эпт2— у, 


по крайней мере * -|--2 корня 


+ + = + +1 
я 
А Е 1 
о | - о 


Этим индукция доказана. 
Полагая у = 2п —1 и повторяя рассуждения, которые мы провели 


для случая 1 и для начала случая 2 (до сноски), легко найдем, что 
ий (2%) в | < 
полином Г,’ (5) имеет на периоде >2п--1 корней, что невозможно. 
Теорема 2.3 полностью доказана. 
Примеры. Кроме функций у == 2* (К =1, 2,...), важным для даль- 
нейшего примером функции, удовлетворяющей условиям теоремы 2.3, 
является функция 


у = $: (<) = — № (2соз 5). 


* Отметим, что рассуждения, которые мы проводили до сих пор, начиная со 
случая 1, верны также при \ = 2" — 1. 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Действительно, для этой функции имеем: 


, ай Г 1 п! Я ; ; 7\> 
у = а УЕ у 9 е?У, ТУ = 2 -- 4е2ч. (у’),... | 
= " с05° — 
2 


Замечание. Доказывая от противного, легко обнаружить, что 
если уравнение (2.14’) или (2.14”) имеет 2п -|-1 или соответственно 


2п - 2 корня, содержащихся в интервале (—л, л), и Х, — самый пра- 
вый из этих корней, то при всех х6(Х., пл) будем иметь: ф(2) > Г» (2) 


и, соответственно, ф (2) > та (5). 


$ 3. 0б одной тригонометрической интерполяционной формуле 
для случая равноотетоящих узлов 


Пусть сегмент [0, 2л] разделен на 2п--2 равные части точками 


л 2л Кл 21 14 Е 
О а (3.1) 


ао 


и пусть требуется построить полином порядка < п, принимающий в. 
этих точках соответственно значения, равные ук (Ё =1, 2,..., 21-1). 
Хорошо известно, что поставленная задача решается полиномом Т„ (т) 


вида 
2т--1 
. Л о 
1.(2)= У укй (т), (3.2) 
&—=1 
гле и о о Ж-—< 
д шт 2 а ны 
1» (7) = т. — 21 2. —* .—х хх К (3.3) 
Зее с ваее _ К ооо 
2 7 2 2 


Покажем, что для узлов вида (3.1) элементарные полиномы {„(2), 
а с ними и полином Т»(т), можно преобразовать к более удобному виду. | 


Положим 
эт-1 


:(=) = |] т = (3.4) | 


К—1 


Тогда, принимая во внимание, что в силу (3.1) 


= ть АЕ ва = 811 т = : НЛаТИ аа , 
за А за =. „пли в ея 
Иж Инн АО и тк) р зе ьде ФЛеВРЧЬ Г 
= о р -* к" зш она а ры 
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получим: 
я, 2 2 Жо т. т. —< 
м аи О На 
2 2 2 
АА. мия Е 4 
и ) т 51 ЗИ к. а 2и+1 в (— 1) (0) 
2. Ра 2 72 х 
зш -* зи _® 
2 я 
Подставляя это значение в (3.3), найдем: 
т 
а 
— > г . й 
В алом 5. (3.3) 
СТЕНЕ 
2 
и 
2т--1 311 
(2) \ к 2 
о (3.2') 
Е (0) . 2— 
й =1 З1И - 
2 
Гак как, очевидно 
эт-+1 за 
# (1) < ( 1) 2 ре 
т ==.л 
1 (0) ны та 2 те 


го в том случае, когда в полуинтервале [0, 2л) задана некоторая функ- 
ция | (т), мы для разности А„(х) между этой функцией и полиномом 
Г (2) = Т„(}; 2), интерполирующим ее в точках х», получим следующую 
формулу: 


эт г. 
В) (5) = (2) — 1:2) =; ты у И ® — Л —— 8.5) 
К=1 И 5 


Замечание 1. Формулу (3.3’) можно было бы получить также 
'ри помощи следующих рассуждений. Так как полином 


1 (5) 
т— у 
2 


бращается в нуль в точках 21, 7,,..., Хуа, Ха, .-:, та, ТО его 


тк (2) = 
яп 


т 


Г 7х 
‹орни, расположенные на сегменте ея, ва я ‚ являются сим- 


бя 
к 
етричными относительно точки Е Кроме того, этот полином отно- 


т. 
ительно точки 2 является нечетным, если Е — четное (м, следова- 


1 


ельно, 1 =) ), и четным, если К — нечетное. Поэтому 


2 


та (0) = (— 1) "ча (2). 
0+ 
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Далее, в силу того, что . 


2 (=) 
Й 
Ш р] 


(т) = = с. тк (т), (3.6) 


где с выбрано так, что 


, (тк) =1 = СТк (тк), 


имеем 
1 ([—11 1 с 2 
тк (2у) тк (0) 1 (0) ве 


Подставляя найденное для с значение в (3.6), получим формулу (3.3’). 


Замечание 2. Отметим, что при каждом фиксированном г после- 
довательность множителей 


А 
81 —5- 
2 
Я Г КИ (3.7) 
$Ш р] 


в формуле (3.5) как слева, так и справа от точки х, монотонно убывает 
при удалении точки 7х от точки х, ибо при всех тЕ(О, 2л), х + ть, 
х = Тк-а, 


К ‚РЕ 
51 —- зш —5 га 
2 —х бк 
шт —5 а Рав 
1. :: К = . 3% х 
= ————_ зщ [ сов 2 а ТЕРЬ — а сов РЕ а 
к —х ту —2 2 2 р 2 р) 


51 2 Ш РОЩЕ 


я т т 
$ +1 ВЕ Г Е: К 
— 5 —— | ©0858 — 91 — — ЯП оо 
2 еее нЕ: ) | 
или 
пик ВН ВЕ 
т -—- а эт —5 е- 9ш— 5 (3 ) 
‚Як 21—22 ‚бк +1 2 - ы 
51 10 р. т —5 911 5 


Из этого равенства, в частности, вытекает следующая нужная нам. 


в дальнейшем формула: | 


Е Як-+1 их 
3 —- эт —5 $1 515 | 
х тн х т. + а (3.9). 
к ._ ка О О наи 
ш—>5 51 2 эп 5 ‘ЗП 5 | 
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$ 4. Интерполирование в промежутке [0, 2х) функций вида 
со 
Ф (2) = $ акк (ак > 0) в равноотстоящих узлах 
- ь К—0 
Прежде чем приступить к формулировке и доказательству основной 
` этом параграфе теоремы 4.1, условимся в некоторых определениях 
я докажем ряд лемм. 
`_ ЛЕММА 4.1. Пусть тригонометрический полином Т (х) удовлетво- 
ояет следующим условиям: 
1) Т(2) пересекает кривую у = 1? в К точках (> 3) 


а а (4.1) 
причем х,— > 0; | 
2) Т (2) пересекает в интервале (тэ, 13) кривую у = — 1?; 
3) в полуинтервале (тк — 2п, 21| полином Т (5) имеет 1 корней (1> 0): 
а м, а по. (4.2) 


` Тогда  полином Т\(1) является полиномом порядка не ниже 
2%+1—1)| (через [...] обозначена целая часть). 

—— Доказательство. Так как в случае 1 =0 лемма 4.1 является 
‘'ривиальной (в этом случае разность (7 (5) — 1*)" = Т”(х)—2, в силу 
еоремы Ролля, имеет на периоде >ЁМ— 2 корней и, следовательно, 
толином 7”(51), а значит, и полином Т(5) имеет порядок не ниже 
Ве 1) — [5 (Е О— 1) ‚ то мы ‘будем считать, что [> 0. Кроме 
ого, будем считать (очевидно, не ограничивая общности), что в систе- 
е (4.1) содержатся все корни уравнения 7 (5) — 1? =0 из промежутка 
п, г. | 27), а в системе (4.2) — все корни полинома 7 (5) из промежутка 
Хь — 2л, 11|. В таком случае из условия 2) следует, что в точке 1 
толином 7 (5) пересекает кривую у= 1? сверху вниз, а в точке 2, — 
низу вверх, так что 


ТГ’ (21) >25, Т’ (в) 2 (4.3) 


‚ Далее, 
АР а 1 аж. 


Принимая во внимание, что 
Гек 2м)=Т (ра Т (ада 0, 


егко убедиться, что число [ корней полинома Т(5), содержащихся 
‚ полуинтервале (хх — 2л, 1], является четным (ибо если т. =Е0, то на 
‹онцах промежутка [1х — 2л, х:] Т (12—27) >0 и Т (21) 20, а если 
я =0, то Т (2х — 2л) > 0, Т (11) =0и Т’ (51) >0). Аналогично является 
етным и число № точек пересечения кривой у = 1? полиномом Т (т) 
‚ полуинтервале [71 г, | 2). Действительно, так как 


Т (п) =Т (1 -- 2м) = 0, 


* Знак равенства, очевидно, возможен тогда и только тогда, когда г] =: 41 = 0. 


494 в. К. ДЗЯДЫК 


= 


то Т (п) < и Т (г: + 2п) < (т: + 2п)?. Отсюда видно, что если Г: 2% 
то на концах промежутка [т1, г. -- 27] Тит и Т(и.-+2м)< 
25. + 2л), а; евли. рта: ==, мо’ Г) 0, Тв) = Т’ (2) >0 
и Т(г, + 2м) < (г, + 2п)?. Поэтому во всех случаях число К [Г также 
является четным. 

Рассмотрим два возможных случая. 

4. Пусть 2, <0. В этом случае полином Т(х) будет в интервале 
(тр, 1.) сначала возрастать, а затем, достигнув наибольшего на [7т, 25] 
значения в некоторой точке ЁЕ(т, 15), начнет убывать. Вследствие 
этого, Т’(&)=0 и, в то же время, в интервале (Е, х›) найдется точка. х,, 
в которой Т’(2') = 22, (ибо Т’(&)>2Е и Т’ (45) < 21). Аналогично, 
в силу того, что 

1—2 —2л< п, 

в интервале (12,_'—2л,г.) найдется точка п, в которой Т’(п) = 0. 
Поэтому полином 7’ (5) имеет в полуинтервале (к — 2л, Е] по крайней 
мере [--1 корней т, ИЕ п: Корень и =1—в интервале 
(тк - 1 — 2л, г:), [—1 корней Е полуинтервале (г\, 71] и корень 
71+1 = & > г. Кроме того, полином Т’(5) имеет с ‘функцией у = 2х п 
крайней мере К — 1 общих значений в точках 91, 2, ..., Я Которые 
содержатся в интервале (нь п: + 27), ибо д >Ё-=Рыа и, в то же 
время, хи: 6 [хк_1, п:  2л), т „6! Чиа 2 бое оь 
и Т’( Е 2л) =Т’ (т!) =0<2(т. + 2м)). 

Таким же путем можно убедиться, что полином Т”(2) имеет по 
крайней мере [--1 *. корней хо т, Ви РН, содержащихся в интер- 
вале (7, ,— 2п,т,..): корень 7’— в интервале (1’._, — 2л,г.), корни 
т, ое и интервале (",, ны) и, кроме того, по крайней мере 
Е —2 точки пересечения с прямой у =2, абсциссы которых содержатся в 
интервале (а г ++ 2л). 

о Отсюда, в силу теоремы Ролля, следует, что Т”(х) имеет по край- 
ней мере [ корней, содержащихся в интервале (77, г..‚), и К — 3: корня, 
содержащихся в интервале (г.,,, т, - 2л). Поэтому, в силу четности 
числа А --[, полином Т” (5) имеет на периоде по крайней мере # -1 НЫ 
корня и, значит, полином Т (5) является полиномом порядка ве ниже 
+12) =[5.&+1—1]]. 

2. Пусть 1х. >0. В этом случае полином Т (2), пересекая, согласно. 
условию, в интервале (х., 23) кривую у -= — 127, будет в некоторой точке 
ЕЕ(то, 23) достигать своего наименьшего на [х», 23] значения. Поэтому 
Г’ (5) =0<2. Так как, в то же время, в интервале (&, 25) существуют 
точки 7, в которых Т’(2)>25 (ибо Т (13) —Т(Е)>8> 28 — Ё?), ‘1% 
в Е (Е, хз) найдется по крайней мере одна точка и, в которой 


Т’(т,) = 2х.. Отсюда следует, что полином Т’(2) имеет в О 
(2 — гы В по крайней мере 1[--2 корня Ту Г.” Коренв | 
г, —в интервале (тк, — 2л, г!), [—1 корней Нм ....Г,— в интервале 


шего в интервале (7;, ) значения, и корень л,,, =Ё. Кроме того, поли- 


| 

т т), корень г’. — точка, в которой Т (х ВО своего наиболь- 
1+1 | 

| 


* Точнее, [+ 2. 
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ом 7’(5) имеет с функцией у=2х по крайней мере &—2 ‚общих 
начения в точках НН еек „› содержащихся в интервале (то, ? --2л); 
ри этом точка 21 6 (5, 13), а остальные точки 45,..., хь» содержатся 
промежутке [хз, г, -- 2л). 
Далее доказательство заканчивается точно так же, как ив случае 1: 

и) имеет 1-2 ор и >А— 3 точки пересечения с прямой 
=2, 7" ' (<) имеет >[--1-- ((—4) =1-+^—3 корня ит. д. Лемма 4.4 
олностью доказана. 

Замечание. Из приведенного в начале доказательства леммы 
ассуждения видно, что в случае, когда [=0, для справедливости 
тверждения, содержащегося в лемме 4.1, достаточно только, чтобы 
олином Т (5) пересекал кривую у 2 в. К, точках о ле 

В 2. 
В дальшейшем важную роль будет играть следующая двузначная 
ункция: 


Ф, (5) = |=, 1— натуральное число, 6 (— оо, оо). (4.4) 


Назовем кривую у= |х | верхней ветвью, а кривую у ==— |2|'— ниж. 
ой ветвью функции Ф, (2). Кроме того, назовем кривую у= |5 |' 9105 
озрастающей, а кривую у= —|2|'310пл — убывающей ветвью функ- 
ли Ф, (т) и будем считать, что 

Е ки ор Ае 


Определение. Будем говорить, что полином Т(5) имеет в про- 
руке [Е, ] уклон вверх (вниз) по отношению к функции СФ; (т) 
= с0136 >> 0, [>> 2), если существуют по крайней мере две точки 
@ [Е, 1] и ВЕГЕ, 1], “«<В, в которых выполняются неравенства: 


Т (=) < —| СФ; (а)| (соответственно Г (&) >! СФ, (&))), 


| 
Т’ (В) > |СФь (В)! (соответственно 7” (8) <_— | СФ, (8)!). (4 

Два уклона будем считать различными, если они или сами имеют 
›отивоположные направления (т. е. один из них направлен вверх, 
другой — вниз), или если между ними содержится уклон противо- 
ложного к ним направления. 

Чтобы указать, где данный уклон расположен, мы будем еще гово- 
ть, что уклон определяется точками 4 и В, или что уклон расположен 
окрестности точки 2, если 7 — точка из промежутка [а, 1]. 

В качестве такой точки мы всякий раз, когда это будет возможно, 
дем брать точку, в которой Т (52) = Сл". 

Будем говорить, что на промежутке [Ё, 1] полином 7(х) имеет № 
лонов, если на [Ё1] существует № уклонов, которые являются 
очередно уклонами вверх и вниз (или вниз и вверх) и при этом 
чки ©, В1; 4», Вз;...;@м, Вл, Которыми соответственно определяются 
и уклоны, могут быть взяты таким образом, что будут выполняться 


равенства: 


За ЗВ ож <<... 3 Чн < Вы < 1. (+) 
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Кроме того, будем говорить, что на промежутке [, 1] полином 7 (2) 
имеет № уклонов, расположенных в окрестностях точек 21<5<..< а 


если промежуток [&, 1] можно И. на /М частей точками 


Е = < 1: < & < 1 < < 1 =1 


так, чтобы полином 7 (2) в промежутках [25 "Ш, [52, Па . м, м 
имел М уклонов с последовательно противоположными направлениями 
и чтобы при этом 

1) каждый из промежутков [8 ';]| содержал в себе м к | 
о; и В, где о; и В; —точки, определяющие соответствующий уклон. 
а 

2) при каждом #=1,2,....№ ЗВ и <. 

ЛЕММА 4.2. Для того чтобы в промежутке [&, 4] полином Т (2) 
имел относительно функции СФ, (2), С`>0, [>2, увлон вверх (вниз), 
достаточно, чтобы в этом промежутке нашлись по крайней мере две 
точки ЕЁ и т, &<\ь, в которых имеют место соотношения: 


Т (1) < —|СФкЕ)|, Т()>|СФкт| (4.6) 


(соответственно Т (1) >! СФЕ(Е)|, Т (т) < —|СФить) |. 
Доказательство. Из соотношений (4.6) вытекает, что на отрезке 
[Е., 1:] полином Т (5) получает приращение, которое больше, чем при- 
ращение возрастающей ветви функции СФ, (5) на этом отрезке. Поэтому 
найдется по крайней мере одна точка ВЕ[Е1, 1: С [&, 1], в которой 
Т’ (В) > |СФ. (В) |. Это неравенство вместе с первым из неравенств (4.6) 
и доказывают лемму для случая уклона вверх. Случай уклона вниз 
доказывается аналогияно. | 
Замечание. Так как`при наличии точек & и \., в которых имеют 
место неравенства (4.6), очевидно, всегда найдется по крайней мере 
оцна точка ХС (Ё, 1), в которой Т (2) = С2' (ибо Т (Е) < — | СФкЕ)| < 
< СЕ и Т(\т,) > С|Ф (п:) | >> С1!), то мы имеем право утверждать, что 
уклон, о котором идет речь в лемме 4.2, расположен в окрестности 
той точки 2 (или одной какой-нибудь из таких точек) из промежутка 
(Е1, 11), в которой полином Т (5) интерполирует функцию у = Са". 
Следствие. Между уклонами вниз и вверх (вверх и вниз) полинома 
Т (5) относительно функции СФ, (х) всегда содержится уклон, вверх (вниз) 
полинома Т’(х) относительно функции СФ; (х). При этом, если уклоны 
полинома Т (т) определяются соответственно парами точек ол, В, и 4, 
В», то уклон полинома Т’(х) будет расположен в промежутке [В., В2] 
в окрестности той точки 2’ (или одной из таких точек) из интереала 
(Вн, В2), в которой Т’(х) интерполирует функцию у = С Цай -1. 
Действительно, так как из определения уклонов вниз и вверх 


полинома Т(5) вытекает, что в точках В, и В», В, < В, имеют место 
неравенства 


Т’ (В1) < —С|ФИВ)| и 1’ (В) > СФ), 


то доказываемое утверждение немедленно следует из леммы 4.2 и за- 
мечания к ней. 
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ЛЕММА 4.3. Пусть при каком-нибудь натуральном 1>3 дифферен- 
ируемая в промежутке [— п, а], а>0, функция у(тх) обладает свой- 
твами: 

1) при всех хе (— п, а] %(х)> [СФ (т) |, 

2) при всех х6(—п, а] \'(х) > | СФ, (=) |, 
‚ пусть тригонометрический полином Т (х) пересекает кривую у =\(т) 
двух точках с абсциссами с: и с», где —п<Зе «с <а или же 
-л<« << а, так, что при с. «с» кривая у =Т (2) в достаточной 
лизости справа от с, расположена над кривой у =у(х). Пусть х’ — пер- 
ая точка из полуинтервала (с1, с›] *, в которой Т’(х') =\'(т’) **. 

Тогда если справа от с, полином Т (5) имеет уклон вниз (по отно- 
иению к функции СФ, (т) и этот уклон определяется точками а и В, 
134 <В, то полином Т’(х) в промежутке [х’,В] будет иметь уклон 
низ (по отношению к функции СФ, (2)) и этот уклон будет расположен 
' окрестности той точки 2’ (или же одной из таких точек) из проме- 
кутка (х’, В), в которой Т’(=2’) = СИ’) 1. 


С = сопз6 >> 0, 


Действительно, так как, с одной стороны, 


Т’(1') = (2) > [СФи=)|, 


‹ с другой стороны, в силу определения уклона вниз, 


Т’ (В) < —|СФи В) | 
я при этом, очевидно, Вх’ (ибо Т’(В)< 0), то утверждение доказы- - 
заемой леммы немедленно следует из леммы 4.2 и замечания к ней. 
ЛЕММА 4.4. Пусть $(1)— функция, определенная и непрерывная 
‚месте со своими производными первого и второго порядков в некотором 
промежутке [— л, 6], < р <л, и пусть при некотором натуральном 
> 3 для всех хе (—л, 6) 


р(2) > |СФ; (2) |, $’(1)<—1СФ; (у), $’(2)>|СФИ®)|, С= сов > 0. 


Тогда: 

1. Если некоторый тригонометрический полином Т(х) имеет отно- 
‘ительно функции СФ;(х) уклон вниз, определяемый точками а и В, 
—л<а<В-Ь, так, что при этом Т (®) > Ф(а), Т (В) =$(вВ), и если, 
громе того, справа от точки В полином Т\(х) имеет с кривой у = С 
10 крайней мере две общие точки с абсциссами т’ их’, Вх <<, 
„< Ь, то в промежутке [В, 7'], где 2’ — какая-нибудь точка из [х', 1’), 
‚ которой Т’(5’) = С7(2’)*, полином Т’(х) будет иметь по отношению 
‚ функции СФ; (2) уклон зверх и этот уклон будет определяться парой 
почек о’ и В’, Во’ В’ т’, так, что при этом Т’ (а) ЗФ’ (%), 
г’) =’. 

Если же < 1’<2л, то при сохранении всех остальных условий 
олином Т’(т) в промежутке [В, х] также будет иметь уклон вверт. 


* Условимся считать, что (с1, с2] сз и в случае, когда с1 == сз. 
** Так, что при всех 2Е (с, х'], очевицно. Т’ (2) 2 %' (1) > 0. 
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. Если тригонометрический полином Т (2) имеет Уклон вверх, опре- 

деляемый точками я и В, —п<а<В«Ь, так, что при этом Т (@) < 

<— (а), Т (В) = —$(В), и если, кроме того, Т (2) в промежутке [8,6] 
имеет с кривой у = Са] по крайней мере две общие точки с абсциссами 
их’, Вх < Ь тЫ, то в промежутке [В, д], где я’ — кавая- 
нибудь точка из [х’, 1”), в которой Т' (=') = С7 (=) *,  полином Т’ (2) 
будет иметь по отношению в ИВ СФ; (1) НХ вниз и этот уклон 
‘будет определяться парой точек о и В’, нсааи <<’ так, что при 
этож 1” (а^) > —$' (а), Т'®) = —$®). 

В обоих случаях о уклон полинома Т’(х) будет рас- 
положен в окрестности точки 1’. 

Доказательство. В случае 1 мы имеем: 


Е ЕЯ Е Е 
и так как в данном случае 
Т(=') —Т (В) =С(г)} —Ф®8) <9(2) —$Ф6®), 
то найдется по крайней мере одна точка а 6 (В, 2’), в которой 


7’ (а) < ф’ (а) = —1$' (@)|. 
Из неравенств 


т’ (а) <), Ти) = Ся) 


вытекает, что если В’— самая правая в интервале (а’, &’) точка, в ко- 
| 


торой Т’ (В*) = Ф' (В'), то 
"(в > +" (в). 
Полученные неравенства 
7’ () <’ (=) < — СФ), ТВ) > 9" (8) > СФ) 


означают, что полином Т’(х) имеет относительно функции СФ; (5) 
уклон вверх, определяемый точками о’ и В’, и что при этом 


Т’ (а) <’ (а), Т’(В') =’ (8), Вов < я. 


В случае $ < х" < 2л существование уклона вверх у полинома Г’ (2) 
в промежутке [В, &'] аналогичным образом вытекает из. соотношений 


2 (в) < Ее] аи РО И а 


Этот уклон мы, очевидно, вправе считать расположенным в окрест- 
ности точки #’'. - 
В случае 2 мы имеем: 


7’ (в) = Се < — 9), ие, "Ь 
и так как в данном случае 
Т (=) —Т (8) =С(2')}—1—Ф (В) > —9(2) —[—$ (1, 
то найдется хотя бы одна точка а’ Е (В, х’), в которой 


“ба” ау 
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® Из соотношений 7’ (о) > —ф’(а') и Т’(2') «—ф'(2') вытекает, что 

сли В’— самая правая в интервале (а’, 2’) точка, в которой Т’ (В’) = 

= ФВ), то 

7’) < —$Ф в) <—С1Ф;8)1. 

[олученное неравенство вместе с перавенством Т’(а”) > СФ; (<): 
) 


оказывает, что полином Т’(т) имеет относительно функции С | Ф, (2) | 
‘клон вниз, определяемый точками ©’ и В’, и что при этом 


1 Т’ (а) >—$' (<), ТВ -оВ), ВОв а“ 


Как и в случае 1, этот уклон мы вправе считать расположенным 
‚ окрестности той точки &' 6 [2’, 2"] © [В,1"”], в которой Т’ (') = Су(а')*. 
тим лемма 4.4 доказана. 

ЛЕММА 4.5. Пусть при некотором натуральном Ё тригонометри- 
еский полином Т (5х) удовлетворяет условиям: 

1) Т (2) пересекает на периоде кривую Сл, где С — положительная 
остоянная, в [ различных точках 


О ев 24) (4.7) 


‚ при этом та > 0. 
2) Т (2) имеет в полуинтервале (2 — 2п, 1:| в точности т простых 
орней 


о ИЛИЯ (4.8) 


в полуинтервале [тт, г. -- 271) пересекает кривую у = Сх® только в точ- 
ах системы (4.7). 

3) При каком-нибудь натуральном },3<]1<1—1, Т (2) по отноше- 
ию к функции СФх (т) имеет в полуинтервале (т, т) 7 Уклонов, рас- 
оложенных в окрестностях точек ‘т1,15,...,2№, или, соответственно, 

полуинтервале (т„, ху+] 7] Уклонов, расположенных в окрестностях 
‚очек т», 23,..., + при этом в обоих случаях последний уклон является 
клоном вверх. 


А. Исли выполняется одно из условии: 

а) число К нечетное и в то же время или тп<.0, или тт =0 и 
" (0) = 7’ (тт) < 0, 

6) число Е четное и в то же время или х.<0, или а <0< т, и 
пществует по крайней мере одна точка ЕЕ (тт, 23), 8<0, в которой 
ВЕ) = 0, ила м, =Ои Т" (0) 0, | 
о имеют место следующие утверждения: 

А4. Полином Т’(х) пересекает кривую у = СЁхи—1 по крайней мере 
1—1 точках г«<а,<...«я_»› содержащится, соответственно, в 
нтервалах (х1, 15), (15, 2з),..., (та, 2). 

А2. Т’(х) имеет в полуинтервале (2_, — 21,2] по крайней мере 
+1 корней г < т... «т,» содержащихся, соответственно, в про- 
ежуткат (т, — 2л, г1), (71, т Рае) (Рае | 

АЗ. Т’(х) по отношению к функции СФь (2) имеет в полуантервале 


„2,1 7—1 Уклонов, расположенных в окрестностях точек 1›1т,,... 
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..,2,_› или, соответственно, в полуинтервале (т, В 2] 1—1 уклонов, 
расположенных в окрестностях точек х., т... 7. 

Б. Если выполняется одно из условий: 

а) число Ё нечетное и в то же время или тт>0, или Га = @ Ш 
Т’ (0) > 0, | 

6) число Е четное и в то же время или т, > 0, или 1. = 0 и Т’ (0)>>0, 
или д <0<х, и все точки ЁЕ(тт, 23), в которых Т’($) == 0, располо- 
` жены правее начала (Ё`> 0), 
то имеют место следующие утверждения: 

БА. Т’(2) пересекает кривую у = СЁхк-* по крайней мере в 1—1 
точках т. а.«...«т,_, содержащихся, соответственно, в интерва- 
па о 

Б2. Т’(х) имеет в интервале (1_, — 2л, т,) по крайней мере т- 2 
корня т, г. <...< т.» из которых первые т Е соответ- 
ственно, в промежутках (2, — 2л,т!1), (ти, Гз), ..-› (Гт-л, Гт), @ корни 


г иг... —в промежутке (тт, т,). 


т-+1 т-+2 

Б3. Т’(х) по отношению к функции СФь(х) имеет в полуинтервале 
— 1 уклонов, расположенных в окрестностях точек х, 
1’ Или, соответственно, в полуинтервале р + 2] 1—1 укло- 
нов, расположенных в окрестностях точек т, х.,..., т, 

При последующем дифференцировании случай Б дает: 

Б/4’. Т”(52) пересекает кривую у= СК(К— 1) 1? по крайней мере 
в {1—2 точках < т.<...« содержащихся, соответственно, в 


—5? 


(тт, т] 7 
Е 


’ 


интервалах (х, т,),...,(1) т”). 

Б7. Г” (5) имеет в интервале (7т\_, 
корня Г.Р. 

Б3’. Т”(2) по отношению к функции СФь(х) имеет в полуинтервале 
И т. |] 7—2 уклона, расположенных в ое, точек т. т.,... 
аи т, „» или, соответственно, в полуинтервале (г”, 2 уклона, 
расположенных в окрестностях точек т,, 1... 7). 

Доказательство. А1. Как в случае а), так и в случае 6) 
утверждение АЛ следует из теоремы Ролля. 

При этом для справедливости доказываемого ниже утверждения АЗ 
в том случае, когда в интервале (2, 4::1) существует несколько точек 
2., удовлетворяющих условию 


— 271,2!) по крайней мере т 2 


2? = = Я 


Т’ (2) = СК( =) 1, (+) 


мы (когда не оговорено противное) в качестве 2 будем брать самую 
левую, если х:<0, точку 2; интервала (т;, х;+1), удовлетворяющую 


условию (*), а если т; > 0, — то самую правую такую точку. 
А2. Так как 
Т' (и — 2п) = Т" (ал) = СЕ (аа) > 0 
и так как, с другой стороны, и интервале (1: — 2л, 1) С (2, ,— 2л, г 


существуют точки #2 (точки убывания), в которых 1’ (2) < 0, 16. найдется 
по крайней мере одна точка г, 6 (2,_, — 2, г:), в которой Т’ (г) =0 
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‚ Существование корней г’, г.,...,г, следует из теоремы Ролля. 
Доказательство существования корня Г, ,, 6 (7ж, х'] будет для каждого 
яз случаев а) и 6) различным. 
а) Если КЁ нечетно и в то же время или г„ < 0, или г„ = 0и Т’ (0) = 
= Т’(г.) < 0, то в точке 1, полином Т(5) будет пересекать кривую 


/ = Сх^ сверху вниз. Поэтому при всех хЕ (51, 1) будем иметь: 
т) = с 
\-при всех хЕ (те, 1.) 
АЕ 
Принимая во внимание, что у полинома Т (5) в окрестностях точек 
с› и т, существуют уклоны, заключаем отсюда, что в окрестности точки 


г, имеет место уклон вниз и, значит, в окрестности точки 1. — уклон 
вверх. Отсюда следует, что существует точка © (х1, 15), в которой 


Т (а) < —Са< 


Если теперь обозначить через Ё точку из интервала (гш, 25), в которой 
Г (2) принимает наименьшее в этом интервале значение, то в этой точке 
будем иметь: 


ТВ = 0 < СЕ". 
Гак как, с другой стороны, 
Т’ (52) > СЁк-1 
(ибо в точке х. полином 7 (5) пересекает кривую у = Ст^ снизу вверх), 
го точка 2, в которой 
Й й У е\А—1 
Т’(х.) = СК(т) 
может быть, очевидно, взятой из промежутка [&, 12) [| (х1, 21). Поэтому 
сли положить г„., =, то утверждение А2 леммы 4.5 в этом случае 
›удет выполнено. 
6) Если К четно и 1.<0, то существование корня г’, +1 (Тм, 2] 
‚ледует из неравенств 
Т’ (г) > 0, ТГ’ (аа) = СК (а) 10. 
Если К четно и 1<0« 1., то существует точка ЁЕ (тт, 23), &<0 
з которой 
Е 
В то же время, очевидно, 
Т’ (55) < СЁлк-ь. 


Отсюда заключаем, что в полуинтервале [Ё, 12) существует по крайней 
иере одна точка х,, в которой 


Т’ (21) = СЕ (2, )* *. 


, Е 2 , : 
Тоэтому, полагая г’,, =, будем иметь: Т’ (7+1) = О иг, 6 (7, 3). 


р 


| _ 
. 
Наконец, при т =0= г», Г’(0) <0 следует повторить рассуждения. 
случая а). 
АЗ. Для доказательства утверждения АЗ обозначим через 
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ол, В1; @а, Ваз ---; 0.8; 


пары точек, которыми определяются уклоны в окрестностях точеко 
91,25, .- 59. *, так, что-при этом 


ЗВ, 4 За, И 
ха, в Зв 1, а ПРО | Тт—1 < ба, В; х,, 
Т (#) < — СФ (а) |, Т’(@в)> Ск (|, 1=1,2,...,7 


(или 7 (%) > С|Ф,(в)|, Т’В)<—С|Фь(в)|). 


Пользуясь произволом в выборе точек он и В, будем выбирать точки 
В; таким образом, на кроме предыдущих, выполнялись еще следую- 
щие условия. 

а) В случаях, когда 

1) К четно, 2<0 (1<:<]—1) и в окрестности точки х; имеет 
место уклон вниз, 


2) К нечетно, х;<0 (1<1<]) и в окрестности точки 1; имеет место 
уклон вверх, 
3) Е — любое, х; >0(1<1<)] и в окрестности точки х; имеет место 


уклон вверх, 
мы берем В; = х;. 

При этом вследствие того что, по условию леммы, у разности 
Схк —Т (2) все корни 11,1.,...,х; простые, равенство В; = 2, как легко 
видеть, не приведет нас к противоречию с определением уклонов ни. 
в одном из случаев 1), 2), 3). 

В) Если КЁ четно, 2<0 (1<1<]) и в окрестности точки х; имеет 
место уклон вверх, то в качестве В; мы берем произвольную точку из 
интервала (0, 1:), в которой 


7’ (В) > — СИЕ" = СЕВ 


(хотя бы одна такая точка В: найдется, ибо < ль, Т (9) < — Са и 
= Са к 
Т (14) = Си > — См). 
т) Если Ё нечетно, х.<0 (1<:<]—1) и в окрестности точки 2 
имеет место уклон вниз, то в качестве В; мы берем произвольную точку 
из интервала (0%, 1:), в которой 


Т’ (В) < —СЕ№- 


9) Если Е — любое, + >0 (1<:<]—1) и в окрестности точки а 
имеет место уклон вниз, то в качестве В; мы берем произвольную точку 


* В случае, когда уклоны расположены в окрестностях точек 5, хз,..., 


т. 
9-1» 
рассуждения проводятся аналогично. 
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Ё интервала (2+, 01+1), в которой 
} , К-1 
Т’ (В) < — С; ". 

Применяя следствие из леммы 4.2, выводим, что полином Е 
›удет иметь в интервале (г’,, т.) по крайней мере /—1 уклонов, рас-— 
толоженных в промежутках [В;, Вь], [В», Вз],..., [В В *. Учитывая 
110соб выбора точек х, (см. доказательство утверждения 44) и способ 
зыбора точек В:, легко убедиться, что во всех случаях 

х, 6 (В,, 8:1) П (25 Аа), Ве. И Б. 
я что, следовательно, полином Т’(х) действительно имеет в интервале 
р, 2) по крайней мере /—1 уклонов, расположенных в окрестностях. 
очек 2,2... 7; _. Принимая во внимание, что последний из этих 
уклонов является уклоном вверх, и учитывая условия @а)— 6), мы 
можем считать его расположенным на сегменте [В т]. Отсюда и 
‚ледует, что все рассматриваемые уклоны расположены в полуинтервале 


и» 21|. 

Б1. Утверждение Б/ как в случае а), так и в случае 6) следует 
из теоремы Ролля. 

Б2. Доказательство существования корня г’ 6 (2, _ 
г. ---›”, — ТО же, что и.в случае А2: 

Чтобы доказать, что в интервале (гш, т.) содержатся еще по крайней, 
мере два корня, рассмотрим отдельно случаи а) и 6). 

а) Если КЁ нечетно и в то же время или г„ >0, или г» = 0и 7’ (0) > 0.. 
го, очевидно, 
И») >0, 7’ (2) >С 10, Т’() < Сыы, ТГ’) ое, 
Кроме того, очевидно, что при всех х6(5л1, 15) 

о. 

Гак как в окрестности точки х, имеет место ‘уклон, то отсюда следует” 
то этот уклон будет уклоном вниз и потому найдется точка В 6 (21, 23). 
з которой 


‚— 27, г!) и корней 


Т’ (В) < — С "< 0. 
3 силу полученных неравенств, существуют точки т, +1 © (21, Вы, в) 
г ,.Е(В, 23), в которых 


т-2 
ИХ м) = Г’ ен) = 0. 


Учитывая теперь, что 
уе бы) 


ТИ) > с ь 


‚ 

* Чтобы убедиться в том, что г„ < Ва, достаточно учесть, что г ое: 

‚что если, например, Т (91) >0 и а! <г, то, очевидно, гие > 0, ГВ 

7. «> я Г. у 

, следовательно, точка г © (Ги_1› Ги), В Которой Т’ ("ш) —=0, можег быть взята; 
з интервала (ги_ 1, В1). | 

*+ Следует принять во внимание, что в силу а), В), 1) и 0), если К — четное, 

; <0<12;41 и в окрестности точки х;,, имеет место уклон вниз (и, значит, 

1), то [4;, 2,41] С (Ву, В; +1), а во всех остальных случаях или х,; = В„, или. 


+1 = Ву. 


204 В. К. ДЗЯДЫК 


з 


выводим, что существует по крайней мере одна точка #1, . (ел +255) П 
Г] (22, 13), в которой 
Т’ (22) = СК()* 


(м, следовательно, точка г’„., расположена действительно левее точки 
т. 6 (х», тз))- 

6) Если К четно и 2. >0, то, в силу условий леммы, тт > 0, и 
доказательство проводится повторением рассуждений случзя я). 

Случай 1, =0=ги, Г’ (0) >0 также разобран в п. а). 

Пусть теперь 2, 0х» и все точки Е Е (гт, 2), в которых Т” (Е) = 0, 
расположены правее начала (т. е. пусть & > 0). В этом случае, очевидно, 
имеем: 


Т’(»)>0, Т’и) >С ГОС Тв и 
и 
Т (х) >С >0 при всех хЕ (51, 15). 


Поэтому в окрестности точки х, имеет место уклон вниз и, значит, 
найдется точка ВЕ (21, 13), в которой 


Г’ (В) < — СКВ" <0 


Отсюда следует, что существуют положительные точки г„, о В) 
и г, Е(8В, 13), в которых 


т-+2 
Тик) = 


т и = 0. 


А так как 
Т’ (ги+з) = 0 < СЕ(гин 


Т’ (23) > Ск, 


то в интервале (г’,.,, 2з) [| (5», 23) существует по крайней мере одна 
точка х., в которой 


Т’ (та) = СЕ (25)" 1; 
следовательно, и в этом случае г, < 1л.. 
Б3. Утверждение БЗ доказывается так же, как и утверждение АЗ. 
Для полного доказательства леммы требуется только установить, 
что при последующем дифференцировании между точкой г”, ма ее т а 
в которой Г’ т +2) =0, и точкой т, существует по ‹ крайней мере 
одна точка т, в которой 


Тоця 2) = СКК — 1) (5, 


(ибо все остальные утверждения и, в частности, существование корня 
г. 6 (1, ,— 2л,г,) *, доказываются при помощи повторения рассужде- 
ний, применявшихся выше, например, в случае А). 

Как в случае а), так и в случае 6) очевидно, что Т’(г„) > 0, и 


* Следует учесть, что в случае Б, очевидно, _>0 и, значит, т 
их, > 0. 
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полином Т (5) будет пересекать кривую у = С1* в точке х, снизу вверх, 
1 в точке х. — сверху вниз таким образом, что 


СТ А. 
Кроме того, при всех хЕ(ти, 2.) будем иметь: 


Г(®) > Са. 
а при всех хе (2х5, 13) — 


; (а). 


В силу этого, в окрестности точки х, имеет место уклон вниз и потому 
‘уществует точка ВЕ (21, 13), в которой 


Т’ (В) < — СА". 
Если при этом точку В считать такой, для которой мы имели 
"1 (Гм» В) и Го (В, 23), то получим: 


Пети ЛА САУС 
— СЕ) Ты) Оби", 
Т’ (В) < — Ст, Ты) = СК) |. 


Из этих неравенств следует, что в некоторых точках интервала 
ЕЕ В) полином 7’(5) убывает быстрее, чем — СЁл^-1, а в некоторых 
очках интервала (В, г.) полином Т’(5) растет быстрее, чем СИлА-—1; 
‚ледовательно, найдутся точки 6 (т .,, В) и СЕ(В, х.), в которых 


т" (1) < — СА 1 7") > 1. 


В силу этого, в интервале (п, 6) всегда найдется пара точек ги т, 
Ст, в которых 
$ ° о #—2 
Г" (г) =0, .Т”(*).= С (— (5) . 


Отсюда без труда заключаем, что найдется такая пара точек 
ГА р т " о и" у а Га (=. 
о @ (Ги-аь Гт+2). Гт+2 ЗГИ 2 6 (11, то), д > х, что 
И И" ый 
Т” (тт+з) =0, Т” (2) = СЁ(Е— 1) (21) 


, в то же время, гие < а. 

Этим лемма 4.5 полностью доказана. 

ЛЕММА 4.6. Если при каком-нибудь натуральном } тригонометри- 
еский полином Т (1) удовлетворяет условиям: 


1) Т(2) 0, 
2) Т (<) пересекает кривую у = Ся1 (С>>0) в К точках 


238 <... 3 кам, (4.9) 
3) в полуинтервале (тк — 2п, 21] полином Т (5) имеет 1 м. 
ее ол па (0, (4.9’) 
по Т (2) является полиномом порядка не ниже | (ЕН2— 3) : 


Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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а 


‚ Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что. 
в системе (4.9) содержатся все корни уравнения 7 ( (1)—2=0 из про-’ 


межутка [т г, -|- 27) (или же, если [ =0, из промежутка (тк —2л, ть], 
а в системе (4.9) — все корни полинома Т (2) из промежутка (тк — 2м, 21]. 
Заметим, что если «3, ‘то полином Т (5) будет иметь по крайней 
мере + 1—3 корня и, следовательно, является полиномом порядка 


не ниже [+&+1—3) . Значит, интерес представляет только тот 


случай, когда Е > 4. Именно этот случай мы и будем рассматривать. 

Рассмотрим следующие две возможности. 

Г. Пусть Г>1. Предположим сначала, что с каждой стороны от 
начала в системе (4.9) содержится не меньше, чем по две точки. Тогда 
число К] будет обязательно четным (это легко усматривается из 
геометрических соображений; самостоятельное же доказательство этого 
факта легко получить при помощи рассуждений, аналогичных рассужде- 
ниям, проведенным в лемме 4.1). После дифференцирования мы получим 
полином Т’(5), который на некотором полуинтервале (х, ® -- 2л] будет 
иметь >К— 1 точек пересечения с кривой у = С] 11-1: 


151, <. Ч. 512, _,. 


Кроме того, в интервале И ие, т.) полином Т’(х) будет иметь по 
крайней мере [-- 1 корней 


’ 


о т м: 


из которых [—1 корней г.,..., г, содержатся в промежутке [ги ГИ 
корень г, содержится в интервале (1,_, — 2л, т!) и корень г,,, — в интер- 
вале (т, х'), ибо, как легко видеть, для полинома Т (5) в интервалах 
(1, — 21, г:) и (7,2) после точек возрастания обязательно следуют 
точки убывания или наоборот. Таким образом, после дифференцирования 
сумма числа точек х, и числа корней г, останется опять > А - [. 

При следующих дифференцированиях картина уменьшения (не больше, 
чем на единицу) числа точек хи увеличения (по крайней мере на 
единицу) числа корней г” будет повторяться до тех пор, пока после 
некоторого числа ^ дифференцирований (в предположении, что ^.< 7—1) 
с одной стороны от начала, например слева, останется только одна 


Х > 
точка 2. ), в которои 


р (» Х \(^ 
О (9) .0о. 


В этом случае полином Т“®(=) будет интерполировать в некотором 
полуинтервале (В, В -- 2] функцию 
0; если х< 0, 


в) 
К (7) С (2®, если х>0, 


в числе точек, которое >2А--[—1. Продолжая процесс дифференци- 
рования, мы, в силу теоремы 2.1, найдем, что полином ТГ”? (л) будет 
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з некотором полуинтервале (В, В-- 2] интерполировать ‘функцию 


т 0, если х< 0, 
= С.Пх, если х>0, 


в числе точек, которое также > -- 1—1. Пусть некоторое число п из 
этих точек неположительно и ^ точек > 0. Тогда в результате еще 
›дного дифференцирования мы получим полином Т“(5), который по 
крайней мере в р — 1 точках будет обращаться в нуль и ву— 1 точках 
зудет принимать значение, равное С)! Поэтому после (7 -{ 1)-го диф- 
ференцирования мы получим полином Т9\1(л), который на периоде 
будет иметь > (и — 2) + (у—2)>Е+1—5 корней. Так как число К -Ё 1 
четное, то отсюда следует, что полином Т®"? (5), а значит, и полином 


т (<), имеет порядок не ниже и. 1—4) = [5 + 1— 3) | : 


Если бы оказалось, что ^>], то тогда после 7 шагов полином 
Т® (2) интерполировал бы функцию у == СЛ в К —] точках 


к а ал 
ик Я) “ней 
‚ кроме того, имел бы в интервале (2%-;, х: --2л) по крайней мере. 
1-7 корней. Поэтому полином Т9" (1) имел бы > (7—1 + 
- (1+ 7—1) =^-+1—2 корня и, значит, его порядок был бы не ниже 


[5 (Е - [—2)|. Этим лемма 4.6 для случая [ доказана. 


П. Пусть [=0. Предположим, для определенности, что Т (тк) > Т (т). 
Тогда 

1) если Т (2 — гл) = Т (х,), то полином Т’ (2) интерполирует функцию 
С75}-—1 по крайней мере в —1 точках из промежутка [21, 2х] и, кроме 
гого, обращается в нуль по крайней мере в одной точке из полуинтервала 


(9, —2л, 2. ] — (2к — 2л, 1); следовательно, в силу случая Т, Т’(т) имеет 


порядок не ниже [5 (ЕР — 3) — [5 (К —3)| . 


2) если Т (ть — 2л) > Т (51), то найдутся точки 2 6 (2к — 2л, х1), в которых 
Г’ (2) <0. Поэтому, обозначая через х', г,_‚их,_, самые правые в промежут- 
ках [21, 22], [Хк_2, Як-1] И [хк_1, Рк] точки, в которых Т’ (1) интерполирует 
функцию С]1’1, и учитывая, что при четном ], очевидно, хх > 0, получим: 

а) если / нечетно, то 7’ (2') = С7 (2.10, и, следовательно, найдется 
по крайней мере одна точка г’Е (х, 2’); в которой Т’(г’) =0. Поэтому, 
рассуждая как в случае 1), найдем, что Т’(5) имеет порядок не ниже 
[. (&— 3) : 

6) если ] четно и су ществует по крайней мере одна точка 26 [ак-1—2л, 21), 
в которой Т’(2)>0, то в полуинтервале [7-1 — 2л, 1.) найдется по 
крайней мере одна точка г’, в которой Т’(г’) = 0. Так как, кроме того, 
в промежутке [2,, 2,_,] существует 2—1 точек, в которых Т’(з) 
антерполирует функцию С]2/71, то, в силу случая 1, полином Т’(— 1) 
‘а значит, и полином Т’(5)) имеет порядок не ниже 


Вии] -[%-9); 
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в) если ] четно и при всех х6[х, , — 2л, 21) Т’(2) < 0, то, очевидно, 
50 (ибо 'Т’ (а, — 2) =© (1, ,)}1<0). Поэтому, учитывая, что 


Т (тк_1) = 4 < С =Т(а) <Т(а), 


заключаем, что существуют точки 26 (тк, 7%) п (кл, Хк), в которых 
Т’ (2) >0. Из соотношений 


т’ (та) = СУ (1 Са, т =Т’ (а) < 0 


Т' (2) 0, ЖЕ (тать С (Фо Фа) 


следует, что полином Т’(5) обращается в нуль по крайней мере в двух 
точках из интервала (2, „—2л, 2, — 27) С (2, _ .— 27, х'), и, кроме того, 
Т’(х) интерполирует функцию С]2/-1 в промежутке [27., 2,_,] по крайней 
° мере в о точках. Поэтому Т’(5), в силу вауЖан 1, имеет порядок 
нениже и" 2+2— 3)| = | =. (Е — 5] . Лемма 4.6 полностью доказана. 


ТЕОРЕМА 4.1. Пусть ф(1) — функция, определенная рядом вида 


Ф(2) = Ха;2/, 2610, 2п), (4.10) 
1=0 


со 


где а; — произвольные неотрицательные числа, определяющие ряд У! ад: 
0 


с радиусом сходимости >2п (м. е. Ша уааыы ). Тогда при любом 
9—со 


натуральном п тригонометрический полином Т»(т) порядка не выше п, 
который интерполирует функцию Ф(х) в точках 


Ел 


ъ- 1? Е АЕ еее (4.11) 


#1 = 


будет интерполировать эту функцию только в точках & и притом 
в каждой из этих точек разность ф (2) - — ТГ» (2) будет менять знак таким 
образом, что 


3191 [ф (5) — Т»(2)] = — вп зщ (п + 1)х, хЕ[0, 2м). (4.12) 


Доказательство. Обозначим через ТГ», ;(х) полином порядка не 
выше ип, интерполирующий функцию у= 2! в узлах (4.11). Так как, 


очевидно, при всех / =1,2,... будет иметь место неравенство 
НЕЕ ИЕ С 
2141  озШ- ЗА, з 1 а БЕ... ма 
|1 т р 1 И) г 
7. < У —— БЕН Е И 2 
К=1 310 - : 311 ва 1 п я я 310 РИ а: 
т" - 5 ия 5 


(2+0 л Е 
а | А — постоянная, не зависящая от ], 19, в силу 
со 


сходимости ряда ый 2 в точке г, ряд ХТ ",.}(х) будет равномерно 


где г = 


сходиться к интересующему нас полиному у (2). Таким образом, если 
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мы докажем справедливость теоремы 4.1 для каждой из функций 
2'(] =1,2,...), то отсюда немедленно будет следовать справедливость 


| со 
этой теоремы и для функции ф (5) = У! а; 27. 
0 
Итак, предположим, что при некотором натуральном ] полином 
Т»(х) интерполирует функцию 27 в точках &, системы (4.11), и докажем, 
что тогда Т» (2) интерполирует функцию 21 только в точках &, и притом 


так, что 
912 [27 — Т» (5)] = — 101 за (п -. 1) х. (4.12') 


Доказательство будет различным для случаев, когда /<2п—1и 
когда / > 271. 

Г. Случай, когда /<2и —1. Предположим, от противного, что 
полином Г„ (2) порядка < п, который интерполирует функцию 27 в 2и 1 
точках Ё = и (К =1,2,..., 2п + 1), имеет с этой функцией еще по 
крайней мере одну общую точку из полуинтервала [0, 2л): В таком 
случае полином ХТ, (5) будет в некотором промежутке (6 —2м, 56), 
ЬЕ(2п —&, 2-й), иметь (с учетом кратности) по крайней мере 2п -+ 3 
общие точки с функцией у = 27. В самом деле, обозначим через {; самый 
правый в промежутке [2л — &, 2л -- &;) корень уравнения 21 — Г, (2) = 0, 
а через $ — какую-нибудь точку из интервала (&, 2п + &) такую, что 


Е >> (1—2) при всех хЕе(1,, 6) 


(такая точка существует, ибо Т„(2п в) = Т„ (в) = Н<Н= У 
Тогда из неравенств 


О ОАО 


следует, что в интервале (5 — 2л, 6) полином Т„(х) имеет с функцией 
у = 12) нечетное число общих точек. Поэтому, вследствие сделанного 
предположения, таких точек будет также >2п- 3 (в случае, когда 
или 6—2л<0, или & >» этот факт очевиден; если же & = Ьи 4 
ир—2л_>0, то тогда, в силу того, что при х6(1,6) Т.(х)> (1— 27) 
в интервале (и—2л, 6 —2л) [0,6 —2л), уравнение 2— Т,(2) =0 
корней не имеет и, значит, все корни этого уравнения, содержащиеся 
в промежутке [0, 2л], будут находиться в интервале (6 — 2л, 6)). Так 
как после этих замечаний случай, когда /<2, очевиден, то мы будем 
считать, что | >3. 
Введем вспомогательную функцию 


ф (2) = (26—21 — 2)! (4.13) 
такую, что 
1) кривая у = ф (2) пересекается с кривой у = 17 в точке т={—п > 
и — ба и является симметричной к этой кривой по отношению 
к прямой х=т; | 
2) кривая у=Ф(х) пересекается с кривой у = (2л + 2)’ в точке 
,— 27; 
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3) при всех 6 (— л, т) 


(2) >|Ф; (2), “«<—1$Ф а, “®>ФИа| 
Полином Т„(х) обладает следующими свойствами: 
1) Т»(х) имеет в полуинтервале [6 — 2л, 6), ВЕ(2я— в, 2^ + ы), 
с функцией у = 27 2п -- 3 общие точки 


1<32<... Зав, (4:14) 


причем 2п -{ 1 из этих точек являются заведомо различными и д -Е2л. 
2. В промежутке [2%4..—2л, 2] в окрестности точки 21 полином 
Т.(х) имеет по отношению к функции Ф; (5х) уклон вниз. 
Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, достаточно 
учесть, что 
Ть (из — 27) = Т» (2343) = (22и у [258 — 27| 


и что в силу соотношений 


Т» (18 — 2л) — Т»(21) = Ф (223 — 21) — Ть (21) > Ф (из — 21) — Ф(а1) 
найдется по крайней мере одна точка В? [22.3 —2л, 21), в которой — 
7» (В°) < $’ (В°) < — 1$; 8) |. (4.15) 


Для дальнейшего условимся в качестве В° брать самую правую 
в полуинтервале [в — 2 2) точку, в которой Т„(х) интерполирует | 
функцию у= (2). 


3. Так как при всех Ё =1,2,..., п 
Кл 
сте (0, — фт, т] 
и при всех К =п +1, п-+2,..., 21-1 
т Е [л, 2м), 


то | 
а) в системе (4.14) существует >> п точек, содержащихся в промежутке 
А д 
(72143 — 2л, 1], в каждой из которых кривая у = Т,(5) интерполирует 
кривую у= 1? и при этом все точки интерполяции, за исключением, 


пл пл 
быть может, точки (ее, и 


(ибо 21<$(1) при всех хЕ(0, т)); точки (т, (г) находятся 
не выше кривой у =ф(2); 

6) в системе (4.14) существует >п--1 точек, которые после сдвига 
влево на 2л будут находиться в промежутке [— Л, 12.43 —2л] и в каждой 
из которых кривая у = Т»(2) интерполирует кривую у == (5 2л). При 
этом все точки интерполяции, за исключением (— л, л7), находятся над 
кривой у = | Ф;(2)| (ибо |Ф; (2)|< (х- 2м) при всех х`> — п); точка 
(— л, л1) находится на кривой у = |Ф; (2) | = |5[. 

Продифференцируем один раз рассмотренные функции ТГ» (5), Ф; (х), 21 
и Ф(7). Тогда полином Т,(х) будет обладать следующими свойствами. 


3 
7) ‚ находятся под кривой у=ф(х) 
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1’. Полином Т, (2) имеет с функцией (27)’ по крайней мере 2и + 3 
общие точки 


г , Е ь 

< 1,<... Зы, (4.14’) 

причем 2п--2 из этих точек будут различными и 8 3-2 *. 
О а 20а а ^ 

Действительно, 2п -- 2 точки #1, < 1, <... 2„.: в промежутке 

[2), 2„..| существуют в силу теоремы Ролля и при этом 2п --1 из этих 


тонек будут, очевидно, различными. 

Кроме того, в промежутке [л,, „+з— 27, В°] полином Т,(2), в силу 
леммы 2.3, имеет уклон вниз (роль функции %(5х) играет функция 
у = (х- 2»я)’, а роль точек су, с», В и х’ — соответственно точки 22» — 2л, 
Чиа — 21 8°и а 21) и этот уклон расположен в окрестности 
некоторой точки т ое 2л, в) С (4-29, 19), в которой 


Т, (2) =1 (а) 


. В промежутке [8 — 2л, т,] полином Т’, (2) имеет по отношению 
к о Ф; (2) по крайней мере два уклона: в промежутке [х„„,, — 27,8], 
в окрестности точки т, полином Т’ (5) имеет, как мы видели в п. 1’, 
уклон вниз, а в промежутке [В°, х.], в окрестности точки х,, полином 
Т’ (1), в силу леммы 4.4, имеет уклон вверх (роль точек х и В играют 
соответственно точка 12), —2л, в которой И А 2п п) = (254) = 
= й = Ф( — 2л) =$(2„,, — 27), и точка В°, а роль точек х’и <” играют 
ие 29 и 20); этот уклон будет определяться некоторой парой точек 
о, и В, В < а, В. < :,, так, что при этом 


7» (02) ЗФ’ (42), Т» (Ва) = 9’ (В). 
3’. а) В системе (4.14') существует > п — 1 точек, которые содержатся 


в промежутке [х., т) и в каждой из которых кривая у = Т, (2) интер- 
полирует кривую у == (27)’. Все точки интерполяции находятся под кривой 


у= |Ф (2) |. 
6) Существует >> п точек, содержащихся в промежутке (— л, — 24], 
в каждой из которых ТА (2) интерполирует кривую у = = (2 —- не Все 


точки интерполяции находятся над кривой у = | Ф, ФИ 
Предположим теперь, что после 1-го дифференцирования (1 << п — 2) 
мы получили полином то (2), обладающий следующими свойствами: 
1®. Полином Т® (%) интерполирует функцию (23) ® по крайней мере 
в 21+ 3 точках 
а оса В (4.14®) 


причем не меньше чем 2п 2 из этих точек являются различными, 


аа 2л и, кроме того, точка а является первой точкой из 


: , 
* Кроме того, мы будем считать, что х„|;— первая точка из полуинтервала 


раю нь в которой Т р =] их 
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—1 1—1: ^ е 
полуинтервала (29, 2], в которой 


Т® (29.3) = (Фо 


р , 6 
АВ промежутке [а — 2л, 2] полином Г’ (5) имеет по отношению 


к функции ФО (1) #--1 уклонов, расположенных в окрестностях точек. 


хх. т 


причем точки а и В® (1=1,2,...,Е- 1), определяющие эти уклоны, 
расположены так, что 


х@ х(И 
(2) (1) х® 
а —2^< о ) << < о са 9. о® << 4-1 < - 1, 
1 


| Т© («®)| > |199 (а8.)|, Т9(89.) = $0 (89). 


3. а) В системе (4.14) существует > п — & точек (п —# > 2), которые 
содержатся в промежутке [2®,,т) и в каждой из которых кривая 
у=тТ@ (2) интерполирует кривую у = (20. Все точки интерполяцин 
находятся под кривой у = | ф@® (5х) |. 

6) Существует > п—#- 1 точек (п — #13), содержащихся в про- 
межутке (—л, де т 21], в каждой из которых кривая У = то (=) 
интерполирует кривую 


2лу : 


У 


Все точки интерполяции находятся над кривой у = | ФЯ (2) |. 

Тогда после еще одного дифференцирования мы получим полином 
Т (у) (2), обладающий следующими свойствами. 
10. Полином Т@+ (2) интерполирует функцию (2/)+0 по крайней 
мере в 24 -!-3 различных точках 


а а... 3, (4.4499) 


причем точка хИЮ может быть взята так, чтобы она была самой левой 

в полуинтервале 2, Я точкой, в которой полином а (=) 
интерполирует функцию (21) +0. 

р ДЗ тем И 

©) Действительно, в силу леммы 4.3, полином ТГ,’ ”(2) имеет по 

отношению к функции ФУ"? (2) в промежутке [20 —2л, В®] уклон 

вниз, причем этот уклон расположен в окрестности той точки 2 Е 


{5 еб 2л, В), в которой полином 1, интерполирует функцию 
а +1 р 


фай [5\: 


} й | 
21 (роль у(х) играет функция (2 -- 2л)?, а роль точек су, с», В и 
Е 


х’— точки др, — 2, а — 2, ВФ и ее 2л) 1 


8) В силу следствия 4.2, на каждом из сегментов 


ВО В Вам ВЫ 


полином Т%!? (7) будет иметь относительно функции ФУР? (5) еще но. 


одному уклону, которые будут направлены соответственно вверх, вниз, 
вверх, вниз ит.д. и будут расположепы в окрестностях некоторых 
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точек 
26 (Ви), В), 3 РЕВ, В)),... 2 6 (8, В), 


в которых полином ТТ? (5) интерполирует функцию (ео. 

1) В силу леммы 4.4, полином ТТ (1) имеет по отношению к функ- 
ции Ф" (5) в промежутке [8%, Но СВ, 29] уклон, имеющий, 
как легко видеть, направление, противоположное направлению уклона 


в окрестности точки о и расположенный в окрестности той точки 


(+) (1-1) (#1) 
а 6 (Ва, 215], в которой полином Т,' (5) интерполирует функцию. 
(21)@+0. Этот уклон определяется точками о и ВЮ, которые удов- 
летворяют следующим условиям: 


1 п $ 
а он ВН а, ТГВ) = Фо (В). 


0) В силу теоремы Ролля, в промежутке [28,, 2 3] существует по’ 


‹рай == (1-1) (1--1 ($1) 

крайней мере 2п -- 1 —# различных точек ох < ии 
®——1 

каждой из которых полином ТТ (2) интерполирует функцию Е. — 2. 


уе 
У +9 анализа [см. а), В) и ры а что 
полином х) имеет в промежутке О — 2л, И] 1--2 уклона, 


расположенных в окрестностях точек 


. Из проведенного в п. 1 
те ( 


(1) (1-1) (ЕТ), 
р ЕО НИ 


причем точки +1) и ВН (1 = 1,2,...,Ё- 2), определяющие эти уклоны, 
можно, очевидно, взять так, чтобы выполнялись условия: 


(1) 
ВЯ 
р : : . 
ны — 2^ < о < венно ани. 
ТВ 
к < 
2 1 1 
= аи < << << ве а А я 
(1-1 : 1 (1-1) (2-1) /о(еНи (0) ур 
от В ТВ. 


З(10. а) В системе (4.1417) существует > п —#— 1 точек, которые 
содержатся в промежутке [25Ь), т) и в каждой из которых кривая 
у = ТУТ (5) интерполирует кривую у = (27). Все точки интерполяции 
находятся под кривой у == | ф@ № (2) |. 

6) Существует >п— 1 точек, содержащихся в промежутке (— л, 
вы 2], в каждой из которых полином ТУТ (5) интерполирует 
функцию 

а : 
я (2 | 2п):. 


Все точки интерполяции находятся над кривой у = [ФУ (2) |. 
Придавая Е значения 1,2,...,п—2, убедимся, что после (п — 1)- 

кратного дифференцирования будет иметь место следующая картина: 
1" Полином Т? (2) интерполирует функцию (2) по крайней 


.214 В. К. ДЗЯДЫК 


НЕЕ 


мере в 2п -- 3 точках 


8 р = —0 7 ®-0 (и 
ао... Зв, ие <" Ол,  (444" ) 

и все эти точки различны. т 
2". В промежутке [21 —2л, 20] полином Тл ” (2) имеет по 
отношению к функции ФИО (2) по крайней мере п уклонов, располо- 


р 1 

женных соответственно в окрестностях точек т О щи 
3—1. а) В системе (4.14"_ 2) существует по крайней мере одна 
(п—1) > 
точка, которая содержится в полуинтервале [22 , ") и в которой 


кривая у= Т"_® (2) интерполирует кривую у= (2/)"_1. Эта точка 
интерполяции находится под кривой у = | ф®1 (2) |. 

6) Существует по крайней мере две точки, которые Оооо не 
межутке (—л, ао и в каждой из которых кривая у = Т» (2) 
интерполирует кривую у = [(5 - 21) ]®—Ъ. Эти точки интерполяции нахо- 
дятся над кривой у = | Ф®® (2) |. 

При следующем дифференцировании мы получим полином Т 2) (2) со 
свойствами: 

19. Полином Т“ (2) имеет с функцией (21)") по крайней мере 2п -|- 3 
общие точки 

а. Му. Мин 2, (1.14) 


и все эти точки различны. 

29. В том случае, когда последний уклон полинома то (2) в про- 
межутке ря, 171] является уклоном вниз, полином Т (п) (2), 
в силу лемм 4.3 и 4.4 и следствия из леммы 4.2, будет иметь в про- 
межутке в — 2, 2) 1] по отношению к функции Ф” (1) п-- 1 уклон. 
Эти уклоны будут расположены соответственно в окрестностях точек 
а, а, а: 5, причем последний из них будет уклоном вверх. Если 
же последний уклон полинома Т`? (1) в промежутке [20 — 2л, 279] 
является уклоном вверх, то тогда лемму 4.4 мы применять, вообще 
говоря, не можем. В этом случае, пользуясь леммой 4.3 и следствием 


из леммы 4.2, найдем, что полином Т‘“ (2) будет иметь в промежутке | 


[0 ,—2л, 2] п уклонов *, расположенных соответственно в окрест- 
ностях точек 2", т, ..., 2. При этом последний из этих уклонов 


будет (в силу следствия из леммы 4.2) опять уклоном вверх. 


В дальнейшем мы будем считать, что в промежутке [29, а], 


полином Т( (2) имеет с функцией у = (27) в точности 2п + 3 общие 
точки и что все эти точки являются различными, ибо если бы таких 
точек было >2п--4, то, учитывая, что, >, и повторяя рассуж- 
дения, проведенные в самом начале доказательства теоремы для случая 
1<2п—1, мы легко обнаружили бы, что полином Т“® (2) в некотором 
промежутке ($ — 2л, 6], 6 > л, имел бы с функцией у = (27)") по крайней 


мере 2п -- 5 общих точек и поэтому, в силу леммы 4.6, полином Т„ (4) 


* Из следствия леммы 4.2 вытекает, что последний из этих уклонов расположен 


на сегменте [81 №, 8—1}, а не на сегменте [В №, =]. Однако в силу рассуж- 


дений, проведенных на стр. 202 [см. случаи а) —5}], правую точку в), опреде- 


ляющую этот уклон, можно считать удовлетворяющей условию В®) <=”. 
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имел бы порядок не ниже | (2 +5 — 3) | =п-- 1, т.е. мы бы пришли 
к противоречию. 

Таким образом, после п дифференцирований мы получаем следующую 
картину. 

(1) Полином 14 (1) имеет с функцией (1)®) в точности 2 -- 3 общие 
точки, содержащиеся в системе (4.14), и все эти точки различны. 

(2) Полином Т4” (2) имеет в промежутке [2%;; —2л, х®] по крайней 
мере п” уклонов, расположенных, соответственно, в”окрестностях! точек 
2, 2®,..., 2 (п =п или. же п’ =п-- 1), причем последнийдиз них 
является уклоном вверх. 

Отметим, что из приведенных до сих пор рассуждений следует, что 
если бы число ] удовлетворяло условию 


1 <п-2, (4.16) 
то после / — 2 < п дифференцирований мы получили бы полином Т‘*) (1), 
который имел бы с функцией (217)? = — 2? по крайней мере 2п +3 
общих значения (различных) и поэтому, в силу замечания к лемме 4.1, 
полином Т»„(х) должен был бы иметь порядок не ниже 


[52 -+3—0] =, 


т.е. мы сразу пришли бы к противоречию. Поэтому для случая ] < п- 2 


теорема доказана. 
Если же 


Г>и®-2, (4.16”) 
то; дифференцируя полином 7‘ (2), мы получим полином 71 (5) со 
свойствами: 

1", Полином ТОРО (2) имеет с функцией у = (21) 2п +2 или. 
2п + 3 общие точки * 


ВО а оу 20 или пез). 


п + 
29. Полином Т®+ (5) имеет в промежутке (279 —2л, 2" ТВ] два 
корня ГРЫ и г, ген т, или же один корень р жы 
. . (п--1 
причем сумма числа М" точек 2"? (1 =1, 2,...,у) и числа № 


корней г" и г (или же только г("+0) будет равна в обоих случаях 
21-4 (в самом деле, из геометрических соображений легко усмотреть, 
что указанная сумма всегда ** является числом четным и, следовательно, 
> 2н-- 4; с другой стороны, из предположения, что эта сумма `>2п-- 4, 
в силу леммы 4.6, вытекало бы, что полином Т»„(х) имел бы порядок 
не ниже п-- 1 и мы немедленно пришли бы к противоречию). 


* Нетрудно было бы убедиться, что общих точек будет 2п--2, если число 
|—п—4 (т. е. показатель степени у функции у = (27 )"0) является четным, или 
же если число | —п— 1 нечетно и, в то же время, «(п > 0; общих точек будет 
2п + 3, если число | —п — 1 нечетно и, в то же время, вые 0. 


** За исключением, быть может, случая, когда 2" =0 и ТИ( 9) = 


= ТН) =0. В этом случае рассматриваемая сумма, очевидно, > 21 - 5. 


246 в. к. ДзяЯДыЫК 


3+). Полином Т®+ (2), в силу следствия к лемме 4.2, имеет в 

. {п--1) я 
промежутке вт хи *по отношению к функции Ф; 11'(1) по крайней мере 
п*—1 уклонов, расположенных, в случае, когда х("+1>> 27), в окрестностях 

п--1 (т) 
точек 2" д, ..., 5 (или же, в случае, когда "РО хх”, полином 
1 
Т‘"+ (2) имеет в промежутке (^" 1", НЫ и" —1 Уклонов, расположен- 
у п--1 й 
ных в окрестностях точек 27, 2 0,... ‚21 ), причем последний 
из этих уклонов является уклоном вверх. . 

Мы будем считать, для определенности, что эти уклоны расположены 
в окрестностях точек х"+0,..., 20+, ибо в противном случае рассуж- 
дения были бы аналогичными. Продолжая дальше последовательно диф- 
ференцировать полином Т» (2), мы, в силу леммы 4.5, придем к одной и 
только к одной из следующих двух возможностей. 

Первая возможность состоит в том, ‘что после некоторого числа шагов, 
равного и (и </— 2), мы получим полином Т® (1), для которого сумма 
числа №№ 1 — 1° точек 

26) < в) (р) (р) () * = и * 
аи, <. И» ие. + 2л (1’=1 или 2), (*) 
в которых полином Т® (2) интерполирует функцию у = (21)®, и числа 
№? корней 
(р) (р) (р) Аа (р) (в) 
9 < 74 рии п 7 7» 2л, Гы < (**) 
полинома Т® (2), расположенных в промежутке (9, — 27, 2], будет 
(+) 


>21 5, и, таким образом, в силу леммы 4.6, полином Т® (2), а сле- 
довательно, и Т„(х) будет иметь порядок не ниже п-- 1, т. е. мы 
приходим к противоречию. | 

Вторая возможность заключается в том, что каждый раз будет 
№) +1 — 1* -- №№ = ж- А, в соотношениях (*) и (+=) будут иметь 
место строгие неравенства и, следовательно, мы будем вправе снова 
и снова применять лемму` 4.5, вследствие чего после / —2 дифференци- 
рований мы получим полином Т р (2) со свойствами: 

197 Полином 79% (1) интерполирует функцию = Ни 


Уу— (/—п— 3) =у-+п— 7 - 3 различных точках (у = 2п-+- 2 или 2п + 3) 
п. аа, а ат. (4440-9) 


29%. а) Если при (/—2)-м дифференцировании полинома Т„(х) 
имеют место условия случая А или же второй части случая Б леммы 4.5, 
то полином Т® (57) в промежутке (20-2: —2л, 2] будет иметь 

21 | 4— (Уп — 7-3) = 7-Е п—м-+1 
корень. 

6) Если при (/—2)-м дифференцировании полинома Т» (х) имеют 
место условия первой части случая Б леммы 4.5, то полином 73 (т) 


в промежутке (0, чз— 27, 29 2)] будет иметь 


2п -|- 4 — (Уп 3) =у-п—у+2 
корня. 


* Сравни примечание на стр. 214. 
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30—2) 


. Полином 19? (5) в промежутке аа к имеет по 
На 
2 


(7 
т ие 4 


отношению к функции Ф’ (2) по крайней мере п” —1 — (/—3— п) = 
— п" +п-+ 2—7 > 2 уклона, м в расположены соответственно 
в окрестностях точек 29—9),..., 2059) 2» причем последний из этих 
Уклонов является уклоном . 

Обозначим через 1, 4»,..., @*+и_; точки, удовлетворяющие условиям: 

о < 2—8) 3320 9<... Зои 0 з 
310 79 ® (а) = — 10179 (а) =... = (—4)" "Чао 799 (оци 
(4.17) 

(такие точки, в силу определения уклонов, очевидно, найдутся). 

Из соотношений (4.17) следует, что полином Т9_? (2) имеет в проме- 
жутке (29), и) — (&, а") по крайней мере п’+п—]—2 
корня, а в промежутке (209—?), ЕР н1) 2 (9%, ати) — по крайней 
мере п*-- п—/— 3 корня. Отсюда, учитывая свойства 1?) — 392) 
Т9 2 (5), мы получаем следующие результаты: 


полинома 


а) Полином Т9_? (2) интерполирует функцию У 22 в 
Ут — 7-3 — (п Рип — 7—1) =у— п’ 4 


точках (у= 2" 2 или 2п | 3, п*=п или п’=п-- 1) из промежутка 


(2—2 2 
у ЧАН 


Ь) Полином 79? — имеет в промежутке 


о, а 25, 20.) я = м а 2л, 273] -- (29%, и = 
— —2 = (7—2) (—2), д(—2) 
= (29, — 21, м] - (м т] 


по крайней мере п* + 2 —у—1 корней (п 2 —у—1=(-+п—у-1)-+ 
и" п —/— 2) = и ++"). 

с) Так как полином Та те (1) в окрестности точки а имеет 
уклон вверх, то найдется по крайней мере одна точка ва; У 


{)—2) 
11а), В которой 


те (а) < ФЯ (а) | № ОИ 22, 
= 2 1—2 
т. е. кривая у = Т та) (т) пересекает в интервале Е и 
о 
кривую у= — 5.7! 2. 
Из этих результатов, в силу леммы 4.1, следует, что полином 
ТО? (2), а следовательно, и полином Т„(2), имеет порядок не ниже 


[Не-т+А и 21 -у—0—1)] ="+ 


т.е. мы и в случае 7 >п--2 приходим к противоречию. Этим теорема 
4.1 для случая, когда ] <2п— 1, полностью доказана. 

П. Случай, когда />2п (в данном случае, как это будет видно 
из доказательства, число ] может быть как целым, так и дробным). 
Представим функцию 27 в виде 


= + (#— мифе + ии @-—яу—п—@—м) 
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ы =. 
п обозначим через Т, (2) и Т. (2) тригонометрические полиномы порядков 
не выше п, которые интерполируют соответственно функции 


и = ил+@е-мр—м— (@#— я) 
№ (= Ш @е-мум—(@—яв 


в точках 


мт, веет. дп, (4.18) 
Так как функции /,(57) и (5) являются соответственно нечетной 


и четной относительно точки х = л, то, в силу теоремы 2.3 и замечания 
к ней, при всех х>л будем иметь: 


во [71 (2) — Г, (2)] = вп /з (#2) — Г» (2)] = — эро йа (и Е 1) 


Поэтому если обозначить через Т„(х) полином порядка < ип, который 
интерполирует функцию 21 = }, (2) - /› (2) в точках дк, =1,2,...,2и +1, 
то получим: 
ТГ» (2) = Т, (2) + Г. (5) 
и при всех хЕ[л, 2л] 
зле [27 — Г, (1)] = — 101 эщ (п -- 1)х. 


Этим тождество (4.12) для всех х6е[л, 21] полностью доказано. 
Доказательство этого тождества в случае, котпа хЕ6[0, л], будет 
значительно более сложным. 


Пользуясь формулой (3.5), найдем: 
т. 


|: 

2т--1 > 

Бе ый 1 (=) #2 К—1 й 7 и 

ню РО С Е 

К—1 т —5 
где 
3: — 1: 2—2 РЕ 

1 (5) = зп ри... о, 


Хк = ре (К =1,2,..., 20 + 1), 2 (0) < 0, 
эт (их 
а 


51 75° 
2 


= — сп ша (п - 1)х. 


Вследствие этого, для доказательства соотношения (4.12’) для зна- 
чений 26[0, л] достаточно убедиться, что при всех х6[0, пл] и] > 2 
будем иметь: 


ке и вы 

ЕП А-а 50, (4.19) 
—1 81 2 

2 
или 

2тЪ--1 и 

Ут Ана к ЗЕ а ралы (4.19') 
К=1 


* 
Заметим, что для полинома То (5) точка 1,1 = Л служит, очевидно, узлом 
четной кратности, а для полинома Т, (=) — узлом нечетной кратности. 
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Е 
йе ть А 


Ак = Ак (м; 40), К =1,2;...,28 +1, 2610, Л]. 
> (4.20) 
Докажем сначала справедливость неравенства (4.19’) дляп =1ип=2, 


а уже затем для п>3. 
1°. Пусть п=1. В этом случае для слагаемых А, и Аз из суммы 


2т-1 


У (АА. А. А, =“ (6=1,2,3), 7>2, (4.24) 
имеют место следующие неравенства: 
; у а. 511 > (= :) 
А 7—2 2 ЕР и. п г 9 
ЯВ РЗ | Иа о 
(5 л) —х 51а д зто (л— 2) (=) т (4.22). 


при всех 260, 5, 


г. — Вл р 2 4 в 
(= 5% эш 5 (л— 2) 
зп 1 
а 5 (п— =) 
3д\7 
я—(4) 
д 5 зх 
РЕ ЕТ 7 1,445 0,924 Е 
< ва д 9 № И. 3 ` 0.385 <! (4.22") 
еде лв: 
д 
при всех26[ 2, | ‚ ибо, во-первых, в силу того, что при всех х= у 


о - 
дх \ ух ду \ у—х у—а\ ух 


Ре 9—3) 93>0 (0<0<1), 


а 
отношение Е = растет как при возрастании х, так и при возрастании; 


л 
у, и, во-вторых, при всех 6 (0, +) 
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п ,(,+ =). [ эп зы 
О: (*) 
[(. - 5) $11: :| ил А л 
Для дальнейшего нам потребуется неравенство 
я р р 
уе >1(25"). , 722 0<=<и (4.23) 


Чтобы убедиться в его справедливости, достаточно учесть, что всилу | 


выпуклости функции 1 = #1 (&>0, 7/2), 


«и 
у 2 у 
ия Ен | ог Е ®- | 


2 


Е 
1 


У. г ыы 
о. (21%) ‘ши 2) (5%) 1 


Из неравенств (4.23) и (+) найдем, что при всех хе [3% . м] 


тэ“ 
51 5 (= -:) т =. 
7—7 л 1 /3п = 
А _ пя ЯВ 2 (> — ) Е. у & 
о В С а | 
} (5°) —2 зп эш 5 (п— 1) ($ л) У } 
Зл 1 
Ее, г 
8 4 8 
пав | от ь 
(5) 3,14 — ‚› если И , 
и при всех 26, м и2<]<4 
л 
$11 р) (+—>) зт-я 
м — 2 й (. В л 
й: л—х = о НЕ >) = Е Е 
ОЕ: = д -< 
я — (5) зш-5 (л— =) (2+2) 9-5. 
а Е Е 
т 5 (п — 1) — 
- /8 з 
> У2 (5) 38. (4:22" 7) 


Из неравенств (4.22) следует, что при всех 26 [0, м] и 7124 А. < А:,, 
а при 2<]<4 4, А, - Аз; следовательно, при всех хе[0, х] и] >2 


эт 1 х 
ХУ (—1'"44= 4, — 4+ 4320. 


К=1 
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27. Пусть п =2. В этом случае 


2т--1 , 
У (—1**44= 4, — 4, 4 — Аа Аь, 
А | (4.24°) 


= =... 5), 74. 


Поэтому, принимая во внимание, что 


ы у (5 ) ^ 

Ш |-—а — 

И РНЕ 
вия дзиа (9 
зт- (3 —=) > (3—2) 


при хЕ[0, д] и что 


получим следующие неравенства: 


2 9 
А 44 56 0,97 ; 
, З> ИЗ. —п < 55 -1,15. ‹т< 1, (4.24') 
4 
если 260, 5—5 |, 
1 4 
256 — (3— ) | 
А 7. -5 зщ 67,5° „218 0,924 >. 
= И ИЗ: 537 5 <. 0,6 Г (4.24”) 
625— (3—5) 
если 2е[л—т, 1} 
4 4 
256 — (3— +) 
а 5 эт 66° 256 — 7,52 0,92 
р С а ИЗ: ша БТ ` 174-058 < 
625— (3—-) 
0.0369 (4.24) 


256 — ( е г) 
А 55. 5 31 62,5° 195 0,89 _. и 
о (4.24””) 


ах г 
если хЕ в, Се т , 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Е Фа 
256 — (8-—— 
А ( в) т 81 60° 256—724 _ 552 Ве. 
А й а ИЗ- 50305 < 657 и о > 
25 — (3—5) 


л 
если 2—3, п]. 


эшё : 5 
Далее, принимая во внимание, что —— == с08 0, 0<090<1, найдем: 


= тг 
в м $1 5. 9 [и = з т | 
| 
если 260, = | у | 
2\1 ; 
(= — 2! р. т (п — 2) 
21, 2 Ва. ы о | 
а 5 (== | 
с Е 2 ее. 
Аз п] — 21 я 1 (2 ) 2 и 
в т > и х 60576 
ут | 
(=) 


Е 
если 26[5., п : 
Из неравенств (4.24) и (4.25) следует, что, действительно, при всех 
2610, м] и] >4 
2т--1 У 
У (—- 0 ‘Ак = А + (4з— 43) + (А — 44) 20. 
&—1 
3°. Чтобы установить справедливость соотношения (4.19’) при п>3, 


приведем сназала ряд нужных в дальнейшем неравенств: 
1) При всех х6(0, т») 


д — #1 1] 4 
Ту = 21, а 
(Е 
2) При 26(0, 2п), хх». 
; , УЗ 
эт 7 т 
готы В РР 
вые 5 а 
В $10? ь 
\ 2 2 


3) При.тб(0, 2м), + 2л— ал, 


[ а 
аа Й 


\ ‚2-21 лм хх, 
ие 
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4) Вследствие (3.9’) и 1), при всех х6(0, лк) имеем: 


х я —х 7 
Е й : Е ; К-1 1 х 
о А и - г 
А, 7 4—2 5 5 Й у тт 
А Ра т : и № ЗеееРь Ея т, —т 
Е Ты зи РР — зи. 1+ к ЗЕ = 
2 2 К 2 2 


5’) Из 4), в силу 2) и 3), для всех Ё=1,2,...,п--1 ихЕ[0, ж,] 


следует: 
и эт \ 
к 1 2 4 пов! 
т 0: ‘Урны ты (+ рать) < 
в и и) "ЗАО 
= Я 5 , 
Рея (4.26') 


5”) В силу равенства 


Е . р 1 ( ты 


(5% Е ЖЕ. 
функция за —-— Е ет может в промежутке. [л, 2л] достигать’ наи- 
меньшего ты только на концах. Поэтому из 4) следует, то при 
К =п+ 2, п- З,...,2п—1 (так что +1 < 1 < 27—42) и 5610, дл] 
( В т \ 
А я 81 
К — 
< < 
И = $ > - 
р (1 пе те) зш® Е зтХ о ] 
ве 
= | о 
| а: =. 
я (1 НЕБЕ : ши |505 Ч) т. зте-ат (© =) Е. 
я | и о а” 
а ! 
е ши оз 2; 2 сов. ©0$ ый 
1 1 \ -У2 9 
а ы = == реа ее $ и 
её 1. } л 3 в (4.26") 
шш [сов;2 2 608 -в- а 208 —- 8, 


5) Объединяя (4.26’) и (4.26"), найдем, что при всех х6[0, х] Г {Юля 


Л. 
тк м в, :.2П-- 1 дБА, т 1..(4.26””) 
РИ ИТ, 
6’) Если хЕ и, ка -- 5) и < п--.1 (так что лк < л), то в силу 
неравенства 


ен -( -5- 


4+ 
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золучим: 
3 
В вы. 
эт (1 = РЕ ВБР 
ян = +1 Е 


раны) — (1 тени) |. 


4 [: [( п-+ )- (1 с тт) ]} = 
+) 5548) + 


] 
+ [| +; ча +Н)-@=зые а и 


а) 
Е : 2% 20 к \ 
Зи а 1 1: |( ) —(- 4 | 40 ла 
Яка — >. 4п [+ 1 5(®- 1) = 9 17% р 
Г 
ь эт и 0 
Учитывая, кроме того, что 1 и Е. при ЕЕ (0, л), для всех | 
ов. 
се (тк, ХК Е =) иЁ=1,2,..., п-- 4 найдем: 
Я 
р 811 5 (Яра — 2) 
а НЫЙ 
т, —х а 2% А 
Е ЩИ Зи РЕЙ 
ра = аи вает а и 1% 5 
А 4. — 2 зат вт (2; — 2) 1072" па 
тет Й 2 
—` (ть — =) 
9 1 ’ 
ме В (4.27) 
с0$ —- 
8 
6”) Если хЕ (сы + = ` =») ик < п -| 1, то, принимая во внимание (4.23), 
получим: 
А, к 1 2 Е] — 
А и ЗВ 09 < 
к Кен) сов | +7) 0,9 
_— 10 1 151. 46 1 40 1 Е 
а, те | 
Тю@тп 1+ 0@+0 в: 


. 1 Е а 10 
* При п>6 даже < [(‹ кое $ (1 ЕТ) мы 
4 А ВИ) |< 
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Т) Если сЕ[хь, ка] и К < п, то 


ие 
Ш (7: — 2) 


РТИ эт ® - 

Ак _ 2—1 5 2 (бк) 
и ао еее Ра 
С Е $11 —5- (2 — ху) 

Тк -1 —- ©. речь 
—> (1—1) 
. 1 
В 21 
51 те 1 с03— 
Ре. —4. (4.28) 
т А 1 ый з 
зто“ 008 008. 


5 л ь 
а | Зв 1 1 л ие. л 
а) 4 У За = г рИЯ я Зл [- 1 ‹ ЯП 2+0 с0з па == 
и т 22 
и. ] РЕН с ЕЕ Е: к — 
12 (в 1} п--1 2(п-1)| (+4 Зл 2(п- 1) 


3102 (и 1) 
1: л 3Зл ч : 
ар. 60| < 0, п>3з; 


6) так как при - (х— 23) =| Е (©, 5) 


зш ‚ ( РЕ : ь 
я Е ег 2) т с 


Е 21 : © 2 
эт (2+ 5) ваша (#4 — 
2 
+5 
. 1 д 1 
1 1 1 я эт ё а (; я =.) 
О ЕРЕВАНЕ 
ры 2 . р 
[15 (+ 5%) р 5 
то при ХЕ[2ь, 541] 
ВЕ ыы 
1-5 (# — 28) Е 
1 Л 
5 (2 — #3) ме 
1 | - 1 < 
311 5- (2 — 1) $11 9 ил 
4 1 
5 (#— м) 2 Я 
= ТИ - если п =3, 
с08 = 
Ут 1 23 эт 36° 3 0,6 3 са 
8 ре сли п =4, 
<) 1 ао 085 <У2, если 
| 81 558 
4 И сли п>5 
- =.—5< 3 <Г2, есл 25. 
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В силу этих неравенств, для всех х6[5», х,41| получим: 


1 
эт -—=- 5 (= — 23) 


- = | их 
ЕЕ Ее не > в: Уз 0 (4.29) 
я Е = р : р 
Аз 2—3 эт з-@— =) эт 605 9 
1 — 233 и — 
-5- (2 — 12) 
9) При всех ;6[0, л] 
а ы И Пи эт -5- < ( 6 ) ее $1 Е 
А — 1 а ; 5 
эт-1 (1+5) о ы эт (-5- +=) 
6 \8 те 69 
< (т ) (1 ки =) < (--) И У2) <>. (4.30) 


10) Если г 6 [хь—1, тк, сде К — четное число, удовлетворяющее условию 
4А3Е«<пт-1, ПА 


(ТАК: что [ка, тк] С [21, л]), то при каждом натуральном #, которое 
удовлетворяет условию 


<= ая 
7 
В. п—1 л 
так что 2; « ТЕ ЗЕ й = ты ‚ будем иметь: 
Я. 1 
а 10’ ь. 
а при п=Зи А =4 
А т 24 / 
Я (4,31°) 


Действительно, так как при 2: + 1 Е<п+1 


Е: 
а [ 9-5 (#, —2:) 
4%, 


и 
\ 9 (и 1) 


то 
7 эт ^ 51 (х 
Ак 2 — (т) Зое о 
НИ РД би. 5 
К = В 
+ бы” си Еь эт 3: @ — а) 
- т ар 
1%. 05 2; т й 
За 2 - 1)7 — в сз 2-1 аа, я о: 
а 2. 
Отсюда следует, что если #>2, то, в силу неравенства 
4 › ‘603%; 
о 
с05 (=. - 5%), 


| 
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и неравенства 
Е Е г 
и < при О у дк (4.32) 
имеем: 
В 
Ак га С Ь в 9 я!) (к — 2) + ти: 
Аыца Л соз(5- Е ен. я: — (5—2) 
Рем С 2079 
1 2-2 4 
< ры ‘5—1 <154`4< 5. 
(: ку 
Если же # =1, то 
Го Е т: 2 
АЕ Й эта (5 оба 5) зв ( ох >.) 
Ари = \' 


р 7 х 
(1 ++) 4 вит (- — 5 +2) — 


и так как при х@[хк—, хк] 


то, принимая 


ные) 
г вт (= = ть -- 221) — 5 (5 те =) 


во внимание четность числа А, получим: 


Ая 1 эти 3271 -Е 811 21 


И 3 \2 эт 22: — па 
ах —1 


т в У р рае. 
7 {У 5 у" 
4 
1 А 11 21 аа 1 ая 
= 7 3 \8 ^зш 21 (2 с03 21 — 1) 80 Л 10 
(ан) —1 26085 —1 
1 4 1 4 4 
т Ве) < 55 08 < 16 
| (1 | 5) —41 26с08— —4 


Этим неравенства (4.31) и 


(4.31’) полностью доказа 


при п =3, К=4, 
при п =А4, 
при п>5. 


НЫ. 


14) Если Хе [хьф1, хк], где К — нечетное число, удовлетворяющее ус- 


`ловию 


5<ЁЕ<пт-1, п>4 


(4.33) 


(так что [Хкфл, 2%] © [0, л]), то при каждом натуральном #, которое удов- 
летворяет условию 


(так это 24 < 


п-1—3 л 3л ) 
20” 5 < Ве будем иметь 
А 
А 40 


(4.34 
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% 
Действительно, 
х | х и ый —х 
ва зт_—2Ё  зш Е 
Ар _ Я 
ео Я 1 ке 
Ака рн зт_ зщ 5 Сы 
И бл ИИ 
7%] 
М &-+2—Ю бин ПР Яна 
В 2 


Поэтому если #>2, то, принимая во внимание (4.32), найдем: 


ВЕ Осы. 
А на 4—1 | е Е 
1 3% 
< 2 Но 
(1+5 Не 


Если же {= 1, то при п =4 (и, следовательно, при Ё=5 и 45 =) 
получим: 


3 
Аи Ау 1 31 271 ный 1 
ПЕ ВНЕ Бы , 

А Ак (+=) ти = 511 21 10 
а при п>5, в силу (4.32), будем иметь: 
- 1 + @—=) И - 
— 2—1 р К 

—— Мах. а Зам 
Ака Е | жи (т — 1) Ее р < 15 
Е 


и неравенство (4.34) полностью доказано. 
Докажем теперь неравенство (=. 19'). 


Если Е (тиф, к) = (=, > с. = 
бом натуральном п>3 мы, вследствие положительности величин А; 
((=1,2,...,2п 1) ив силу (4.27’), (4.27”), (4.28), (4.26) и (4.30), 
получим: 

зт-1 р 
(04 = 41+ (43 — 43) (4—4) +... (Ава А) > 0 

= 

Если п =3 и хЕ(х, 24) = (23, п), то, принимая во внимание поло- 

жительность величин А+, в силу (4.29), (4.27’), (4.27), (4.30) и (4.31^), 


найдем: 


Я (914 = 4, — (42— 4:3) + (45 — 44) 1 (4 — 48) > 


1=1 


4 и 4 
2—5 4» -Р 50 4? = 50 (4— 54) >20 


Если 26 (ть, 2), где Е — любое нечетное число, удовлетворяющее 
условию (4.33), то, принимая во внимание неравенства (4.28), (4.26) 


а 2 или 3, то при лю- 
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Ги (4.30), при всех п>4 получим: 


эт--1 


У (== 4, — А, 4 -— А+... — Ань Ара — Ава 
1 


РАК — Ака ЯН Ак— Арена Аз Ня Ат > А А ЕЕ ОЧЕЯ Ак-з-- 
1 а 
Но Ане + 5 Ак... + Азы 


Отсюда, в силу (4.34), находим: 


2тЪ--1 : = 1 
1) *4+> У (36 Анн ыы) >0. 
$=1 $=1 


Если хе (тк, хк), где К — любое четное число >4 и не превышаю- 
щее п,п>4, то, в силу неравенств (4.27’), (4.27”), (4.26) и (4.30), 
имеем: 

эп-1 


Я" 4=4, — 4, + 4 — А+... — Аьь- Ава Ак + 
р] 
+ Ак, — Ак... + Аж — Аж + Аж. 2 — А, — Аа—...— Ак 


1 1 _ 1 
-- зо Ака + 10 Ак... Раб Ам. 


В силу (4.31), отсюда следует: 


м к + 
У (— у А; > х (5 Ака === Аки) 0 
4=1 =1 
Наконец, если К =п -- 1 является четным числом, то, в силу (4.29), 
(4.27°), (4.27”), (4.26) и ИЕ получим: 
2т-1 Й 
У (—1' *4:> 1 А: — 4 —. г Ара Ри Аве 


#=1 
10 К--5 РТО) 21—1 50 21--1 


и, вследствие (4.31), 
к—4 


2 
У 1—1 44> У (36 Ава — Акы) + 


$1 1=1 


10 (5 и ча = и =) —_ 


Этим теорема 4.1 полностью доказана. 

Замечание. При сравнении между собой способов, при помощи 
которых доказывалась теорема 4.1 в случаях Ти ЦП, мы можем отметить 
следующее. 

1. Способ, который был применен в случае | (т. е. когда /<2п — 1), 
значительно менее «чувствителен» к изменению в расположении точек 
интерполяции 2х. Вследствие этого, при каждом фиксированном ] и до- 


230 | в. к. ДЗЯДЫК 


% 


‘статочно оольших п этот способ после замены вспомогательной функ- 
ции ф(2) = (1-1 2л)} функцией вида ф (2) =е —>1 может быть Ир. 
также при интерполировании периодических интегралов от функций 27. 
Кроме того, этот способ, очевидно, применим также при интерполиро- 
вании функции 2) не только тригонометрическими, но и некоторыми 
другого рода периодическими полиномами. Недостаток способа заклю- 
о. в том, что он применим только для случая целых значений ). 
. Способ, который был применен в случае П (т. е. когда 7 > 2п), 

как это было отмечено, полностью применим как при целых, так и при 
дробных значениях ] >2п. Поэтому следствием из результата, получен- 
ного для этого случая, является 

ТЕОРЕМА 4.2. Пусть К (1) есть аналитическая в интервале (0, 2п) 
‚функция вида 


К (2) = | 2° 45 (5), 


‚где у — фиксированное натуральное число и с (5) — неубывающая в про- 
межутке [2%, со) функция с ограниченным изменением. Тогда при любом 
натуральном п>»у тригонометрический полином Т» (2) порядка не 


выше п, который интерполирует функцию К (2) в точках тк = ЕН т 
Це =4,2,.. РаПе будет интерполи ровать эту функцию только в точ- 


ках тк, причем в каждой из этих точек разность К (1) — Т»,(тх) будет 
‚менять знак тавим образом, что 


316 [К (2) — Т»(2)] = — вп чт (п + 1)2, 26(0, 27). 


$ 5. О наилучшем тригонометрическом приближении в метрике Г, 
ы 


абсолютно монотонных функций, функций вида ф (5) = \ 2: ас (3) 


2% 
и периодических интегралов 3-го порядка ($ = 0,1,2,...) от функций 
классов А (а) (&=1,2; а6[ 0, 2*]) и функций, удовлетворяющих 
условиям теоремы 2.3 


Пользуясь результатами $$ 2и4, мы без труда получим ряд теорем, 
выражающих точную величину наилучшего приближения в метрике Г, 
для каждой отдельной функции, принадлежащей к классам функций, 
указапным в заглавии этого параграфа. 

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть ф(5) — суммируемая на [0, 21] функция, опре- 
Эеленная рядом вида 


) = У 4/2), 2600, 2п), (5.1) 


. со 
где а; — произвольные неотрицательные числа, определяющие ряд Ура 


о 
с радиусом сходимости >2п*, или же пусть ф(2) — аналитическая 


$ * Т.е. пусть Ф (2) — произвольная абсолютно монотонная, суммируемая на [0, 2л) 
ункция. 
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и суммируемая в интервале (0, 2п) функция вида 
со ` 
Ф(2) = \2* 454) (5.1') 


2т 


м * Е 
20е 6 (5) — не убывающая в промежутке [2п, со) функция, ш пусть Т» (12) — 
тригонометрический полином порядка не выше п, который интерполи- 


к Кл : р 

‚рует функцию ф (5) в точках хк = НЫ (®=1,2,...,28 1). Тоада 

_среди всевозможных тригонометрических полиномов Т„ (5х) порядка 
* 

< п полином Т»(х) является полиномом наилучшего приближения функ- 


ции ф(5) в метрике Г, причем если Ф(х) есть функция вида (5.1), то 


Е» (9), = 1 \ |9 (9) — Т» (2) 42 = \|Ф(@) — т» @) |4 = 


а 
т \ (2) ви в (и 1) 2 ая == 


0 


со ; : } 2п-ь 7 
У У С Е и [2 Е 7 да ЕО У (= пу Е (5.2) 
И =1 


4 если ф(х) есть функция вида (5.1'), то 


2" 2п 


Е» (Ф), = и \ [Ф(2) — Тн(2) 142 = \|9 (9) — Ть(®) |4 = 


2" 
= — \Ф (2) зао за (и + 1) < ах = 
о 


© 5 эт- | 
ЕВ \ (; л г) [(2* Е а. » (= уе Е (5.2) 
2% = 


Доказательство. Так как в силу теорем 4.1 и 4.2 разность 
$ Ть (2) меняет знак в точках, являющихся нулями функции 
зш (п + 1)х, и только в этих точках, то утверждение теоремы 5.1 не- 
медленно вытекает из теоремы А. А. Маркова [см. (5), стр. 96]. 

В 1938 г. М. Г. Крейн показал [см. (8)], что если некоторая функ- 
ция ф(2) удовлетворяет условиям: 

1) ф(2) является непрерывной на сегменте [0, 24], 

2) $(0) = Ф(2м), 

3) при каком-нибудь фиксированном натуральном п каждое уравне- 
ние вида 


ф(2) — Тиз (2) =0 (+) 


имеет в полуинтервале [0, 2л) не больше чем 2п корней *, 
то функция ф (2) удовлетворяет условию А. А. Маркова [см. (6), стр. 96—99] 
п, следовательно, для этой функции без труда находится точное значение 
величины Ё» (Ф); - 


В нижеследующей теореме 5.2 мы получаем обобщение этого резуль- 


»* В работе М. Г. Крейна это условие сформулировано несколько иначе 
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тата на функции 9(5х), которые удовлетворяют условиям: 
_1) $(2) является непрерывной в интервале (0, 2п), 
2) в концах интервала (0, 2л) функция Ф(5) имеет конечные или 
бесконечные пределы ф(0- 0) и Ф(25 — 0), _ 
3) каждое уравнение. вида (*) имеет в интервале (0, 2л) не больше 
чем 2п корней. 


Значение этого обобщения становится ясным, если учесть, что такие _ 


простые функции, как, например, Фф(л) = (5 — а)? при а=л или 
ф(5) = е^*, а>0, удовлетворяют условиям теоремы 5.2 и в то же время 
не удовлетворяют приведенным выше условиям М. Г. Крейна. 

ТЕОРЕМА 5.2. Пусть $(5) — непрерывная суммируемая на (0, 2п) 
функция, имеющая у концов промежутка (0, 2п) конечные или бесконеч- 
ные пределы ф(0-+0) и $(2л—0) и обладающая тем свойством, что 
всякое уравнение вида ф(х) — Т, (1) = 0, где Т»ь(х) — тригономет рический 
полином порядка <п, может иметь в промежутке (0, 2п) с учетом 
кратностей не больше чем 2п | 2 корня, и пусть 


(Е) = Ф (дичи + &) — (ам + В) +... —9( +9 -+9(%-%), (5-3). 


где р = а, ®=1,2,... ‚28-1, =6(— ры). Тогда 
1) Если 
$ (0) < ши {Ф(0 0), ф(2л —0)} или ф(0)> шах {ф(0 -- 0), ф(2л —0}}, 


(5.4) 


т л 
то найдется единственная точка & (0, х,) = (о, Я) такая, что 


Ф (21-1 -- &0) — Ф (2 + &) |. 


-.— Ф (ль В) + (НЫ) —9 Е -Ф=0. (5.5). 


2) Среди тригонометрических полиномов порядка <п полиномом наи- | 
лучшего приближения функции Ф(х) в метрике Г, является тот поли- | 


ном Т, (2), который интерполирует функцию ф(т) в точках 


во Ех, 0 - 22, со 6 - Хэм, 


! 


где Е, служит корнем уравнения (5.5), если выполнено условие (5.4), и 


& = —"_, если 
п-+ 1 


шп {$(0 +0), ‹(2л—0)} < (0) < шах {9(0 +0), Ф(2—0)}; (5.4) 


при этом 
2п 


Е» (9), = ет (2) 142 = |} обои +1) (#—&)1 4. (5.6) 


3) Если выполнено условие (5.4) и 


9(2) —® + У (ах соз ах + В зщ Ех), 


К=1 


| 
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то число & будет служить корнем уравнения 


У! {аи-) уно ©08 [(п - 1) (27-51) + 
= 
-Е би) анну 88а [(п + 1) (27-1) } = 0. (5.7) 


Доказательство. Если имеет место одно из неравенств (5.4), 
то существование точки Ё6 (0, х:), являющейся корнем уравнения (5.5), 


' вытекает из следующих фактов: 


а) функция \р(Е)—Ф(&) является непрерывнойв интервале (- = =; 
6) при (0) < ши {ф(0 0), $(2^ —0)} 
$ (0-0) —+(0+0) =%(0) —+(0-+0)<0, 


нон) 
| =$(21—0)—$(0)>0: 
в) при $ (0) >> шах {ф (0 -- 0), Ф(2^ — 0)} 
$(0 +0) —$(0 - 0) =$(0) —+Ф(0-+ 0) >0, 
$ (4—0) (1—0) =® (2—0) —$(0) < 0. 
Принимая во внимание, что при каждом действительном @& и при 


любых натуральных [ и. п для всякого тригонометрического полинома 
Т„(х) порядка < п справедливо соотношение 


2т-1 


Я (1) 1, (&+ 9) = 


К=0 


отсюда, учитывая (5.5), заключаем, что если тригонометрический полином 
Т’ (х) порядка < п интерполирует функцию Ф(52) в 2п 1 точках 


3 + Я. я 


21 +1 
в 1 
‘условия теоремы, кроме этих 2п--2 точек, никаких других точек интер- 


-то он будет ее интерполировать также в точке &, -- 


л. В силу 


поляции функции ф(5) полиномом Т,(х) в интервале (0, 2л) не будет 
и, кроме того, во всех точках & (1 =0, 1, 2,..., п-- 1) разность 
9(2)—Т» (2) будет менять знак. 
; 
Если же имеет место неравенство (5.4’), то, полагая & = трВ си- 


* 
лу условий теоремы легко обнаружим, что полином Т» 9 порядка < п, 


== 1, 


> л 
который интерполирует функцию Ф(5) в точках ИУ | Я 
ее р аа (т. е. в точках 21, 25,..., Хоа), будет интерполировать 


функцию $Ф(х) только в этих точках и притом с переменой знака *. 


* Это утверждение легко доказывается от противного. 
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* 
Поэтому в обоих случаях получим: 


еп [ф (2) — Т» (5)] = яви в (п - 1) (2 — &) 
или 
31 [ф (2) — т (2)] = — авиа зщ (п -- 1)(5—&). 


Доказательство единственности точки 20, а также доказательство | 


утверждений 2) и 3) данной теоремы получаются путем почти дослов- 
ного повторения соответствующих рассуждений из теоремы 3.2 работы | 


(1). Теорема доказана. 
Теорема 5.2 вместе с теоремой 2.2 полностью решает вопрос о нан- 
лучшем приближении при помощи тригонометрических полиномов: за- 


данного порядка <п в метрике Г любой функции из классов А* (а), 


1=1, 2, ав[0, 2л]|, [= [бпел] + ——5—- о 1 . Нижеследующая теорема 5.3 


решает аналогичный вопрос для Аист интегралов от функций 


классов А! (а). 


ТЕОРЕМА 5.3. Пусть ф(1) — суммируемая на [0, 2] функция, при- | 


р : р Е 
надлежащая классу Ат (а), =1, 2, ав [0, 2%], { = [бпел] -- вии 


пусть ф. (1) (5 — целое >1) служит 5-м периодическим с периодом 2п 
интегралом от ф(х). Тогда 


1) В полуинтервале [с, в найдется единственная точка Ё› такая, 


что 
зо 


= (Ел) = 0. (5.8) 


т . а Е Е : _ | 
2) Т ригонометрический полином Т»(х) порядка не выше п, ‘который. 


интерполирует функцию Фе (х) в точках Ё, Ё, 


является среди всевозможных полиномов порядка <п полиномом наилуч- 


‘шего приближения функции Ф. (5) в метрике Ги 
эп 


л 2п 
Руреие Зы неь 


Ен (Фа), = = пед то = [бои ва] (5:9) 


0 


3) Если 4» (2) — 2 + Ра (ак соз Кх -- бк зщ №х), то число Е будет слу- 
К=1 
жить корнем уравнения (5.7). 
Справедливость этой теоремы, в силу теоремы 2.2, немедленно вы- 
текает из теоремы 3.2 работы (!). 
ТЕОРЕМА 5.4. Пусть $: (2) (&=1 или 2) — суммируемая функция, 
удовлетворяющая условиям теоремы 2.3, и пусть при произвольном 


целим $ >20 Ф:,.(т) есть 3-й периодический с периодом 2п интеграл от. 


функции Ф: (т). 


Тогда среди, всевозможных тригонометрических полиномов › порядко 


< п полиномом наилучшего приближения для функции ф;, ,(т).в метрике 
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Г, служит полиномом Т', (<) = Т' (Ф; $; х), который имеет ту же чет- 
‘ность, что функция ф:.«(1т) *, и интерполирует в интервале (— п, п} 
функцию ф,:(х) в нулях соз(п--1)х, если функция ф;,, (5) четная, и 
в нулях эт (п -- 1)х, если функция фь:(2) нечетная. При этом если 
функция ф:, (5) четная, то 


[2 


п 


® 


Е, (4:.:), = | 9 (2) — Т» (2) | 45 = | фе, з (2) $101 с0$ (п 1) 24|, 


$. — 


‚ а если функция ф;,‹(т) нечетная, то 
2п 
Е» (фа, 3), = \ | Фе (2) — Р* (а) ах = 


0 


[52 


фе, , (2) 10 э1 (п -- 1) тах | в 


ее. —> 


(5.10”). 

Доказательство. Принимая во внимание, что для четной функ- 
ции полиномом наилучшего приближения является четный полином, а 
для нечетной функции — нечетный полином, и дословно повторяя рас- 
’ суждения, при помощи которых была доказана теорема 2.5 работы (1), 


°мы, в силу теоремы 2.3, немедленно получим, что полином Т»(5), 
который интерполирует в интервале (—л, л) функцию $; ‹ (2) в точках, 
являющихся нулями со03 (п -|- 1)х, если функция Ф; (5) четная, и ну- 
лями зт (п -- 1)х, если функция ф;,.(х) нехетная, будет интерполиро- 
вать функцию $:,‹(х) только в данных точках и притом с переменой 
знака. Вследствие этого, утверждение доказываемой теоремы немедленно 
следует из цитированной выше теоремы А. А. Маркова [см. (5), стр. 96]. 
Примеры. Рассмотрим функции [см. (5), стр. 112, 113 и 211] 


а с03 мы 
ф» (2) =» (—4)°" Е 
К=1 к 
и 
ое ки $ =, 2. 


К=1 


Эти функции, как известно, являются периодическими интегралами 
(5 — 1) го порядка соответственно от функций 


Ф: (2) = 5 и $1 (2) = 1 (2 с0з =), хе(— л, м), 


т. е. от функций, удовлетворяющих условиям теоремы 2.3. 
Поэтому, в силу теоремы 5.4, без труда найдем: 


2к 


Е» (фе), = \ 1$» (2) — Ти (5; 2) [42 = 


® 


= \ Ф. (2) ап соз [т + 12—% | 4] (7.11) 


`* При яюбом целом 3 >0 функция Ф; ,(т) является, очевидно, либо четной либо 


нечетной. 
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2" 


Е»), = | | 4+ (2) — Рь (5; 2) 4 = 


| $» (2) воз [и+1)2—%]4|, (5.14')_ 


где 7. (вм) и. (5; <) — тригонометрические полиномы порядка <п, 
которые в интервале (—л, л) интерполируют соответственно функцию 
‘фз (5) в нулях с0$ [(и--1)=— и и функцию 1; (2) в нулях зш [(в--4)=— =. 
Первая из этих формул была впервые получена в 1936 г. Ж. Фаваром | 
[см. (3)], вторая в 1937 г. Ж. Фаваром [см. (“)] и независимо от него 
Н. И. Ахиезером и М. Г. Крейном [см. (?)]. 


$ 6. О наилучшем приближении на классах функций 


Обозначим через %»„ и %, классы периодических существенно огра- 


ниченных измеримых или соответственно суммируемых функций 4 (2), 
которые удовлетворяют соответственно условиям | 


2п 


езв зар [а (2) |1 и ( |2 (2) [42 <. (5.12). 


Тогда каждая суммируемая на [0, 2л] функция К (5х) будет определять 
два класса функций /(51) вида 


= К (а (2—1) 4. ‚ (5.43). 


0 


Эти классы мы будем обозначать через К’; если о (1) Е %м, и через. 
К,, если &(1) 6%. В том случае, когда функции о (1), кроме условия 
(5.12), удовлетворяют еще условиям 


О (5.14) 


мы получим некоторые подклассы классов Кси К,, которые обозначим 
‘соответственно через А, иК,.. 
т т, 


Положим еще 


я Е» (7)с = Ев [Кс], а. Е 
ть Ев (с = Еъ [Кс] ит. д. 


и будем величины Е» [Кс], Е [К], И [К с ий [К называть наи- 


лучшими приближениями на классах К°, К, ит. д. 
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Теорема $ 5 вместе с теоремами 2.2 и 2.3 дает возможность авто- 
’ матически применить к приближению различных классов функций 1 (5) 
вида (5.13) ряд общих предложений, доказанных С. М. Никольским 
| [см. (2), ст. 225—243]. При этом получаются следующие теоремы. 
| ТЕОРЕМА 6.1. Пусть функция К (т) удовлетворяет одному из сле- 
дующих условий: 
|„ 1) функция К(х) является абсолютно монотонной и суммируемой в 
| полуинтервале [0, 2п); 

2) функция К (т) является аналитической и суммируемой в интер- 
’ вале (0, 2) и может быть представлена в виде 


К (1) = \ 245 (5), 


2% 


а ов 


где с (5) — не убывающая в промежутке [2п, со) функция; 
3) функция К (2) служит 5-м (5 — целое > 0) периодическим с перио- 

’ дом 2п интегралом от функции из класса А! (а), пеачь № 0 
ТЕ 1). 

] = |бпел] - а 
4) функция К (т) служит 5-м. ($ — целое > 0) периодическим с перио- 

дом 2п интегралом от функции Ф(х), удовлетворяющей условиям тео- 

ремы 2.3. 

_— Тогда для финкиий 7 (1), выражающился через (т) при помощи соот- 

ношения (5.13), при каждом т = 0, 1, 2,..., п 


2т 
Е, Ко 1 = “пр = Е, (К), = | 1К (2) — Т, (2)14*, — (5.15) 
# ЕС 


В [А 


„1 = зар ПИ, = Е, (К), =\ |К() — т (=) ат, (5.45) 


Тт-а 
* * д к 
где полином Ть(х) = Т,(К; 1) определяется каждый раз согласно соот- 


ветствующим теоремам из $ 5. 
Зададим, следуя Б. Надю [см. (7)], систему чисел 


О а А (5.16) 


и построим для каждой функции / (2) Кс (или соответственно /(51) ЕКт) 
тригонометрический полином (п — 1)-го порядка 
Ть (7; х; в, У) = 


ша, -- У} {их (ак 603 Ка -- В за д) Е к (ак зш Кд — Фи соз Кх)}, (5.17) 
К=1 


№: 
И -2 
определяемый системой чисел (5.16), где ак и бк — коэффициенты Фурье 
функции %(2), которой при помощи равенстта (5.13) соответствует 
функция / (2) Кс. Полином Т»(]; т; в, У) линейно зависит от (т) и 
называется линейным методом (определяемым системой чисел (5.16)) 
приближения функции } вида (5.13). 


5 известия АН СССР, серия математическая, № ? 
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ТЕОРЕМА 6.2. Если ядро К(х) удовлетворяет одному из условий 
теоремы 6.1, то линейный метод (5.11) является наплучшим для власса 


Кс при в=ш им, =, (Е=0, 1,2,..., п), где Ш. и , служат козф-. 


фициентами Фурье тригонометрического полинома 


Т, (2) = ав о (му со8 Ах -- У, 9 №2), 


К=1 


который среди всевозможных полиномов порядка < п является полино- 
мом наилучшего приближения функции К (5) в метрике Г. При этом 


8„[Кс; р”, У = зар |7 — Та (7; 2; р, Ус = 

1ЕЁС 

1 1 т 
=, (Ю, = \ |К (2) — 1. (2) | 4х. (5.18) 

0 „ 
Этот линейный метод для класса Кс является единственным. 

ТЕОРЕМА 6.3. Если ядро К(л) удовлетворяет одному из условий 
теоремы 6.1, то линейный метод (5.17) является наилучшим для класса 


Кь при тех же ри и \,, что и в теореме 6.2. При этом 


* 
К? 


8. [Кр в", м] = зар [/— Ть(; 2; в, У) = 
1ЕКГ, 


2п 
1 ; к * Е р 
ЕТ Е, (К), = \1К (2) — 72) |4. (5.18') 
0 
Поступило 
11. УШ. 1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1964), 239—252 


Ю. П. ОФМАН 


О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ 
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ ФУНКЦИЯМИ ВИДА $(%) -- $ (и) 


В работе рассматривается вопрос о том, какой должна быть область 
определения функции ] (5, у) для того, чтобы существовало наилучшее 
ее приближение функцией вида ф (2) 1 (у). 


Пусть на подмножестве Ф плоскости оху задана ограниченная 
функция /(х, у) = /(Р). Рассматривается класс всех функций (включая 
разрывные) вида ф(т) - ф(у), где ф(5) и ф (у) определены на проекциях 
Ф соответственно на оси ох и 09. 

Под расстоянием между функциями /(х, у) =/(Р) и 8(х, у) =е(Р) 


будем понимать 
зир |7 (Р) —& (Р)|=р (7, <). 
РЕФ . 


Через ЕЁ; обозначим нижнюю грань расстояний между /(х, у) и 
функциями класса ф(72) + ф(у). 

Будем говорить, что функция $‘ (5) - ° (у) приближает }(х, У) наи- 
лучшим образом, если 

Р/(2,, $’(т) 5 ф (у = Е, 

В настоящей работе ука?‘1ваются способы нахождения величины Ё„. 

Далее, в предположениь что функция / (5, у) удовлетворяет условию 
Липшица *, формулируются условия, налагаемые на ее область опре- 
деления, достаточные для существования функции $” (2) -+ 14° (у), наи- 
лучшим образом приближающей /(х, у) и удовлетворяющей условию 
Липшица с той же константой, что и ](х, У). 

В случае, когда Ф есть`прямоугольник со сторонами, параллель. 
ными координатным осям, доказывается существование наилучшего 
приближения непрерывной функции /(х, у) функцией ф’ (2) + р" (у) без 
ухудшения модуля непрерывности **. 

Наконец, все результаты обобщаются на случай приближения функ- 
ций от п переменных ](5.,..., т.) функциями вида Ф; (71)... НФ» (7). 


* Мы говорим, что функция ] (х, у) удовлетворяет на множестве Ф условию Лип- 
шица с константой Г, если для любых двух точек Р! (х, у), Рз(х у) Е Ф имеет место 


соотношение: 
11 (2л» Ул) — 1 (2, Уз) | < Е (| 21 — 13 | + [Ул — Уз). 


** Модулем непрерывности равномерно непрерывной функции. /(Р) называется 
функция . 
о (6) =© (6, = эр. |7 (Ру — 1 (Рз) |. 
Р (Ри, Рз) < 5 


5 
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& 


‚1. Определение 1. Будем называть подфункцией /(х, У), соот- 

ветствующей подмножеству ФСФ, функцию ],, областью определе- 

ния которой является подмножество Ф, и которая совпадает на нем с 
| с функцией /(х, у). 

ы р Как правило, в дальнейшем нам придется 
иметь дело со специальными подфункциями, 
у которых подмножество Ф. есть пересечение 
Ф либо с прямой х =25 (такое подмножество 
мы будем обозначать через А.,), либо с пря- 
мой у=\ (такое подмножество мы будем 
обозначать через В„,). Соответствующие под- 

Рис. 1 ^ функции, в согласии со сказанным выше, мы 
обозначим через А и Тв, 
Обозначим, далее, через А. (Ву) проекцию множества А. (В,) на ось 


оу (от), а через р (/„,) — функцию, которая определяется на А» (В.) 


следующим образом: 


1, (9) = Гл» (2, У) (7, (2) = Тв, (в, У). 


Аз 
Сопоставим каждому хеФ’ (проекции Ф на 0х) функцию р (9). 
` х 
Тогда множеству Ф’ будет сопоставлено семейство функций {] (у}}. 
Ах 


Аналогично, множеству Ф” (проекции Ф на оу) может быть сопоставле- 
но семейство функций {} (2)}. 
В’У 
Определение 2. Назовем 1-м (2-м) семейством функции }(х, У) 
семейство функций (7, (9)} ((/› (2). 
х 


Определение 3. Кое ааа Р.Р, Р.Р Р-Р 
называется молнией множества Ф, если 

1) каждое из ее звеньев параллельно или оси х, или оси у и 

2) каждые два звена, имеющие общую вершину Р›» (смежные звенья), 
перпендикулярны. 

Молния называется замкнутой, если замкнута соответствующая ло- 
маная (см. рис. 1, на котором изображена замкнутая молния). 

Очевидно, замкнутая молния имеет четное число вершин. 

Под молнией мы будем понимать также конечную упорядоченную 
совокупность точек Р,...Р», которые являются вершинами ломаной с 
вышеуказанными свойствами. 

ТЕОРЕМА 1*. Пусть на прямоугольнике Ф со сторонами, парал- 


лельными координатным осям, задана непрерывная функция }(з, У). 
Сопоставим каждой замкнутой молнии Нъ={Р,...Р»ь} множества Ф 
число 


(РО +... (Ры 
мена Ш 


Тогда имеет место следующее равенство: 


т. {нь 1} = Е,. 


* Этл теорема была доказана С. Смоляком в 4956 г. 
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Нетрудно проверить, что если функция А(х, у) представима в виде 


А (т, у) =$(т) Е %(у), 
ох (А) =0 для любой замкнутой молнии Нъх. Отсюда следует, что 
для всякой замкнутой молнии Нх и любых фи\ф 


по, = ты, И (а, 9) Ф() + $ (9. 
Пусть 


РИ (2, У), $: (2) -- (У ЗЕЕ (0). 
'Гак как для любой замкнутой молнии Нх 


не (т, )] = те [(2, у) — Ф (=) — $: (1 < 
< зар | (т, у) — $: (2) — фи (у) | < Ву в, 
—- = [1 (т, у} < Е, а 


Ввиду произвольности &, 


то 


и <Я 
ар “нъ} > 61 


Чтобы установить неравенство 
зар {г 
НФ 
мы используем доказанную ниже теорему 4 о существовании для не- 
прерывной функции }/(х, У), определенной на прямоугольнике, непре- 
рывной наилучшей приближающей $ф* (5) - $" (у). Рассмотрим функцию 


В (5, у) = 7 (х, у) — $" (1) — 1" (9). 
м о А (©, 9) | =Е.. 


ой > Е), 


Очевидно, что 


Р(х, у 
Будем называть молнию ЕЕ {Р»} экстремальной относительно 
В (т, у), если 
ВР) = хм В (Р,) =. -К (Рио 2:0). 


Если бы существовала замкнутая экстремальная молния, то, как 


нетрудно заметить, мы бы имели: 

Ех [В (т, 9)] = НФ [И (т, Ч)] = Е, 
чем теорема 1 была бы доказана. Поэтому мы предноложим, что замк- 
нутых экстремальных молний не существует, и покажем, что в этом 
случае найдется экстремальная молния, состоящая ‚из сколь угодно 
большого числа точек. Допустим противное: пусть нашлось такое чис- 
ло №, что всякая экстремальная молния состоит не более чем из № 


° точек. Пусть $, (2) есть среднее арифметическое точной верхней и ниж- 


ней граней 2-го семейства ДР (5, У), а 1ф; (У) есть среднее арифметичес- 
кое точной верхней п нижней граней 1-го семейства функции В (х, у) — 
— ф, (2). Положим 
В, (2, у) = В(х, у) — 41 (2) — фи (у). 

Тогда тах | К, (х, У) | = шах | В (2, у) | = Е,. Нетрудно заметить, что если 
В (Р‚)|<Еь то и | В, (Р,) |< Е; (следовательно, если В, (Р.) =Е,, 
тои В(Р,) =Е)). Отсюда вытекает, что всякая молния, экстремальная 
относительно А, (т, У), экстремальна относительно А (х, у). 
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а 


не может иметь более чем М — 1 точку. Рассмотрим произвольную мол- 
нию, экстремальную относительно В(х, У) и состоящую из М точек. 
Пусть, для определенности, отрезок [Ри—1, Ри] параллелен оси х 
и В (Ри) =Е, (а не— Е);). Тогда на пересечении прямой, проходящей 
через точку Рм и параллельной оси у, с множеством Ф не найдется 
такой точки Р., для которой 

В(Р.)=—Е,. 


В самом деле, если бы такая точка нашлась и не принадлежала рас- 
ематриваемой молнии, то, присоединив ее к молнии, мы получили бы 
экстремальную молнию из М -|- 1 точки, что невозможно по предполо- 
жению. А если бы такая точка принадлежала рассматриваемой молнии, 
то мы получили бы замкнутую экстремальную молнию, что также не- 
возможно по предположению. Из этого нетрудно заключить, что зна- 
чение функции В(х, у) —$(5), следовательно, и функции В, (х, У) во 
всякой точке прямой, проходящей через Ру и параллельной оси у, по 
модулю меньше, чем Е, (| В, (Рн)|<|В(Рм)|=Е)). Из всех этих рас- 
суждений следует, что всякая молния, экстремальная относительно 
В, (х, У), не может иметь более чем М — 1 точку. 

Обозначим через $ф-(5) среднее арифметическое точной верхней и 
нижней граней 2-го семейства функции В, (х, У) и через т. (у) — сред- 
нее арифметическое точной верхней и нижней граней 1-го семейства функ- 
ции А, (5, У) — ф>. (52). Положим 

В» (х, у) = В, (х, У) — Ф» (т) — ф» (У). 


Из рассуждений, аналогичных предыдущим, следует, что всякая мол- 
ния, экстремальная относительно ВА, (х, у), имеет не более № — 2 точек. 
Аналогично строим В (2, у),..., Вм(х, У) *. Очевидно, что не будет 
ни одной молнии, экстремальной относительно функции Вк(х, У), т. с. 
для всякой точки РЕФ 

| Вн(Р)|< Е. 
Поскольку все рассматриваемые функции непрерывны, имеем: 


шах | Вл (Р) | = зир| Ам (Р)| < Е», 
что невозможно. 

Итак, из предположения о том, что не существует замкнутых мол- 
ний, экстремальных относительно А(х, У), следует существование мол- 
ний, экстремальных относительно В (х, у) и состоящих из сколь угод- 
но большого числа точек. Пусть Нх есть молния, экстремальная отно- 
сительно В(х, У) и состоящая из п точек Р, (21, у1),..., Рь (х„, Ул). 
Пусть Риф: есть точка пересечения прямых = и у= У». Присоеди- 
нив эту точку к молнии, мы получим молнию замкнутую, но уже не 
экстремальную. Подобный процесс назовем замыканием молнии. Пусть 
На 0% Нъ есть последовательность экстремальных молний, состоящих 
соответственно из [1, [5,..., [» точек (1, -> ос). Обозначим молнии, по- 
пученные замыканием этих молний, соответственно через Ня На: 


* Идея этого процесса принадлежит В. И. Арнольду. 


Покажем, что-всякая молния, экстремальная относительно А, (2, У), 
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Тогда очевидно, что 


Пи М = шеи У У = Е 


Теорема 1 доказана. 
Определение 4. Назовем расстоянием между функциями И (у) 
и Тд’ (У) семейства м величину # 

х, аа 

Ре (9, Ла, Е р > 7 


’ й 2 
1 Е да Хх! 
‚. ’ 
Ксли А», [| Ах, =0, то полагаем 


р а (у), Их. (9) =0 *. 


Верхняя грань попарных расстояний между функциями |-го семейст- 
ва называется диаметром 1-го семейства и обозначается через 41 [7]. 
Аналогично определяется диаметр 2-го семейства а? |]. 

Определение 5. Если к хаждой функции семейства прибавить 
некоторую постоянную независимо от остальных функций, то мы полу- 
чим новое семейство, которос будем называть эквивалентных прежнему- 

Нижняя грань диаметров всех семейств, эквивалентных 1-му, назы- 
вается истинным диаметром 1-го семейства | (5, У) и обозначается че- 
рез 4%[7]. Аналогично определяется [7] — истинный диаметр 2-го се- 
мейства. 

ТЕОРЕМА 2. Имеют „место равеиства: 

а [1] = 47] = 28). 

Доказательство. Пусть р[/(х, у), ф(д) --$(у)]-= А. Расемот- 

рим функцию 
Х (и, у) = 1 (г, У) —®(%). 
Нетрудно заметить, что 1-с семейства функций (5х, у) и (г, у) эквг- 
валентны. Кроме того, очевидно, что диаметр 1-го семейства Хх (т, у) не 
превышает 2Е,. Следовательто, 4% [7] <2Е,, а так как функция Ф (т) -*- 
' р(у) произвольна, то 
Ч < 2. 

Допустим, что нашлось семейство, эквивалентное 1-му семейству 
/ (т, у), диаметр которого 4’ ==2(Ё,— =), => 0. Обозначим через 1р® (у) 
функцию, определенную на Ф” и равную среднему арифметическо- 
му точных верхней и нижней граней этого семейства. Такая 
функция приближает каждую из функций семейства, эквивалент- 
ного 1-му, с точностью, не меньшей, чем Ё;— ев. Следовательно. 
каждой функции 1-го семейства /,, (У) можно сопоставить постоянную 

х 
функцию С,(у) так, что 
р а’ (у) -- С; (у), $ (4)] < Ви -- в. 
Определим на Ф’ функцию $° (5) следующим образом: 
$7 (%) =.С». 


* Так определенное расстояние ме удовлетворяет общепринятым аксиомам. 
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Тогда легко видеть, что 


Р[/ (2, у), 49° (2) + $ (у] = Е, — =. 


Полученное противоречие доказывает, что 


1 
4 [И ] > 2Е) о 
Сопоставляя это соотношение с ранее выведенным соотношением 
1 
получаем: 
1 
Е 4 [7] = 2Е). 
Аналогично доказывается второе равенство 
2 
40 [7] = 2Е,, 


чем теорема 2 доказана. 

Чтобы сформулировать теорему 2 для случая вет от п пере- 
менных, нам понадобится обобщение наших определений. 

Пусть функция 2=)](21,..., 2.) задана на подмножестве Ф п-мер- 
ного пространства 071,..., 2. Аналогично предыдущему можно ввес- 
ти понятие семейства функции /. Очевидно, функция } имеет п семейств: 
1-е, 2-е,..., П-е, расположенные соответственно в плоскостях 
2011,..., 20%.. По аналогии вводим понятие диаметра К-го семейства } 
и понятие семейства, эквивалентного К-му семе.сгву. 

Пусть Ф(21),..., Ф—1(7к—1), Фича (2к-41),..., Ф» (2) — произволь- 
ные функции, определенные соответственно на проекциях Ф на оси 
ОФ1,..., ОФк—1, 07к+1,..., ОХк. Тогда К-е семейство функции 

1(11,..., 2) — Ф1 (21) —... — Фи 1 (2к-1) — Фи+1 (241) — - - - — Фа (о) 
эквивалентно К-му семейству функции }(71,..., то). 

Нижняя грань диаметров всех семейств, эквивалентных `Е-му и та- 
ких, что они могут быть получены с помощью некоторых функций 


Ф1,..-, Фа, Фть,..., Фл вышеописанным способом, называется ис- 
тинным диаметром К-го семейства. 


ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА 2. Имеют место равенства: 


==. --9 Л. 
Доказательство. Пусть 
р [7 (21, в) Т”), Ф\ (2), я ОА) Ф» (х„)] Е Е > Е, 
Рассмотрим функцию х(71,..., 2.) =/—Ф.—...—ф„, 4-е семейство 


которой эквивалентно 1-му семейству функции /. Очевидно, что диа- 
метр 1-го семейства функции х не превышет 2Е., следовательно, 


&%[7 < <2Е,, 


а так как о А (5,) -...-- $ (2.) есть произвольная функция 
класса {ф, (21) +... -- Ф» (21)}, то 


4% [7] <2Е,. 


Пусть 4%[/] < 2Е,. Тогда (по определению) найдутся функции Ф» (ло), .. 
..› Фл(2и) такие, что диаметр 1-го семейства функции 


о Зе и т") — Фз (2) —... — фи (а) 
Ф=2(Е,—=) (=>0). 


равен 
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Обозначим через ф, (х,) среднее арифметическое точной верхней и ниж- 
неи граней 1-го семейства функции х. Тогда очевидно, что 


РУ, ФР... фи] < Е, в. 


Полученное противоречие доказывает теорему. 

Определение 5. 1-й планкой (2-й планкой) креста назовем мно- 
жество А.,(В,,) (см. обозначения в определениях 1 и 2) такое, что его 
проекция на ось ох (ось 0у) сов- 
падает с проекцией Ф на ось ох (оу). 

Множество А., |) В, СФ назы- 
вается крестом Ф (см. рис. 2, где 
изображено множество, содержащее 
крест). 

2. ТЕОРЕМА 3. Пусть функция 
/(т, У) Удовлетворяет условию Лип- 
шица и определена на множестве Ф, 
содержащем крест *. Тогда в клас- 
се {ф(х) + ф(у)} существует функция 
ф" (2) - $’ (у) такая, что 

рИ(х, у), $’ (2) + $’ (у = Еь 

2) ф* (2) и ф"(у) удовлетворяют условию Липшица с той же кон- 
стантой Г, что и }(т, у). 

Предпошлем доказательству две леммы. 

ЛЕММА 1. Если множество Ф содержит крест, то найдется счет- 
ное, плотное в Ф множество М СФ, которое также имеет крест, и для 
подфункции }м в классе {ф (т) + ф(у)} существует наилучшая аппрокси- 
ми рующая. 

Доказательство. Пусть Ф, — счетное, плотное в Ф множество. 
'Тогда очевидно, что Ф, | 4, (] В», есть множество, содержащее крест 
(А. (] В,, — крест Ф). Удалим из Ах, и Ву, те точки, которые при про- 
ектировании соответственно на оси оу и ох не попадают на точки про- 
екции множества Ф,. То, что останется после этого в множестве Ф, |] 
Ц А», 0 Вь, и есть множество М, существование которого и утверж- 
дается в лемме. 

Составим последовательность функций {ф» (2) - ф„ (у)} такую, чго 


Р [Ты (2, У), Фл (2) - $* (У)1 > Е/м. 


Тогда функции {ф„ (2) -|- $, (У)} образуют равномерно-ограниченное се- 
мейство функций. Каждая из них, фл (2) -- {„ (У), разлагается на функ- 
ции фи» (5) и 1, (у) однозначно с точностью до констант, так как Фо (1) 
и р, (у), с точностью до констант, являются подфункциями Фи (2) -+ 
-- 1, (2), соответствующими планкам креста множества М. Очевядно, 
эти константы можно подобрать так, что два семейства {ф» (2)} и {ф» (У)} 
будут равномерно ограничены. Известно, что из равномерно ограничен- 


* На самом деле, как нетрудно будет заметить из последующих рассуждении, 
достаточно потребовать от Ф, чтобы нашлось его подмножество, плотное в нем и 


содержащее крест (имеется в виду крест относительно этого подмножества). 
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ной последовательности функций, определенных на счетном множестве” 


можно выделить сходящуюся последовательность в Выделим из после-. 


довательности $! (5),..., Фи (2),... подпоследовательность Фи, О. 

., Фа, (2),..., сходящуюся к некоторой функции $°(5). Затем из 
последовательности “фк, (у),..., фк„(У) выделим подпоследовательность 
ри, (у),..., фа, (У), сходящуюся к некоторой функции 1р° (у), и расемот- 
рим последовательность 


фи (2) - фи (У),..., Фи, (2) Е фа, (9), .. у (2) - $° (у). 


Для всякой фиксированной точки Р. (2,/,) М и всякого => 0 най- 
дется такое М (2), что при любом п> № выполняются неравенства: 


р [49° (25) № (ус), фл (2) + № (1 < >, 


РИм (25, 40), Фа (то) Е Фь (и) < = + Вум- 
Следовательно, Е 
р[7м (, у), $’ (2) + 4 (9)] < Ем = 
при всяком => 0, т. е. 

Р [м (т, у), $° (2) -- 4° (у)] = Ем, 

чем лемма 1 докгзана. 

Перенумер. кочки проекции ‘ножества М на оси ох и 0%: 
1, 15,...; Ул, Уз... - 

Через А,,(Ву,) обозначим. пересечение М с прямой х= лк (у = \»). 

Мы можем предположить, что Ах, и В,, — планки креста множества М. 

Пусть фо (2) -- 1° (у) — функция, построенная в лемме 1. Рассмотрим 
функцию 

Х (т, у) = {м (т, У) — (У. 

2-е семейство х(х, У) эквивалентно 2-му семейству "[м (5, У) и имеет 
диаметр 4, = 2Е;„ (последнее следует из теоремы 1). 

Имеет место | 

ЛЕММА 2. Существует функция $’(т), которая определена на про- 
‚евции М на ось ох, приближает каждую функцию та (эти функции, 

к 

согласно определению 2, называются функциями 2-го ии Хх (х, у)) 
с точностью, не меньшей чем Е} /, и удовлетворяют условию Липшица 
с константой Г. 

Прежде всего заметим, что поскольку ]м удовлетворяет условию 
Липшица с константой [, то и всякая ее подфункция удовлетворяет 


условию Липшица с константой Г.. Но функции семейства {х.} лишь 
В 
Ук 
на константы отличаются от подфункций ]м и, следовательно, все удов- 
летворяют условию Липшица с константой /Г.. 


Пусть 
ны 
В =П В, 
Очевидно, что ВЕС В" при 13. Множество 
к 
к ; 
а п Ву, 


. . р я ф унк и р . 
Н атансон И П , Тео и ЦИ вещественной переменно и 2 Москва 
и, зд ’ 
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не пусто, так как точка д; принадлежит всем множествам Ву, (Керк) 


(в основном для получения этого результата и было нужно требование 
з к : 

креста). На множестве В: определим фх (5) как среднее арифметическое 
точной верхней и нижней граней первых Ё функций семейства 


к 
аеСиеи ЗЕ (все эти функции на В' определены). Нетрудно видеть, 
ИИ Ук у 


что точная верхняя и нижняя 
грани равномерно ограниченного 
семейства функций, имеющих 
общую область определения и 
удовлетворяющих условию Лин- 
шица с константой Г, также удов- 
летворяют условию Липшица с 
константой Г и что среднее И 

арифметическое этих граней — т, 2 3% 4% % — 
ф,(2) тоже удовлетворяет усло- 
вию Липшица с константой [.. 


Займемся доопределением фх (2) на В(как указывалось выше, ВС В). 

Назовем хорошими те точки В&, которые принадлежат Ву, остальные 
точки назовем плохими. Плохие точки разобьем на плохие множества, 
относя две плохие точки к одному плохому множеству тогда и только 
тогда, когда между ними нет пи одной хорошей точки. Пусть П — одно 
из плохих множеств, ах! и 4. — хорошие точки, ближайшие к П слева 
и справа (возможен еще случай, когда П слева или справа не имеет 
хороших точек. Этот случай будет рассмотрен ниже). На П 


определены функции И о, ‹ Доопределим С(5) и 2(т) — верх- 
1 Ух 
нюю и нижнюю грани этих функций — сначала по непрерывности на 


замыкание П, [1], а затем на отрезок [21, х.| линейно на каждом чн- 
тервале, смежном к [П]. Из способа доопределения ясно, что при 
этом расстояние между С (5) и 5(т) не изменится. Пусть. 


2 (1) =5(2) + Ем, 4(1)=@(1)—Е\м. 
Очевидно, что на [51:, 15] О (5) >4(х) и что 


а (21) < Фь (х,) <2(21), а(12)< $ (2.) < Р (2) 


(напомним, что в точках 2: и 2› функция Фф, (2) уже определена). 

Пусть значения функций рассматриваемого семейства отмечаются на 
оси 02 и, следовательно, их графики находятся в плоскости 202. Назо- 
вем «коридором» замкнутое множество плоскости. 202, ограниченное 
кривыми 2 = 0 (5), ==4(7) и прямыми =, и = 1.. 

Соединим отрезком Д * точки (21, фе (21)) и (хо, фи (25)). Через 23 
обозначим первую слева точку отрезка [5., 15] такую, что в некоторой 
се правой полуокрестности график $,(7) находится вне коридора 
(если такой точки не найдется, то Ф, (2) полагаем на П равной А (5)). 
Очевидно, что либо Л (2:) = 2 (хз), либо Л (13) = 4(23). Пусть, для опре- 


'* Отрезок А в дальнейшем будет рассматриваться как график функции А(2), 
оп ределенной на [21, 22]. 
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деленности, Л (73) = 2 (23) (см. рис. 3, где пунктир проведен вдоль гра- 
фика $"(2)). | 

Через 14 обозначим самую правую из точек отрезка [21, 1], в кото- 
рых ДА (5) пересекает О (х). Если правее график А (2) лежит в коридоре, 
то полагаем $, (2) = Д (2) на [24, 22]. Рассмотрим более сложный случай, 
когда это не так. Пусть 25 — самая левая точка на [24, 2], в которой 
А (2) пересекает. 4 (1), а 26 — самая правая. Функцию Ф», (2) доопределя- 
ем следующим образом: на [2;, 23] 

Фи (2) = А (2); 


на [53, 24] 

фи (2) = В (2); 
на [74, 2] 

Ф, (2) = Ах 
на [%5, 26] 

Фик (2) = 4 (5); 
на [7, 25] 


Фи (2) = А (2). 

При таком доопределении очевидно, что Фк(2) удовлетворяет на [241, 75] 
и, значит, на П условию Липшица с константой /.. Кроме того, так,как 
@ (*) — Ем < $, (2) < 3 (®) Ем 
(что следует из способа доопределения), то $, (2) приближает на П функ- 


ции Х,›...›Х.1 © точностью, не меньшей, чем Ё,„. Пусть теперь П 
ГА й 


не имеет, например, справа хороших точек, а 1, — хорошая точка, 
ближайшая к П слева, х. — верхняя грань точек множества МЕ. С (1) 


и 8(1) — верхнюю и нижнюю грани ть на П — доопределяем, 
1/2 


как и прежде, до [5., т.]. Пусть на [51, 12] 
| р[6 (2), = (21 = < 2, 
и пусть 
| 9* (21) — @(2)|> 5. 
Тогда на [7:, 12] полагаем 


Фь (2) =@ (2) + $, (11) —@ (2). 


|924) — 8 (2) 1> 5. 


Если 


то на [1,, 12] полагаем 


Фи (7) = 5 (2) + $, (21) — 8 (2). 
Если же 


|9; (21) — 6 (21) < 5 


19; (2) — (2) <-5> 


® > * 
то $,(2) полагаем равной $, (21) на отрезке [х., 2;], где точка хз "есть 


самая левая точка [5,, 2.], в торов величина |С(7.) —$,(2:)| или. 


|5 (13) — Ф, (2!) | станет равной —5-. На [23, 2] функция Фи (2) доопреде- 
ляется вышеописанным пы В этом случае, как и прежде, нетруд- 


но видеть, что $,(2) на П удовлетворяет условию Липшица с констан- 
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той Г, и приближает каждую из функций Хо -›Хв’ На П с точ 
| 1/> Ук 
ностью, не меньшей чем Е; /. 


Аналогично доопределяется Фф, на остальных плохих множествах. 
к 
Из построения следует *, что таким образом определенная на В. функ- 


`’ция удовлетворяет условию Липшица с константой Г. Затем аналогич- 


ными построениями $,(т) доопределяется последовательно на множест- 
к к } , 
вах Вз,..., Вк. Но ВЕ = В. — проекции Ф на 0х. Таким образом, 


’ чами построена функция Ф’ (5), определенная на проекции Ф на ось ох, 
Е 7 


удовлетворяющая условию Липшица с константой Г, и приближающая 
каждую из первых К функций семейства {х 5’ } с точностью, не меньшей 
Ут 
чем Е/м. Построив для каждого К функцию $, (5), мы получим систему 
функций, равномерно ограниченную и равностепенно непрерывную (все 
функции удовлетворяют условию Липшица с одной и той же констан- 
той Г). В силу теоремы Арцела—Асколи, из такой системы функций 
можно выделить равномерно сходящуюся последовательность. Пусть ее 
‘предел есть функция Ф’ (5). Нетрудно видеть, что ф”(5х) есть функция, 
существование которой и утверждается в лемме 2. Лемма 2 доказана. 
Очевидно, что 


р [/м (т, У), Ф' (2)  $° (у)] = Ем. 


Рассмотрим 1-е семейство функции 
@ (т, у) = /м (2, у) — $’ (2). 


Оно имеет диаметр 2Ё;„ и эквивалентно 1-му семейству [м (т, У). 
По лемме 2, существует функция \° (у), определенная на проекции М 
на оу, приближающая каждую функцию 1-го семейства @(х, У) с точ- 
ностью, не меньшей чем Ё;„, и удовлетворяющая условию Липшица с 
константой [,. Очевидно, что 


Р[[м (х, У), $" (2) -- 4" (у)] = Ви. 


* Здесь мы используем такое утверждение. Пусть на отрезке [а, 6] задана не- 
прерывная функция #1 (2). Разобъем полуинтервал [а, 6] на счетное число отрезков 
[@ = а, 23], [2, 23], ...,[2, у], ... Последовательностью точек 21, 2»,...,› моно- 
тонно сходящейся к 6. Тогда если на каждом из отрезков [а = 21, 25], [2, 2з],... 
функция 1(х) удовлетворяет условию Липшица с одной и той же константой Г, 
то на всем отрезке [а, 6] функция 1 (2) также будет удовлетворять условию Липшица 
с константой Г. 

В самом деле, возьмем две точки отрезка, отличные от 6:5’ и <”. Между ними 


имеется конечное число членов нашей последовательности: 2к, ту». .›Ят. П 
условию имеем: 
[№ (=) — 1 (ху, | |1 (2,) —№ (21) | [№ (т) =- й (=”) и 
ОЕ оо“ Рер ЗрРЫ ть ИУ ЕрНет 
Следовательно, 
й и 


Из полученного неравенства и из условия непрерывности # (2) на [а, 5] получаем: 


[® (2) — 6] 


[2—6] я 


Тем самым наше утверждение показано. 
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Теперь, чтобы’получить доказательство теоремы 3, достаточно вспомнить, 
что проекции М_на оси ох и оу плотны в проекциях Ф соответственно 
на эти оси. Доопределим ф’ (2) и 11" (у) по непрерывности до проекций 

Ф на оси 0х и 0У. Тогда получим: 


р[/(х, 9), $° (2) -- ф' (у)] = Ем = Е; 


(здесь использовано то очевидное утверждение, 
что если функцию, удовлетворяющую условию 
Липшица, доопределить по непрерывности, 
то она на замыкании множества будет удов- 
а летворять условию Липшица с той же кон- 
- Рис. 4 стантой). 
Замечание 1. Требование креста не было излишне, как показы- 
вает следующий пример. Областью определения 7/(т, У) является мно- 
жество, состоящее из трех отрезков (см. рис. 
4). На [С, В] 7(х, [у) =0, на АВ и ЕЁ гра- ь у т 
фик /(х, У) имеет вид, изображенный на чи г 
рис. 5. На рис. 6 изображен график }(х, У). к 
Хотя ](х, у) удовлетворяет условию Лип- 
шица с константой Г !(см. рис. 4, 5), для | ве $ 
любого сколь угодно большого Ё > 0, умень- 
шая отрезок ММ (см. рис. 4), можно получить, что всякая функция 
$ф° (2) -° (у), приближающая /(х, У) с точностью Е;, не удовлетворяет 
условию Липшица с константой /.. 


2 


Рис. 6 Рис. 7 


Для аналогичной функции на’множестве незамкнутом (рис. 7) не 
существует непрерывной наилучшей аппроксимирующей. 2-е семейство 
рассматриваемой функции, состоящее из трех функций, изображено на 
рис. 8 а). Эквивалентное ему семейство с диаметром 2Е, дано на рис. 86) 
(2 ==), где график $°(2) изображен пунктиром. При этом, как 
нетрудно заметить, это единственное семейство (с точностью до сдвига 
всех функций на одну и ту же константу), которое эквивалентно 2-му 
семейству и имеет диаметр 2Е; (заметим, что в общем случае единствен- 
ность нарушается). Из рассуждений, проведенных в теореме 2, нетрудно 
заключить, что всякая функция $°(5) такая, что существует функция 


ЕН 
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\р° (у), удовлетворяющая условию 
р 17, $] = Е, 


должна приближать все функции некоторого семейства, эквивалентного 
2-му семейству / (х, У), с точностью, не меньшей чем Ё,;. Но такое 
семейство необходимо должно 
иметь диаметр 2Ё;. Так как в 
нашем случае такое семейство 
единственно, то функция $Ф° (5х) 
должна приближать все его 
функции с точностью 


Гм 
зас ниЯ Рис. 8 
(см. рис. 86)). Тогда необходимо 
ФМ) = А, м =-РМ, МКЕРМЕ-. 


Так как для любого [>00 найдется =>0(:=[М, М№]) такое. что 
1 
р то наше утверждение доказано (доказательство утверждения 


относительно незамкнутого множества аналогично). 
Замечание 2. Естественно предположить, что теорему 3 можно 


обобщить так: пусть’ }(х, у) равномерно непрерывна и определена на 
множестве, содержащем крест. Тогда существует наплучшая прибли- 
жающая $Ф* (т) + $'(у) такая, что $" (х) и 1*(7) имеют модуль пепрерыв- 
ности не худший, чем |(х, У). 

Единственное утверждение, которое не обобщается, это утверждение, 
доказанное в сноске на стр. 249. 

После ряда попыток доказать эту обобщенную теорему я пришел к 
мысли, что для произвольного множества с крестом она не верна, хотя 
примера, подтверждающего это, нет. Тем не менее такая теорема вер- 
на в случае, если Ф есть прямоугольник со сторонами, параллельными 
координатным осям (или если Ф есть декартово произведение подмно- 
жеств координатных осей). Эта теорема (теорема 4 для п = 2) была до- 
казана А. Н. Колмогоровым в 1956 г. (ниже мы кратко изложим ее 
доказательство для случая функций от п переменных). 

Теорема 3 легко обобщается на случай п-мерного пространства. . 

Пусть в п-мерном пространстве ол1,..., Хи задано ограниченное мно- 
жество Ф. Через и. обозначим подмножество Ф, состоящее из тех и 
только тех точек, у которых ^-я координата есть ах. 

Определение 6. /-й планкой креста назовем такое множество 


АСФ, проекция которого на подпространетво о051,..., ТА-1. Яка, ... 
..., Я, совпадает с проекций Ф на это подпространство. 
Если для всякого К=1, 2,...,п существует планка креста, то 


’ Ф есть множество, содержащее крест (крестом, как и прежде, называет- 
ся сумма планок). 
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ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА 3. Если функция ](21,...,2.) Удовлет- 
воряет условию Липшища с константой Г. и определена на множестве Ф, 
содержащем крест, то в классе {Ф (2... Ф" (%„)} для нее суету 
наил . аппроксимирующая Ф! (т) 2 ... + Ф, (2) такая, что ф..-з 

..,ф’ удовлетворяют условию Липшица с константой Г. 

Доказательство этой теоремы мы не приводим, так как в нем 
используются такие же рассуждения, как в доказательствах теорем 3 и ‘4. 

3. ТЕОРЕМА 4. Пусть Ф есть п-мерный куб в пространстве 
ох,..., 2. с ребрами, параллельными координатным осям, и пусть на Ф 
задана непрерывная функция }(11,...,2). Тогда для нее в классе 
{Ф, (2) +... + $, (2»)} существует наилучшая приближающая Ф! (2) +... 

. НФ, (2„) такая, что ф',...,Ф, имеют модуль непрерывности не ту- 
же, чем модуль непрерывности функции }(х1,..., т). 

Из леммы 1 (обобщенной на случай п-мерного пространства) следует 
существование функции $°(х;) |-...-|- $? (7„), определенной на плотном 
подмножестве куба и такой, что 

РУ, ФЕ... + 9%] = Е). 
Пусть значения /(7,...7„) отмечаются на оси 02. Тогда, аналогично 
предыдущему, мы можем в глоскостях 1102,...,1,02 построить п 
‚ семейств функции /. Рассмотрим 1-е семейство функций /(11,..., 2») и 
1(2,..., 5) — $0 (12) —...— $0 (2%). Нетрудно видеть, что они эквивалент- 
ны и что диаметр 2-го из них равен 2Ё; (последнее вытекает из обоб- 
щенной теоремы 2). Теперь мы используем свойство, присущее лишь 
множествам, являющимся декартовыми произведениями подмножеств 
осей: все функции 1-го семейства имеют одну и ту же область опреде- 
ления —— проекцию куба на ось 05. 

Пусть $! (21) есть среднее аи верхней и нижней граней 

1-го семейства функции 


(жа. . ска) — ФО (жа) а ФА) 
В силу отмеченного выше свойства, а также того обстоятельства, что 
все функции семейства имеют модуль непрерывности не хуже, чем 


/(х.,...,7п), $. (11) имеет модуль непрерывности не хуже, чем ]. Оче- 
видно, что 


р [7 (71,..., 2), $1 (51) -- $? (22) +... - Фо (2%)] = 2. 
Пусть $. (22) есть среднее арифметическое точной верхней и нижней 
граней 2-го семейства функции 
1(%1,... в) — $! (2) — $ (13) —... — $2 (2%). 
Аналогично предыдущему, $, (72) имеет модуль непрерывности не хуже 
] и, кроме того, 
РИ (а... ,2н), 9" (21) + $ (22) + 9° (23) +... + 9 (2) = Е, 


Далее, последовательно заменяя вышеописанными способами функ- 


ции $ (73),..., Фо (1») функциями Ф. (73),..., Ф, (21), имеющими модуль 
непрерывности не хуже, чем }{(т1,...,7»„), мы получаем доказательство 
теоремы. 

Поступило 
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ЧЭНЬ СЕ-ЧАН 


`О ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ {г”"} НА КРИВЫХ В 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ 


В работе устанавливается условие полноты системы функций {2"} я 
ТД Ув: — Ук = № > 0 (%=0; п=0,1,2,...), на кривых в комплекс- 
ной плоскости при взвешенно-средней аппроксимации. 


Введение 


Вопросу о полноте системы функций {2"} (п =0,1,2...) в комплекс- 
ной плоскости посвящен целый ряд исследований. М. М. Джрбашян 
{"), (2), используя интегральное преобразование Коши, доказал сле- 
дующую теорему. 

Пусть 4 — неограниченная кривая, состоящая из конечного числа 
ветвей, удаляющихся в бесконечность, и обладающая следующими тремя 
свойствами: 

1) она не содержит петель и спрямляема в ‘любой конечной части 
плоскости; 

2) она разбивает плоскость 2 на конечное число односвязных бес- 
конечных областей С; (1=1,2,...,т), каждая из которых содержит не- 
который угол А; с раствором = : <<»: * 

3) если с (2) — длина дуги связного куска кривой 4, отсчитываемая 
от какой-нибудь точки до его точки 2, то вдали от начала координат 
б (2) есть однозначная функция от |2| и 45 (2) < Ма|2|, где М — неко- 
торая константа. 

Допустим, что на % задана вещественная функция Р (2) такая, что 
при достаточно больших |2| 


Р(> Р. (=) = Ро (а) + | а, (0.1) 


где а — постоянная, © (1) > 0, ® (11 + со. Утверждается, что если 


со 


ую 47 = +, шах (9, ...,9т), (0.2) 
р 1-2 


то на Ф в классе Г,» [Р (2)] функций ]} (2), определенных на $ и удовле- 
творяющих условию 


20 |1 (9 45 < + о, 


58 
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система функций {2"} (п=0,1,2,...) полна на кривой %& в классе 
1» [Р(2)], т. е. 


ше 26| / (2) —0() 84 =0, (0.3) 
{9} 2 | 
где0 (2)— всевозможные линейные комбинации функций 2" (п = 0,1,2,.. н 


А. Ф. Леонтьев (3) на основе одновременного применения метода 
интегрального преобразования Коши, использованного М. М. Джрба- 
шяном в статье (2), и метода дифференциальных уравнений бесконеч- 
ного порядка рассмотрел вопрос о полноте системы функций {2“”"}, где 
показатели у„ уже не пробегают всех неотрицательных целых чисел, 
а только являются их частью. Накладывая на кривую 54, на которой 
осуществляется аплроксимация, и на весовую функцию е_Р“2) некоторые 
дополнительные ограничения, он доказал следующую теорему. 

Пусть последовательность {%„} является частью последовательности 
{п} всех неотрицательвых целых чисел, и пусть последовательность 
{^„} является ее дополнением относительно {п}  ({^.} = {п — {%)}), 
причем 

а —и6 4 ( Шиа ^ =1—5>0). 


ТСО и п>со п 


Предположим, что кривая % обладает перечисленными выше тремя 
свойствами и, кроме того, пусть каждый угол АД; (1=1,2,..., т) имеет 
л > 
раствор -- > 2лб, а одна из областей С:, скажем С;:, содержит кри- 
$ 


волинейный угол Р (вдали от начала координат Р и А, совпадают) с 
вершиной в начале (начало, вообще, не принадлежит области С\), ко- 
торый пересекается с каждой окружностью |2|=г, О«<г« + оо, по 
дуге длиной > 2лог (это означает, что раствор угла Р больше 2лд). 
Если при некотором г > 0 


с Ро (г) д л 
\ —лрие, ЧТ >. и = шах (Вл, Вь,..., Вт), тт ее (0.4) 


то на % в классе [.,[Р (2)] система функций {2} полна в смысле (0.3) 
(О (2) — всевозможные линейные комбинации функций 2” (п = 1, 2....)). 

В книге С. Мандельбройта (“) и совместной работе М. М. Джрба- 
шяна и И. О. Хачатряна (5) рассматривается случай, когда поеледо- 
вательность {у„} не обязательно состоит из целых чисел, но в этих ра- 
ботах кривая, на которой происходит аппроксимация, предполагается 
соответственно положительной частью действительной оси, всей осью. 
или границей некоторого угла с вершиной в начале координат. При- 
ведем результат М. М. Джрбашяна и И. О. Хачатряна. 

Пусть {У„} — последовательность положительных чисел, удовлетворя- 
ющая условию 

Ут — \ > № э- 0, 


1 
и пусть А (г) =2 У —- — характеристическая` функция  последова- 


лихо 
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тельности {у„}, для которой при п-> со имеет место неравенство 
2 
^ (г) < 105" -- Сь, 
где С, — константа, не зависящая от х. 


Пусть, далее, Г (а) — совокупность лучей аго 2 = + 5" (5 <а< - оо о) 
и 


К (т, 9) =^ (=) — Пюви, К, (г, 9) = ВИК ("', а) <К (т, 9). 


ее 
Очевидно, имеем: 
К (г, ©) а 105 т — -- 108 т -- С.. (0.5) 


Утверждается, что если при любом Ь (0<Ь<1) расходятся инте- 
гралы 


К, (п,а) 
Р. (В 
] вы Чт = + < {0.6) 
и 
Рь( 
\ снг = 4+ о, (0.7) 


где вес Р.(2) определен на Г (%) и удовлетворяет. условию (0.1), то 
система функций {2”} полфа в смысле (0.3) в классе Г,[Рь (2)] на 
кривой Г. (9). 

Вопрос о полноте системы {2”" } на кривых 4%, удовлетворяющих 
указанным ранее трем свойствам, но лишь для снециального веса вида 
ев? (р > 0, п>> 0), Сыл изучен в диссертации (6) и статье (7) М. М. 
`Джрбашяна; в этих работах дополнительно предполагалось, что один 
из углов А; (1 =1,2,...,т), например Д:, имеет вершину в начале 
координат. 

Вводя характеристическую функцию \(7) последовательности {\} 
по формуле 


ехр [2% 1] при г<\, 
Он 
Е ехр [2 № у | при гм, 
Уп<Р . 
М. М. Джрбашян доказал, что если вес имеет вид ее где р > 
> шах (95,@з,..., От), И расходится интеграл 
р 
\ ое ==. 300; (0.8) 
+в (2—1) | 


то система функций {2”} полна в классе Г, [е №] на кривой % в 
смысле (0.3), причем если р < тах (45, аз,...,@»), то, вообще ге эря, 
свойство полноты нарушается. 

В настоящей работе тем же методом, что и в статье А. Ф. Леонтье- 
ва (3), с заменой ядра Коши на другое ядро, рассматривается вопрос 
о полноте системы. функций {2”)}, где у, — не обязательно целые числа 
на кривой %, принадлежащей к некоторому широкому классу кривых, 
при весе, удовлетворяющем условию (0.1). 


6» 
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Именно; пусть {\„} — возрастающая последовательность действитель- 
ных чисел такая, что 


Уп — №2 >0 (\=0; п =0,1,2,...), (0.9) 
Нш = 0,>0. (0.10) 


Пусть $ — неограниченная кривая, состоящая из конечного числа 
ветвей, удаляющихся в бесконечность, и обладающая следующими 


свойствами: 
1) она не содержит петель и спрямляема в любой конечной части 


плоскости; 
2) она разбивает плоскость 2 на конечное число односвязных беско- 
нечных областей С; (1 =1,2,...,т), каждая из которых содержит не- 
о Й А ором а 
который угол А+ © раствор а 7 
3) если (2) — длина дуги связного 


куска кривой Г, отсчитывасмая от ка- 
кой-нибудь точки до его точки 2, то 


однозначная функция от |2| и 46 (2) < 
<Ма|2|, где М — некоторая константа; 
4) одна из областей С; (Е=1, 
2,...,т), скажем С:, содержит неко- 
торый криволинейный угол Р с вер- 
шиной в начале (см. рис. 1). Вдали 
от начала угол Р совпадает с углом 
А,. Каждая из сторон Д и[, угла Р 
пересекается с любой окружностью с 
Вис центром в начале только в одной точ- 

ке. К сторонам [,, [5 угла можно про- 

вести в начале касательные. Угол Р имеет раствор, больший или рав- 


- л 
ный ——, причем 
ео 
1 
«>21 —О,.. 


Допустим, что на % задана вещественная функция Р (2), удовлетво- 
ряющая условию (0.1). 

В этих предположениях мы утверждаем, что имеет место 

ТЕОРЕМА 1. Если при некотором =, > 0 


РР, (1) 1 з 
\ тет. г = - осо, шо = шах [91 аз, би, Л +) 5 
р ——2(1—2,) 
фе 
(0.14) 
то система {2”} полна на % в классе [№ [Р (2)]. 
о Зи 
* Если О, <1, то о — шах (64, вы... а - хе 


ДГУ 
=_—2(1—р,) 


вдали от начала координат с (2) есть. 
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з в 
Если предела т -_ не существует, то в условии 4), налагаемом 
И—>со ъ 


на кривую &%, угол Р будем считать прямолинейным с вершиной в на: 
чале, имеющим раствор, больший чем 2 (1—0, )), где 


. п 
ы = Пт = 


п>со П 
В этом случае будет иметь место 
ТЕОРЕМА 1°'. Если при некотором г, >0 


со 

Ро (^ 1 

а = о, о ах (бы 
и 


+», }, 


то система {2”) полна на % в классе Г» [Р (2)]. 
Прежде чем доказывать эти теоремы, установим некоторые вспомо- 
гательные предложения. 


8 1. Вспомогательные предложения 


Пусть О — область, дополнительная к углу Р относительно плоско- 
сти 2. В качестве разреза в плоскости 2 возьмем нижнюю сторону & 
угла Р. При отображении 2 = е* 
область О перейдет в некоторую 
область 0’, кривая $ — в кривую 
$’, лежащую в замкнутой обла- 
сти 0’, стороны Й, [5 угла—в 
кривые ГД, [, (см. рис. 2). 

Так как к кривым Д, [5 в на- 
чале можно провести касательные 
и так как вдали от начала коор- 
динат [1 и [5 расподожены на 
' прямых (сторонах угла Д,), то 
кривые / и[ при Неё->— с ие 
неограниченно приближаются к 
горизонтальным прямым, а при ВеёЁ-›-- со —также к горизонталь- 
ным прямым (вообще другим). Отсюда, в частности, следует, что суще- 
ствует горизонтальная полоса |[ш & | < М, целиком содержащая внутри 
себя область О’. 

Пусть й — некоторое достаточно малое положительное число. Обоз- 
начим через / кривую, которая получится, если мы сместим кривую 


. дл Га 
1; вниз на расстояние —_; через [, обозначим кривую, которая полу- 


л 
ь 
Каждая из кривых [ и [, поресекается с любой прямой, парал- 
лельной мнимой оси, очевидно, только в одной точке. Область, огра- 
" " ‚ о 
ниченную кривыми [и {[., обозначим через 9, (см. рис. 2); она имеет 
А 


чится, если мы сместим [, вверх на расстояние 


раствор, больший или равный 


л л и. 1 
2. —(2м— =) =я (2... 
В [© В Ст 
Наконец, через К обозначим область, которая получится, если мы 
“ - . М 
удалим из плоскости луч, идущии из точки мнимои оси 1 т верти- 
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УР: | 


$ ы ах. м: 
кально вверх, и луч, идущий из точки мнимой оси —# вертикально 


вниз. 
ЛЕММА 1. Если переменная $ изменяется в области О’, а пере- 
| в 


менная Ё — в замкнутой области 0’, то переменная $—Ё = и остается 


в области К. 
Если переменная $ изменяется в области 0", (которая получа- 


— —& 


п 

. д | 

ется, если в определении области От величину -- заменить величиной | 
в 


1 з гы 
д (+= , а ЕЁЕ— в замкнутой области О’, то существует невото- 


рое положительное число 6 (=!), зависящее от в и свойств кривых 4, 


такое, что переменная $5 —Ё=и= и, | шь остается в области К., 
2 
ограниченной (см. рис. 3) горизонтальными отрезками 


1 
| и: =+л(+—9), |ш|<8(®), 
вертивальными отрезками 
и =+6(а1), М >> 


и горизонтальными отрезками 


а 
ЕЕ 
=-| = 
шо 

[Е 


и„=+(м +3), |128). 


Доказательство. Первое утверждение почти очевидно. В самом 


деле, если 
Веи = Ве (5 — &) =0, 


то 
[в (5—8) |< 
и потому иЕК, а если 
Веи = Ве (5 — &) =0, 


то и, конечно, лежит в области К. 
Докажем второе утверждение. Ясно, что 
если 


Веи = Ве (5 — &) = 0, 


то 


Рис. 3 а 


и, значит, и@К.,. Поэтому остается рассмотреть случай, когд 
- 
Веи = Ве (5 — &==0. 

Пусть & изменяется на нижней кривой [, полосы 0’. Величина | 
а Ё при этом есть однозначная равномерно непрерывная функция от | 
Веб, так как при |ВеЁ > Е < ПаЁ стремится к некоторым опреде-| 
пенным пределам. Следовательно, для любого в >0 найдется число 
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6: (21) такое, что при любых Ё и Ё из неравенства 


| Ве (&—Е:) | < 81 (21) 


‘вытекает неравенство 
г 
(Е 6) < м. 


Пусть $ изменяется на [> — верхней границе области О, ; тогда 
—— = 
| 


= (ь —=), 
‘где & 61, — нижней границе области 0’, и при 
| Ве (5 — 8) | = | Ве (8, — 8) |< 81 (в) 
имеем: 
. 1 
[Ша (8— Э) = ша (+ (+ —=))|< 
1 4 
<Я я-+я(- —=) ЕЛ (+—5). 
При 561”, ЕСО’ и | Ве ($— &)|< 8, (1) тем более имеем: 


в (8—2) |< я (,—9). 


Совершенно аналогично можно доказать, что при $561” — нижней гра- 
‘нице области О, $: ЕеО’ и | Ве ($ —Е)| < 8. (21), где 685 (а,) — некото- 
со 1 


рая константа, имеет место неравенство 
И 
[ша ($—8)[<я(.—%). 
Отсюда вытекает, что если мы выберем 0д(2,) = шит (8, (21), д» (21), 
то при 5609: _, ‚ ЕСО’ и |Ве(5—)|<6(=,) выполняется неравенство 
Г : 


|1 (#— 15 я (+. —9) 


и, следовательно, и = $ — ЕЕК ... 


2 
Пусть теперь | Ве ($ — Е) |`>4(21). В силу того, что 0’ лежит в не- 
которой горизонтальной полосе | | < М, имеем: 


Па (8 —&|&М+^, 
и поэтому иЕК ... 


Лемма полностью доказана. 

Вторая лемма касается одного ряда Дирихле, подробно изученного 
С. Мандельбройтом в книге (*). Приведем некоторые факты, изложен- 
ные в этой книге. 

Пусть {пм}, их... < ..., — последовательность чисел, 
удовлетворяющая условиям: 


й 
пери 0, ро ий (1.1) 
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Очевидно, существует предел 


. п 1 

са 2] 

Введем функцию 
3 2 | 

ма =П(1—=); (1.3) 
П=1 И . | 
она принадлежит классу [1, т | и обладает следующими свойствами: | 
а) в силу (1.2), на мнимой оси 

мя) . 
М(у)>е ‚ > (9) (1.4) 


. 6) в силу (1.1), 
|< Сьв (пы 4,2...) (1.5) 


] 
] 


хе ь 

М’ (р) 
где С, — константа (в дальнейшем мы всегда будем обозначать кон- 
станты через С; =1,2,...)). | 
Ряд Дирихле, о котором шла речь, имеет вид | 


| 
в К | 
А Ри = ; 
5) = 1-е ‚ з=6-й. 1.6 

8-2 * и | 

В силу (1.1) и (1.5), ряд (1.6) сходится абсолютно и равномерно | 

любой полуплоскости Ве; > х>0, причем в полуплоскости Ве; > &>0) 
его сумма, очевидно, ограничена. 

Функцию #(5) можно представить в интегральном виде: 


| 

] 

| 

| 

м 1" | 
ей" 

| 


8 (5) = == жд м а \ ив“. (1.7) 
0 | 


л 
Это представление, в силу (1.4), имеет место при | 5| <, и из не- 


го видно, что функция &(5) есть четная функция; следовательно, 8 (5$) 
регулярна в области К и ограничена во всякой области К... 


Из (1.6), согласно (1.1) и (1.5), ы при < >0(5 = 6 +й): 

со вис пПв | 

191 < <, ше =0 (+). (.8) 

В силу четности функции &(5), такая же оценка имеет место и пр 


< 0. Из оценки (1.8) и условий (1.1), (1.5) при | $| < и для лю- 


в 
бого 6>- в книге выведена оценка: 


| 8 ($) — р М. нь 5 (1 == 


=) 05е—5°. (1 9! 
2% <8 52 -- | 


Для дальнейшего нам нужно будет показать, что оценка (1.9 


имеет место в области К „, (см. рис. 3). Для этого нам придется по 
2 
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вторить рассуждения С. Мандельбройта, приспособляя их к нашему 
| случаю. При <>0 [см. (4), стр. 163] 


| 89 — Хы" < 6 ем (1 +3) 


Следовательно, неравенство (1.9) имеет место при с>> 8 (21), причем С. 
зависит, вообще, от 1. 


При << 0 [см. (4), стр. 164] имеем: 


1 Св 
|9 — Хе «вн 
< т 4)— ие 
Так как при < —6(г.) функция 8(5) ограничена, |2($)|< М, то 
отсюда получим, что при с< —0(2.) правая часть неравенства не 
превосходит С. 6—5, где С. зависит от г:. Значит, при << —д(г1} 


оценка (1.9) имеет место. Эта оценка [см. (4), стр.164] выполняется и 


` при || < 1, 111 <. Следовательно, оценка (1.9) выполняется во 


‚ всей области К .. Таким образом, нами доказана 


2 
ЛЕММА 2. В области К а справедливо соотношение (1.9). 
2 
ЛЕММА 3 (о перемене порядка интегрирования). Пусть функция 
У (Е) определена и абсолютно интегрируема на кривой %’, а функция 
С (у) непрерывна на всей действительной оси. Если 


со 


1) интеграл \ С (у) е "зе" 4у абсолютно и равномерно сходится от- 


> 
‚ носительно Ё6 $’ для любого фиксированного $ Е (— со, -{ оо), 
2) для любого $ Е (— со, -{ со) существует интеграл 


Е ($) = № (Е) М \ суеем аа 45’, 


где 45’ — дифференциал дуги кривой 9’, 
3) для любого $ существует интеграл 


в.) = | сфе* [убеказ у 
с. 


—© 


Е ($) = Е, (5). 


Доказательство. Очевидно, лемму достаточно доказать для 
случая, когда 4’ состоит из одной ветви и У (Ё) не почти всюду рав- 
няется нулю. 

Для любого = >> 0 найдется число В, (5, =) такое, что при В >> Ву, г) 
имеет место неравенство 


р е 
2) — 17% | < гтемеау 45| < , (1.10) 
852’ - 
где В‘ — пересечение круга |2|< А с кривой 4". 
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-—— 


`В силу условия 1), для любого числа = >> 0 существует число №, (5, =) 


такое, что при п_> М, ($5, 2) 
& 


со +% р: 
С — 1/3 УЕ Ду — С (ле "зе ау о - 
ре (е у И: (у) а 
52’ 


Отсюда следует, что 


о 0 

у! [ве съема ас’ — \ ОВ сета аа |< | 

В: —с© В 52° 1. 

< \ Й (уе тета, — | @(у)е-мтенкау аз’ < 
В52' —п 
ы 
< 74 <5. (4.11) 
в’ \ [И (5) [45' 
р 
Объединяя (1.10) и (1.11), получим: 
1 +-® 

12 — (Ус) \ сше" соед) "|<, (1.42) | 
0 = | 


где 1 — длина кривой А%’, Ё (6’) — непрерывная функция от дуги 6’ кри- 
вой А’ (в силу спрямляемости кривой А 4$’). 
Функция 
(@ (у) е—/з е1Е(о") 


непрерывна в квадрате /: —п<у«<п, 05’ <[, следовательно, она’ 
измерима в нем как функция от двух переменных уи б’и ограничена. 
Отсюда следует, что функция 


УЕЕ (5')] @ (у) ее” 


измерима и интегрируема в квадрате Г. Но тогда, по теореме Фубини, | 
в соотношении (1.12) можно поменять местами порядки интегрирования, 
и мы получим: 
+" 
о — } сд | убека ве. 
— В 52° 
В силу условия 3), при В->-+ о, п-> -{ со найдем: 
|) — 2: (6) 1 <. 


Ввиду произвольности 2, отсюда получаем: 
Е ($) = Е, ($). 


$ 2. Доказательство теорем 1 и 1" 


Для того чтобы доказать теорему 1, согласно теореме Рисса — Фи- 
шера достаточно установить, что из равенства нулю моментов 
Ты 


Ро 148 =0, УФЕЫР@Ь п=1, 2... = (4) 
следует равенство ] (2) =0 почти всюду на $. Итак, пусть имеют место. 
равенства (2.1). 
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| Для любого й, ОА А, найдется последовательность положитель- 
ных чисел {^»„} такая, что последовательности {У"} и {^„} будут допол- 
нительными по индексу (й,Й) [см. (*)]; это значит, что возрастающая 

' последовательность чисел {д„}, состоящая из {у} и {^„}, удовлетворя- 
ет условию: 


в 
Вы >, [Шы—ий| ЗА (ш=0, п=0,4,2,...). 
Положим 
р, = шв, ШБ, = шт 
>50 У» по Ув 
р. = Па Ва А 
п—-оо А» г п -Еоо А ь 
Очевидно, имеем: 
* + 1 
ро а. о. ь р, =. (2.2) 
Рассмотрим функцию 
в | «ес 94, = $601, (2.3) 
$2’ Ъ 


` где 5’ — образ % в плоскости Ё при отображении 2 = е (он целиком 
лежит в области 0’), 45’ — элемент длины кривой 4’, 1 (2) 6 1» [Р (2)] и 
8 (5) — регулярная в К функция, определенная рядом Дирихле (1.6). 
Согласно лемме 1, приходим к выводу, что функция 8 (5 —) анали- 
тична при $60 и 864’, так как переменная и = $ — & при этих усло- 
т 


виях принадлежит области К, и равномерно ограничена при $60, 
т 


и ЕЕ’, так как переменная и = $ — Ё при этих условиях принадлежит 


области К,,. Тем самым доказано, что Ё (5) является аналитической 
3 
функцией в области ©: и ограниченной в области ©: . Учитывая 
—=1 


(2.3), можно и Е ($) в виде: 


в = } е-— [79 Хы аа' + 
52° №и<5 


—Р(еб) |еЕ| 7 (22) —Е) — |. 9 45 = 
+} [еЕ | (е) [8 (8—&) 2, м (,)° 


= Ль (5) В, ($). (2.4) 
В силу (2.1), 


\ е- Ре") | её | 1 (еЕ) "ао = 0 
ра 
при всех р„, которые не входят в {/„}, поэтому 


1 Вы. 
7; ($) = [95 —Р(её) | рЕ Е) её я —А п 
(5) 2 В [её | 1 (её) е"`а5' |е 


Оценим теперь Аз (5). В силу леммы 1, при 560: _,, Ее’ пере- 
Г 1 


менная $5 —Ё= и принадлежит области К.,. Поэтому, согласно лемме 2, 
я 2 
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% 


| , я Ь Е 
при $60 ле! Ее’, б> > справедливо неравенство: 
ь 


1 . ` 
и Е) бе “р 
88 -И— 2, бы фелк < я г. 


<6, бе], з=с-И. (2.5) 


Следовательно, 


|Аь (5) |< бубве-в | е-Р6® |1 (69) | Ваз’. 
г 


Применяя неравенство Буняковского и учитывая принадлежность | 
1 (2) к классу [»[Р (2)], а также свойства кривой & и условие (0.1), 
получим нужную нам оценку: 


Га \ г Ре") | |7 (ее) Раз я \ е- Ре") | еЁ || 228 д 

| Вь (5) | < (88° р = 2 < 
фе Ре | у (а) Ра | 
—Р(2) | 2 28а и \ г—Р(2) | 2 1284 | 

@ уси \ е Ра 
> у —: Р Не и 
$ 
р 2 + | е Р*(2) ‚28 1, | 
< С. 05 ЕТ драка = : | 
=—щ 

и г), | 
< 65 Го т р , $ =56 - ий [5 Ч | (2.6) 


Где го — некоторая константа. Этой оценкой мы воспользуемся позднее, 
а сейчас введем один оператор. 


Положим 
ыы 22 ха тв я 
9 П (1) - Уи, тд- У 
ыы п=1. п=0 
Руб = г 1—9 4 (2.7) 


По условию теоремы 1, существует предел 


° в 
= По 
п>со ы 


следовательно, существует предел 


р = Ша =1— ДР, <. 


В силу этого, функция 71(2) регулярна вне вертикального отрезка 
длиной 2лр) с центром в начале координат. 

В интервале (2.7) под С, мы понимаем замкнутый контур, охваты- 
вающий вертикальный отрезок длиной 2лр) с центром в точке’ $; внут 
ри этого контура функция у(Ё) — аналитическая. 


’кости, и, значит, 2($) является целой 
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Оператор Г.[у (5)] обладает следующими свойствами [см. (?)]: 

1) он определен в каждой точке 5%, являющейся центром некоторого 
вертикального отрезка длиной, большей 2л0), в котором функция у (5) 
регулярна, причем если функция у(5) регулярна в прямоугольнике 
В: | Ве ($ — 5) | < г1, | № (5 — 50) | <л(Р. - г!), то существует. не зави- 
<ящая от у(5) и 55 константа М (#:) такая, что в точке 55 


1219] |< М (аи) ах [у (5) [; (2.8) 
2) [[е=^" ] =0, в силу чего 
Л =0; (2.9) 


3) если у(5) аналитична в прямоугольнике А, [у] =0 в некоторой 


окрестности Ко точки 50 И Аи: — Л, >9>0 (в нашем случае 4 = 5) й 
то в области А, функция #($) представляется абсолютно сходящимся 
рядом: 
85) = У Слье^". 

Если дополнительно предположить, что функция у(5) аналитична 
в некоторой криволинейной полосе С, 
простирающейся неограниченно слева 
направо, ширина которой в вертикаль- 
ном направлении больше чем 2л (Р» - =) 
(= > 0), причем в некоторой окрестности 
средней линии этой полосы Г,[у(5)] = 0, 
то представление р (5) в виде ряда Ди- 
рихле будет иметь место во всей плос- 


функцией. 
Возьмем в качестве С область О, ; ве д 
в 


она имеет раствор, больший или равный п [+#—=(@2-—=)|. По условию 
1, 


теоремы 1, 
л [+—(2— &)|— 2=2» == [= —2(1—2)] >50. 


Имея это в виду, обозначим через #С-С криволинейную полосу © ши- 
риной в вертикальном направлении 


л[+- —24—2,) —4в:|>0, &>0, 
граница которой отстоит от границы а = 0" в вертикальном направле- 


аии на расстояние, большее или равное х(2+2е,) (см. рис. 4). 
На основании свойств оператора С и в силу (2.4) и (2.9), получим: 
Ф (5) =Ё[Е (5)] = 6[Вь($)], 368. 
Учитывая (2.8), находим: 
(= 5 Л), шах |В5(1)|, $68. 


8 — вп < Вел< Вез ал ° 
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Принимая во внимание (2.6), получим: 
Ио 
у \ е— Ре) ‚28а 
То 
= С ся Гы 
ГОТ РВ о ГВ 
тб 
ъ-& 
и\ ге Рт) „284, 
а т о (2.10) 


Переходя отзк ше И и р = ез, в силу (2.10) 


со | 
и ) =— Ри") ‚28а, 


|Ф (105%) | < шой 16° ИЕ 


> 


и произвольности 6, а >, будем иметь: 


её* 


< С.» 1 А, 


5 ’ 


в ох 11:9 мо 
5> о 
и \ г Ри") 28 4 


То 


(2.11) 


Рис. 5 


где А — криволинейный угол в плоскости № с раствором | 
[+ —2(1—)0,) —4е,|, полученный из области г при отображении | 
и = ез (см. рис. 5). | 
Применим теперь следующую лемму, доказанную в статье | 
М. М. Джрбашяна (?). 
Если 


со 
т 
| 
Ти =\ И ЕЯ 
пы Ут» ’ 


Го 


то существует число 4, > 0 такое, что при больших г имеет место не- 
равенство 


10 Т (") > 4еРь (г). 


Согласно этой лемме, в силу (2.11), при достаточно больших [№], 
ЕЛА, имеем: 


р, ( я 
|Фов |5 Све “7. 
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Так как вдали от начала стороны угла А прямолинейны, то внутри 
А возьмем прямолинейный угол Д, (см. рис. 5) с вершиной в точке 
т, у которого биссектриса наклоняется к действительной оси под уг- 
лом В. При отображении 6 =е ®(ш — 1) угол А, перейдет в угол с вер- 
шиной в начале, у которого биссектриса будет положительной частью 
действительной оси. 
Отображение 
в В 
в = (и—, 
где 
А == —2((—2,)—4в, 


очевидно, преобразует угол ДА, в правую полуплоскость. При достаточ- 
но больших |{| в правой полуплоскости будем иметь: 
—4Ро а | В 14 + 
| Ф Пов (ев | 1)] | < Слье у 


1 
че [сых (1 и] 


< 


<Са»е 
Отсюда следует: 
со 


102 | ФП 1В (:5)А 69 а 
4.=\ об | те < Сы — ЧоРо [ Г. [О др. 


Сделав замену г = С:: (2А —|т1|), получим: 
ур 
4: би — че 1 < 
АС1з + — 
(ети ^^ 
Слз 
о 
т 1 С Р 
<6м— яб | АЙ Ареса о Е ира №0343) 
Иа 1+1 1+5 
( 55) 42 г 
По условию теоремы, имеем: 
| Ро чи ат = + оо, 
1 —21—5,) г 
т [22 
поэтому при малом & > 0 
[а ЕЕ со Рь (г) 
\ Ро (г) Аг = а" ео. 
ре От ее И Е ЕНЕЗЛЬО 
т А : ВИЕЙ ь = —2а—2,) 
Следовательно, согласно (2.12), А, = — <. 
Аналогично можно показать, что 
Тов | Ф ов (ей (#2), — со 
А. — т . 
[.®) 
Отсюда следует, что 
оо : р 
( тов ов (6 (Е др — — о. 
9 


—с 
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Это соотношение, в силу известной теоремы Карлемана, возможно толь- 
ко в случае, когда 
Ф Пос (е# (^ + т))] = 0. 
Так как 
ГЕ (5)] = Ф Пов (е*® (#^ + 1))], 

то, следовательно, 
ЦЕ ($)] =0, $ЕЕ. 

Отсюда, по свойству 3) оператора [у (5)], заключаем, что функция 
Е (5) представляется рядом по функциям е=№* во всей плоскости 


Е (5) = УСые=^®. 


’ 
Ранее было отмечено, что функция Р (5) ограничена в области 91 иж 
в 


которая имеет ширину В вертикальном направлении, равную 
л [+ —(2—-)—2е ] >2^р.: 
Г а 1 Ю 


в силу этого, по обобщенной теореме Лиувилля [см. (4), стр. 247, а так- 
же (9), стр. 225], имеем: 


Е ($) =0. (2.13) 
Исследуем это равенство. Обращаясь к формуле (2.3), заметим, что из 
(1.7) следует, что в полосе |{| < = 5 =о-и 
{оо Е 
1 ее 
8 (5) = —э \ мо» “’ 


—< 
причем интеграл справа сходится абсолютно и равномерно при | [и $ [< 
л л 
<, каково бы ни было а, << +. Отсюда, в свою очередь, 
вытекает, что интеграл 


1 У г (з—8)9 
\ (2.14) 


сходится абсолютно и равномерно относительно Ё6 $’ и $6 (— со, + оо), 
так как кривая 4’ лежит целиком в некоторой горизонтальной полосе 
[о &|<М, а при малом № 


[ша ($ — &) | = Ша < МЕ. 
В силу этих рассуждений и формул (2.3), (2.14), имеем: 


—18у ей 


Но 
4 АЕ 
Роз и 1 | Згрроби О, 36 о, + оо) 


Нам понадобится поменять здесь порядки интегрирования. Для этого 
воспользуемся леммой 3. Возьмем в этой лемме в качестве У (Е) функ- 
цию: 


1 — 
= 72 [& | ®, 
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а в качестве С (у) — функцию ип Е т Покажем, что для этих функций 
все условия леммы 3 выполняются. 
Действительно, функция 


УЕ = — ое || 7), 


очевидно, абсолютно интогрируема на 4%’, потому что, по предположению, 
7 (2) принадлежит классу Г, [Р (2)]. Кроме того, из (1.3) следует непре- 
рывность функции С\(у) = т . 

| $ 5 

В силу (1.4), при $6 (— ©, - оо), ЕЕ 4%’ и достаточно больших |у 
’ имеем: 


Е. я ие 
@ (у) ей | е (т Я (5 )+^] в 


причем при малом й величина [-^(+—е) - ы < 0. Следовательно, 
условие 1) леммы 3 выполняется. 
Далее, имеем: 
Зоо 


7 


—с 


[С (у) ее" | а 45' < 


те ЕТ 
<” ах <, ме" < +, 
52 —© 52’ 


а потому выполняется условие 2) леммы 3. 
Условие 3) также выполняется, так как для $6 (— со, + со), в силу 
принадлежности }(2) к классу Г. [Р (2)] и условия (1.4), 
со 


1@6 ЦИ чае |4 < 


и. С Ра 
< ету ее ау < Сы | ев < 
—<о ЕК —<о 
со 1 
«би ем" Е у о 


Таким образом, лемма 3 применима к нашему случаю, и, восполь- 
зовавшись ею, мы получаем: 


оо 
1 ; 1 
Е их | о Ао аа у = 0. 


Пусть функция Ф (у) определяется формулой 


Фи=” 


я); с | «5 | 7 (68) ее до. 


Легко доказать, что Ф(у) 61, (— оо, + со), Ф\(у)ЕГ, (— ок, + =°). 
В самом деле, 


[Ф (у) |< 


М — 


фе е5| | (69) | 40" < 
52” 


1 Известия АН СОСР, серия математическая. № 2 
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еЗВАЕ ан 
о ме й еее") 65 ©. 


3. 
а [-я(в-е) 4х] <0. 


Имея это в виду, на основании теоремы Планшереля (№) об обра- 
щении преобразования Фурье и непрерывности функции, получим: 


Ф(у) =0, УЕ (— оо с), 
Или 


| е- Ре) | в | 1(еЕ) ес’ =0, УЕ(— ок, -!- 09). (2.15) 
р 
Рассмотрим интеграл 
ф (и) = ег ао. 
а 
Для любых В, >0, А. >0 этот интеграл равномерно и абсолютно схо- 
дится в прямоугольнике 0 < Веш < В;, | Паш | < А.. 
Действительно, в силу предположения о весе е`Г?, свойств кривой $ 
и принадлежности }(2) к классу Г, [Р(2)], имеем: 


| ее") | её | |1 (е&) ||“ | 4’ =. в | 6 Пе) ен 
#20 32’ 
<\ ее ее" “Чена а ты (2) |246 < 


Иа $8 

<} г’ уе ав + \ Е Ре Ва 2 || 1 (2) 46 < + оо. 
ы ы 
|= | <1 12| >1 


Отсюда следует, что функция \{ф(№) аналитична в правой полу- 
плоскости Веш`> 0 и непрерывна в Веш >> 0. В силу (2.15), ф (1) =0, 
УЕ(-- со, -- оо), откуда, согласно теореме единственности [ем. (")}], 
заключаем: 

р (1%) =0, Веш>0. 
В частности, имеем: 
ф (п) = ИС а 
ыы 
= 207 @) 4 =0 (т=0,1,2,...). (2.16) 
Е 
Поскольку, в силу условия теоремы, 


| Ро (+) 


РЕ--о 


ат = 200, № = Шах (Я, ба, бы), 


то, ио теореме аппроксимации, о которой речь шла во введении, система 
{2"} полна на $. Поэтому из (2.16) следует, что ](2) =0 почти всюду 
на $. Тем самым теорема 1 полностью доказана. 

Что касается теоремы 1”, то ее доказательство аналогично доказатель- 
ству теоремы 1, поэтому мы его проводить не будем, а отметим лить 
некоторые особенности. 


`. 
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Заметим, что в рассматриваемом случае предел И не обязатель- 
п>со ‘п 


но существует, но, в силу (2.2), имеет место равенство 


* 1 
р» -- О. = В , 
где 
ДУ пе. +, = шп й 
п-—со в пУсо “п 


. п 
В отличие от разобранного случая, когда предел пм р существу- 
п—оо ъ 


ет, теперь оператор Г. [у ($)] обладает только такими свойствами [см. @)} 

1) оператор Ё [у (5)] определен в каждой точке $, являющейся цент- 
ром некоторого круга с радиусом, большим л0», в котором функция 
у (5) регулярна, причем если функция у(5) регулярна в круге 
В |5 —|<л() + в), то существует не зависящая от у (5$) и $, постояв- 
ная М (=,) такая, что в точке $, 


12 [У | < М (в1) шах |у ($) |; 
2) Г [е=”*] = 0; р 
3) если функция у(5) аналитична в круге В, С [у] =0 в некоторой 
окрестности А, точки $5 и Аи: — А, > о, то в А, функция у ($} 
представляется абсолютно сходящимся рядом 


7 Ни $ 
1 (5) = У Се ых: 
При дополнительном предположении, что функция у(5) аналитична 
в криволинейной полосе Ё, простирающейся неограниченно слева’ на- 
* 
право, которая может быть описана движением круга радиуса л (Б» + =,) 
=. >0, ряд (2.13) сходится по всей плоскости. 
л 
Угол Р с раствором, равным >; › теперь является прямым, дополни- 
1 
тельная к углу Р относительно плоскости 2 область О представляет 


ы 1 
собой угол с раствором, равным м (2 —=), область О’, которая полу- 
1 
чается из О при отображении 2 = её, есть горизонтальная полоса ши- 


х / 1 , 
риной п (2 — =), поэтому область О, есть горизонтальная полоса, име- 
1 — 
п 
ющая ширину, равную 


а ое ол 


Очевидно, найдется горизонтальная полоса $С` ©, шириной 
п 


я [20., — (2 —=)—4=|>0, 


к 
Го я + з 
граница которой отстоит от границы О, на расстояние л(Б» -|- 2=,). 


п 
При оценке функции Ф ($) = Ё[Ё ($)] для $68, основанной на прило- 
жении свойства 1) оператора Ё. [у], надо будет иметь в виду, что, в от- 
личие от предыдущего случая, под В в указанном свойстве надо пони- 


7% 
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——% 


` * 
мать не прямоугольник, а круг радиуса л(Р,, -| г). Во всем осталь- 


ном изменения нет. 
Таким образом, теорему 41’ можно считать доказанной. 


`Отметим следствие из теоремы 1. 
Следствие. Пусть последовательность {п} 


удовлетворяет условию 
У — > >09 (№ =0; п= 0, 1, 2...) (0.9) 


и 14 
д; Ги ня я п 
А = Им = . 
по ТП 


Если кривая %& есть граница угла |атв 2| 5 


см. рис. 6), причем 
Рис 6. ( р ), Р 


о (2.17) 


и при некотором в, >0 выполняется условие 


72 @г = - о, а 


Вне <) (2.48) 
20,,— 


*у 


ЕН 


то система {2"”} полна на %. 
Для получения этого результата достаточно заметить, что в нашем 


‚ “> =@а, условие = >2(1—0.,) имеет вид 20., > 


случае , = 


р 
Я [ 
а и 
и. "| 
и — шах | 41, 42, 1 - “) — 
= —2 (422%) 
и 1 1 4 
= тах 06, -- &) = шах: |+ &,о]|. 
И | 1 о т о 
= 20, — "о ) 20. —ч 


$ 3. Примечания 


1. Сравним результат, отмеченный в следствии, с результатом 
М. М. Джрбашяна и И. О. Хачатряна, о котором говорилось во вве- 
дении. 

Пусть выполнены условия (2.17), (2.18). При некотором =, > 0 имеем: 
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Отсюда следует: 


) г = - ос. (2.19) 
Так как 


: в 
О», = Иш —_, 
Уп 
и—оо 


то для # > 0 найдется число М (#1) такое, что при п > М (#1) 


п 
>. ь, 
п 
или 
1 — р., Фи 
и” п 


В силу этого, 


Аг) =2 Вы) 102 -- О (1) 
„< г и 


и 
К (г, &) = ^ (г) — 1108 г > (25. р =) 1027г -- О (1). (2.20) 


Так как О 2—0, то правая часть в (2.20) стремится при 


г—> - со к бесконечности. Поэтому 
К. (г, “= ША (г, <) = А, я), 
рул 


где г </'< + оо. В силу этого, учитывая (2.20), (2.19), найдем: 


1 
со со со (22-, —— зе, лов”*-+ 0(1) 
Ро (феК*(",а)) Ру (веК("",®)) ° Р. [Ве х ] 
\ = ат > | а ат > 
со (22+, ——- зе, 10 г-+- О (1) 
Е 


следовательно, выполняется условие (0.6) введения. 

Что касается условия (0.7), то оно, очевидно, следует из (2.18). Итак, 
из наших предположений следуют условия (0.6) и (0.7) М. М. Джрбашяна 
и И. О. Хачатряна. 

Обратно, пусть выполняются условия (0.6) и (0.7). Допустим, что 


1 
Р., очень близко к — (вообще +, < Я) а именно, что 
0 0 


ОЕ 2 = 
Тогда из (0.5) следует: 


2 


вы 


со (22.,— г 2, 105 г ] 
1 (е а 


о. 
р т,а)—Е: РЯ К», (т, а) : 
> Рь (еК\ | ›—=1) «>| Ру и ов (2.21} 


72 
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Из условий (0.5) и (0.6) следует, что к р. к значит, 20)., > = 


й 
так как, по предположению, Д., очень близко к 8 Таким образом, 
[1] 


Н = 
в предположении, что О», близко к -* из условий (0.6) и (0.7) выте- 


кают ваши условия. 

Проведенные рассуждения и выясняют, в какой связи находится 
наш главный результат, отмеченный в следствии, с результатом 
М. М. Джрбашяна и И. О. Хачатряна. 

2. Сравним условия теоремы 1 с условиями теоремы А. Ф. Леонть- 
ева, изложенной во введении. 

У А. Ф. Леонтьева {%„} есть часть последовательности всех неотри- 
цательных целых чисел с плотностью 


О, = Ви ^ =1—56`>0. 


п®—оо уд 


Его условие (см. условие (0.4) введения) 


[®.®) Р (г) 
ЕО Заливе в бони и. 
\ РАВ у 81 8 о 


или 


эквивалентно нашему условию 


со 
Ро (г) х | 
\ г ао. 
пе 
- ——201_2,) 
Остальные условия в (0.4): 
` 0 г) аи л № л ‘ о 
\ Ане = -+ ©, з; ео: ЗААЯЕ- РО о 
сильнее наших условий: 
со 
Ро (г) ! > ‹ 
т" ева (пени лен 


Это объясняется тем, что оператор [[в (5)] А. Ф. Леонтьев приме- 
няет в каждом угле А; (1 =1, 2,..., т), а мы — только в одной области, 
дополнительной к углу Р (вдали от начала Ри ДА, совпадают). Одна- 
ко у А. Ф. Леонтьева ограничение на угол Р менее сильное, чем у нас. 
В самом деле, у него требуется только, чтобы угол Р пересекался со 
всякой окружностью |2|=т по дуге, большей 2л (1 — О,)г, а У нас 
требуется, чтобы угол пересекалея с |2| =”, по дуге, большей 
(24 (1—2, + 4в,]х, где в > 0. Кроме того, мы требуем, чтобы в нача- 
ле координат к сторонам угла Р можно было провести касательные. 

3. Тем же методом, как и в статье М. М. Джрбашяна (?), можно 
доказать в условиях теоремы 1 или 1’ теорему о полноте системы функ- 
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ций {2”} на кривой % в смысле взвешенно-равномерной аппроксимации: 


. . ей» 
Ш шах е “|7 (2) —0 (2) | = 
{0} 260 
где О (2) — всевозможные линейные комбинации функций 5”, а /(2) — 
любая функция, непрерывная на % и такая, что 
4 М 
Ише 72; (2) = 0. 
2—0 
26:52 
Приведем пример, рассмотренный в работе (3) А. Ф. Леонтьева, 
> 1 . . 
который показывает, что требование „—>>2 (1 — 0,) `для заключения 
1 
теоремы 1, вообще говоря, является существенным. 


т \„ (п=1, 2,...) пробегает все числа вида р--} (7 =0, 1, #.... 
‚р— 2, К = 0, 1, 2....), где р — целое число >2. Очевидно, 


Докажем, что в точках Ве Е °(з == 0, 1, 2,.... р 1), где В — любое 
фиксированное действительное положительное число, функцию 22-1 нель- 
зя одновременно приблизить с любой степенью точности линейными ком- 
бинациями функций 2” с указанными %в. 


Допустим противное, предположив, что в точках 5= Ве Р (5 = 
— 0,42. р) 


п р-° 


= ша о > ОЙ а 


п—00 1—0 = 


или 
т р—2 2" 


Е и" сы У У а р’ рАрЫ ($ =0, 1... Р- 1). 


т =0 1 =0 мы 


Тогда имеем: 


п р Г, 
р—1 (п) р рр той и. .92 
Пет - Ви р х оби АЕ ($ =0, 1.,..., р 1). (2.24) 
—0 7)= . 
Умножив первое соотношение (2.22) (при 5 =0) на 1, второе (при 
ат, 127 


$ =1) —нае? , третье (при $ =2) —нае? ит. д., получим: 


ВР ИУ У Я 


т—со и=0 1=0 


ъ р 
ыы Я 


В? ‘= т > за о --1@ : 


по 0 1=:0 


п 7—2 В 
‚р , ы (п) 1—2 (7-1) 
В пы », з Вкр-нуе Р С 


. 2 ‚2 Е 
ыы ь (п) Г(Р-ИО+И 
В? "= ша У >} Вируе р . 
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где о = а", ВР, Сложив все эти равенства, вайдем: 


п 03 ФЕ ео 

т НЕ ‘= е 

РВ?” = ша У У р (5 ит }, ПРь ея 
И Е) =0 

В силу соотношений между корнями и коэффициентами уравнения 


^Рр 1—=0, имеем: 
Зи" Оу -0, реа 


Поэтому РЕ о, и мы получили противоречие; значит, наше ут- 
верждение было правильно. 
Пусть р $ состоит из луча аго 2 = 0 и дуги окружности |2| = В 


У. 
0 < аге 2 < [о — 1). В силу доказанного, полнота системы {2"} 
п 2п 
на % не имеет места. В этом примере раствор а. УГла Р равен — и 


у 
= =2(4-— 5). 
1 = 
В заключение автор выражает глубокую благодарность А. Ф. Ле- | 


онтьеву за руководство этой работой. 
Поступило 
8.1. 1960 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1961), 277 — 328 


И. В. ОСТРОВСКИЙ 


СВЯЗЬ РОСТА МЕРОМОРФНОЙ ФУНКЦИИ С РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 
ЕЕ ЗНАЧЕНИЙ ПО АРГУМЕНТАМ 


В работе изучается влияние на рост целой функции ограничений, 
наложенных только на аргументы ее нулей и единиц. Применяемый 
здесь метод переносится также на функции, мероморфные при | 2| < оо 
или при |2|<1 и принимающие значение со в определенном смысле 
реже, чем остальные значения. 


Введение 


В теории целых функций хорошо известно следующее предложение *: 
ТЕОРЕМА оч. Целая функция ] (2), у которой показатели сходимости 
корней уравнений 


О Л (1) 


не превосходят числа р со, имеет порядок, не больший р. 

Таким образом, известные ограничения, наложенные на модули кор- 
ней уравнений (1), влияют на оценку роста целой функции. 

Уже давно было замечено, что оценка роста целой функции зависит 
и от ограничений, наложенных только. на аргументы корней уравне- 
ний (1). Так, в 1919 г. Бибербах (1) доказал теорему, из которой выте- 
кало следующее утверждение: 

Если целая функция конечного порядка может принимать значения 
О и 1 лишь на конечной системе лучей, исходящих из` начала коорди- 
нат, минимальный угол между которыми равен лр”", то ее рост не вы- 
ше нормального типа порядка р. 

В 1925 г. Неванлинна (3) получил более сильный результат, показав, 
что такой рост является предельным и для всякой целой функции ко- 
нечного порядка, могущей принимать значения 0 и 1 лишь в точках, 
«очень близких» к упомянутой системе лучей. ** 


* Этот результат является простым следствием теоремы Бореля, обобщающей 
классическую теорему Пикара. 

** Точки последовательности {2,}5°, называются «очень близкими» к системе лу- 
чей: агс 2 = &; (1=1, 2,.... п Ома... а, <2м), если сходятся ряды 


л Вет: 
В] = сы 7 
2 эт т, (Ф, а.) |*. 
1<т, << 
Ах 


(=1,2,..., пу дуге», Та —@; 9,1 =01 +27). 
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В той же работе Неванлинна положил начало установлению анало- 
гичных результатов для мероморфных функций. 

Заметим, что аналогия между теоремой &, с одной стороны, и сфор- 
мулированными выше теоремами Бибербаха и Неванлинна для целых 
функций с другой — вполне прозрачна: как в первой, так и в послед- 
них, накладываются ограничения на расположение корней уравнений (1) 
и даются оценки роста функции; существенное же различие состоит 
в том, что в теореме « ограничения накладываются на модули корней 
уравнений (1), а в теоремах Бибербаха и Неванлинна — только на ар- 
гументы. (При этом нужно учесть, что требование априорной конечно- 
сти порядка в этих теоремах является излишним — это будет нами по- 
казано в гл. П.) 

При переходе к мероморфным функциям аналогия становится менее 
ясной. С одной стороны, как известно, имеет место 

ТЕОРЕМА 8. Мероморфная функция, У которой показатели схгоди- 
люсти корней уравнений 

7(2) =0; 7 778) =0 (2) 
не превосходят числа р < со, имеет порядок, не больший р. 

С другой стороны, простой пример показывает, что существуют ме- 
роморфные функции сколь угодно большого, в частности бесконечного 
порядка, у которых корни уравнений (2) расположены на конечной 
системе лучей. 

Пример (А. Эдрей (*)). Пусть {и} А Йк = ос) — пноследователь- 

—со 


ность вещественных чисел с произвольным наперед заданным показателем 
сходимости (в частности, бесконечным). Пусть {Ах} — последователь- 
ность положительных чисел такая, что 


> Ако. 
К—1 


Рассмотрим мероморфную функцию 
со 
А 
к 
и —. 
а 
К=1 
Порядок этой функции не меньше показателя сходимости последователь- 
ности {Ик} *, но так как при 2-0 
со 
А 
пир (2) = —Шш2 У 
$ (2) : [2 А,’ 
К=1 к 


то вещественные значения функция 1(2) может принимать лишь на 
вещественной оси. 

Становится понятным, что для мероморфных функций теоремы, ана- 
логичные приведенным выше теоремам Бибербаха и Неванлинна, могут 
иметь место лишь при некоторых дополнительных ограничениях. В пер- 
вую очередь представляется целесообразным потребовать, чтобы рас- 


* Легко показать, что порядок функции 1(2) равен показателю сходимости 
последовательности {#} 1. 
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сматриваемая мероморфная функция была «похожей» на целую, т. е. 
чтобы она принимала хоть одно из своих значений гораздо реже, чем 
почти все остальные. 

Первый результат такого рода принадлежит Неванлинна (*) и заклю- 
чается в следующем: 

Если мероморфная функция }(2) конечного порядка такова, что корни 
уравнений (2) «очень близки» к конечной системе лучей с минимальным 
углом пр! и при этом корни по меньшей мере двух из уравнений (2) 
назовем их {2%} и {2%}, Удовлетворяют дополнительно условию 


№ ее < ©, Ее. 


г. 
| 2). |2 


9. 


то рост функции }(2) не выше нормального типа порядка р. 

Очевидно, уже предиоложение, что корни одного из уравнений (2) 
удовлетворяют приведенному выше условию, делало бы функцию «по- 
хожей» на целую, если бы ее порядок превосходил р (оно означало бы, 
что какое-либо из значений 0,1 или со принимается функцией гораздо 
реже, чем почти все остальные). 

Самый значительный результат подобного рода был получен в 1955 г. 
А. Эдреем (“). Этот результат гласит (для простоты мы несколько умень- 
шаем его общность): 

Пусть функция }(2) мероморфна при || сс, причем: 

1) корни уравнений (2) расположены все, кроме, быть может, конеч- 
ного числа, на системе лучей с минимальным углом пр", 

2) 6 (0,7) -8(1,/)-6(°,)>0*. 

Тогда порядок }(2) не превосходит р **. 

Здесь условие 2) как раз и означает, что функция «похожа» на 
целую. 

Самым важным преимуществом теоремы Эдрея, по сравнению с пред- 
шествующими, является то, что в ней не предполагается а рг1ог! конеч- 
ность порядка функции ***. Ббльшая, по сравнению с результатом Неван- 
линна, общность достигается и тем, что «похожей» на целую считается 
мероморфная функция, обладающая всего лишь одним**** исключительным 
значением в смысле Неванлинна. Однако результат Эдрея не перекры- 
вает полностью результатов Бибербаха и Неванлинна, во-первых, в силу 


* 9 (а, 7) обозначает дефект а относительно ] (2) в смысле Неванлинна. 
** В полной общности результат Эдрея выглядит так: 

Пусть мероморфная при |2| < со функция ] (2) удовлетворяет условиям: 

1) корни уравнений ] (2) = 0, О (2) =1, 7 1 (2) =0 (1— целое неотрицатель- 
ное) расположены все, кроме, быть может, конечного числа, на системе лучей 
с минимальным углом лр-*, 

2) 80, )- 6 (1,19) 6 (<, /)>0. 

Тогда порядок ] (2) не превосходит р. 

*** Отметим, что еще в 1947 г. М. Г. Крейн (5) получил точную оценку роста 
для одного класса целых функций с нулями и единицами, «очень близкими» к ве- 
щественной оси, причем конечность порядка а рг1от1 не предполагалась. Об этом 
результате еще будет идти речь в нашей работе 

**** По меньшей мере. 
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х 


большей (чем в теореме Неванлинна) жесткости ограничений, наложен- 
ных на расположение корней уравнений (2), и, во-вторых, в силу 
меньшей точности оценки роста функции. 

В настоящей работе устанавливается справедливость предложения, 
более общего, чем приведенные выше предложения Бибербаха, Неван- 
линна и Эдрея, и содержащего последние в качестве частных случаев *. 


Сформулируем основную часть нашего результата, введя предвари-. 


тельно следующее определение: 
Комплексное число а называется слабо дефектным значением меро- 
морфной функции ] (2), если положительна величина 
 (› 1 ) 
А"(а,/) = зар Ша г 


— Т (г, Л) ; 
6% 


где заргетит берется по всем множествам % с (0, со), для которых 


о 


тс 


Заметим, что 0 < д (а, Й <А* (а, ) < А (а, }) <1 (где А (а,]) означает 
дефект в смысле Валирона); таким образом, значение, дефектное по 
Неванлинна, тем более является слабо дефектным. 

ТЕОРЕМА. Пусть мероморфная при |2| со функция }(2) такова, 
что 

1) корни уравнений (1) «очень близки» к системе лучей с минимальным 
углом пр \, 

2) <о является слабо дефектным значением. 

Тогда рост функции не выше нормального типа порядка р. 

Самым существенным, на наш взгляд, является здесь то, что огра- 
ничения на аргументы касаются лишь корней двух уравнений (1), а не 
корней трех уравнений (2). 

Очевидно, что сформулированные на стр. 277 результаты Бибербаха и 
Неванлинна, а также результат Эдрея (в приведенной нами формули- 
ровке), являются частными случаями этой теоремы **. 

Метод, которым мы пользуемся, существенно опирается на развитый 
Неванлинна (8) аппарат величин, характеризующих поведение мероморф- 
ной функции внутри угла. Этот метод может быть применен и к изуче- 
нию функций, мероморфных внутри единичного круга. Результаты, 
которые при этом получаются, могут считаться в известном смысле 
обобщениями классической теоремы Шоттки. 

В работах М. Г. Крейна (6) и М. В. Келдыша (5) изучалось распре- 
деление значений функций, представимых абсолютно сходящимися ря- 


* Частным случаем нашего результата (теорема А, гл. П) является и результат 
Эдрея, цитированный в подстрочном примечании ** на стр. 279. 

** Что же касается теоремы Неванлинна, цитированной на стр. 279, то мы не в со- 
стоянии вывести ее непосредственно из формулировки нашей теоремы. Однако метод, 
которым мы пользуемся для доказательства последней, без труда приводит к более 
общему, чем теорема Неванлинна, результату (теорема 7’). 
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дами простейших дробей, т. е. имеющих вид 


Ау 


со со А, 
= ат (5 |<). 


В настоящей работе обобщаются результаты работы (б). 

Замечу, что к основным результатам работы я пришел, отправляясь 
от попыток снять излишние ограничения в основной теореме работы (*). 
Эти попытки были предприняты по совету Б. Я. Левина и привели 


к результату, опубликованному в работе (1). Несколько позже 
А. А. Гольдберг обратил мое внимание на связь этого. результата с ре- 


зультатом Эдрея (“). Стремясь понять сущность этой связи, я и пришел 
к основным результатам настоящей работы, для получения которых 
‚ потребовалось обобщить метод моей заметки (1). 

Настоящая работа состоит из трех глав. В первой главе развивается 
аппарат, служащий в дальнейшем для получения основных результатов. 
Фундаментом этого аппарата является теорема 3, доказанная в $ 3. 

Во второй главе доказываются основные теоремы работы (по отно- 
шению к ним результат, приведенный выше, является весьма част- 
ным). 

В третьей главе рассматриваются приложения основных результа- 
тов к изучению свойств целых функций, функций, голоморфных в еди- 
вичном круге (обобщение теоремы Шоттки), и функций, представимых 
абсолютно сходящимися рядами простейших дробей. 

Некоторые результаты настоящей работы были опубликованы без 
доказательств в работе (12). 

Считаю своим приятным долгом выразить глубокую благодарность 
Б. Я. Левину и А. А. Гольдбергу. 


ГЛАВА 1 


_ 8 1. Величины, характеризующие поведение мероморфной функции 
в круге и в секторе 


Пусть / (2) — функция, мероморфная в круге |2| < @®*. Как известно, 
рост и распределение значений этой функции во всем круге |2|<@® 
можно характеризовать поведением при г->® следующих величин, 
введенных Р. Неванлинна: 


2п 


тете, д = 2 | шеф, т, ты Е); 


0 


М (г, со) = М (г, = 9 4 и (0, со) шт, 
0 


» Для © в дальнейшем будем допускать лить два значения: со (параболиче- 
ский случай) и 1 (гиперболический случай). 
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где п (Ё, со) — число полюсов (с учетом кратности) функции ] (2) в круге 
[2 5 Ь 
М (га) ХУ (^, ч: 
? 7 == @№ 
Т (г, }) = т, со) + М (т, оо). 

Величина т(г,а) характеризует скорость среднего приближения 
1 (2) ка на окружности |2| =г при г->О, а величина М (г, а) — плот- 
ность распределения а-точек (по модулям). 

Рассмотрим некоторый сектор нашего круга: я < аге2<В (0<а< 
<в<_ 2”). Чтобы характеризовать рост и распределение значений ] (2) 
в этом секторе, Р. Неванлинна (8) ввел следующие величины: 

Аав (г, со) = Аав (г, /) = 


п 


(1 — =) Чо У (ее) | ву ве) 9 (ие) 


АЯ г‘ 


ш 

т. ` 

о 

< 

(« выбирается произвольно, 0 <® < ®, а затем фиксируется), 


Аов(г: а)-— Нав (^, =.) 


Влв(г, со) = Вывбть 1) = —= 


п 
х 


Ч 
Вов (г, а) = Вов (", =.) . 


п 


ш” | 7 (те) | зв = (ф — 9) 49. 


.—э> 


1 гк" и М 
Св (", оо) = Саз (м) =2 М (-— о) (фа 
огр <г 5 и 44 
а<Фк<В ГЕ й 


1Ф). 
(ке *^— полюсы функции ] (2), взятые с учетом кратности, т. е. полюс 
кратности т входит в сумму в виде т одинаковых слагаемых), 


г“ 
Сов (г; а) = Сав (Г, т 


Величины Азв(г, а) и Вов (г, а) характеризуют скорость приближения 
7 (2) ка при |2|->О: первая — вдоль граничных радиусов (лучей) 
сектора, вторая — во внутренности сектора. 

Величина С.з(г, а) характеризует плотность и распределение по 
аргументам а-точек функции: наибольший вклад в величину Сов (г, а) 
вносят а4-точки, близкие к биссектрисе сектора, а-точки, расположенные 
вблизи граничных радиусов, мало влияют на величину Сав(г, а), а 


а-точки, лежащие на этих радиусах, вообще не оказывают на нее ника- 
кого влияния *. 


* Нетрудно показать, что а-точки’ ] (2) «очень близки» к системе лучей 
Аг 2 =а, Е а = „<2л) в смысле подстрочного приме- 
чания на стр. 277 тогда и только тогда, когда 

ъ 
С га) =0 
№ аа: #4) ) 


= 
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Нам придется использовать следующие результаты работы Р. Неван- 
линна (3): 

М. Существует непрерывная неубывающая функция аь (г, /), о < 
<<, такая, что 


Аав (Г, /) + Вав (г, 7) - Сав (г, /) = Зав (", 1) НО (1). 
№. Для любого комплексного а справедливо соотношение 


баз", а) = баз (г, /) 0 (1). 


№. Если функция ](2) мероморфна внутри и на границе полукруга 
п 2 > 0, |2| <, то имеет место представление 


| 
8 г5тФ гзшф ] . 
паев Ца | 
п Е. г- --  — 2г<03Ф ве (ен ве 


4 п р а — г? ? — г? у 
+ ( ш [7 (ре )| | Ц? + г* — 2ит с03 (ф — 0) 4? -- г? — 2рл с0$ (ф -- в |6 — 
0 


$ а аи 

— > 1 у а | —- р шп 
ей ак — 2 < 
Пра,>0 ить, >0 

(2 О изр Обл, 
где а, — нули функции / (2), а 6, — ее полюсы. 
Из этого представления, используя неотрицательность подынтеграль- 
ных ядер, легко получить весьма существенное для дальнейшего не 
равенство: 


5— ъ, №? — 6, 
Неа ОЕ 


У 


| 


ы 
аа С 
ша" [7 (2) | <-= \ ш оао + 
—и 
'( + и? — г? и? — 2 но 
+ \ шп М ети тт еее НЕО } 90 -—- 
0 
2} ] ру К 
Бу < . 2 —6) ( ) 
пб, 0 


Основная задача этой главы состоит в следующем. Иусть круг 
|2|<@ разбит на секторы некоторой системой радиусов. Нужно уста- 
новить связь между величинами т, М, Т, характеризующими поведение 
функции во всем круге, с величинами А, В, С, 9, характеризующими 
ее поведение в каждом из секторов. 


$ 2. Оценка величин Ааз (", 7) и Вов (», 7) сверху 
при помощи величины ТГ(7, Г) 
Известную трудность представляет лишь получение оценки для 


{’ . п Г’ 
величины Азв (,, =) (теорема 1). Оценка величины Вор (, тя (тео- 
рема 2) является тривиальным следствием леммы о логарифмической 
производной Р. Неванлинна. 
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ТЕОРЕМА 4. Если функция }(2) мероморфна при |2| <, то имеет 
место неравенство * 


дал (, Е к (=) а Пе 10% а +0(1)}, 


г 


где 03 а<В<2л, т=В—%, керио К — постоянная, не 
зависящая от ги р. | 

Доказательство. Будем исходить из известной формулы Шварца— 
Неванлинна [см. (3)]: 


2п 


117 (2) = 5 к | [ре ее о о 6, Е С. 


0 [а1<“ | 


Эта формула справедлива при |2| п; через а, в ней обозначены точки, 
в которых /(2) имеет либо нуль, либо полюс; 6, равно --1 (соответ- 
ственно — 1), если отвечающее ему а, является полюсом (соответственно 
нулем). Продифференцировав равенство Шварца — Неванлинна по 2, 
получаем: 


Х (2) 
7 (2) 


2" 
1 2 
Зы \ По [У (ре) [40 -- 
0 


бак аяиитя дек 


а В 14, || "ада Иа 1-[а, | 


Пусть г ир — произвольная пара чисел таких, что О охг<р<®. 
Положим 


Ар" ее и = УЛ. 


Тогда предыдущее неравенство можно переписать в виде 


р (1е) Ф 
ео ФО), 
где 
Ф, (#) == ты т(И ль 0) + ть, оо)], 


по Та 


аук ^ — РЕ › 


и! 


141 


* В заметке (13) приведены оценки величины Аа (", 2) (= Во в (", г для 


функций, мероморфных в некотором угле, содержащем внутри а < аге ‚< 8. Для 


жи во всей плоскости (@ = со), из этих оценок вытекает опенка 
Ав (., С через Т (», }), однако менее точная, чем наша, 
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Отсюда следует, что 


, бе : . 
Ав (5 ) 535} Ш Фь (9 [5 — ОА +Ь+Ь. 
й= т 


Оценим последовательно интегралы [\, [., /з. 
а) Оценка интеграла /\. В силу того, что 


т(УлЬ, оо) ЗТ(УЛЬ «Тм, 1, 
т(Уль 0) ЗТ(УИЛЬ Л +0(1) < Т(М, Л+0(1), 


мы имеем: 


Е 
и (2Т (№, )-0О(1)) * 
Следовательно, 
И Йа НК (А ыА +0(1)}. 


— 1 
ву 


(6 


6) Оценка интеграла /Г.5. Так как, очевидно, 


1 Ул: г а 179 А 
Ф. (< о, №12 — Улю (Ил 1) (п (1 №10) п (] А 1, оо)), 
|а,\< ИЛ ( 
а при любом комплексном с 
жа 


НЕ А } А 
ВИ у | "ЕАМ АО < 
ы. 


лЕ 
и 
УР, +04), (1) 


то имеет место неравенство 


ФЕ (Гм, 0). 


Отсюда получаем соотношение: 


Ра + (* наш А +0(4)). 


1 


в) Оценка интеграла /.. Интегрируя /[з по частям, получим: 


п 
1 -——а 


в ен ах 
1% я 


о |а,1<УИхт 


г 


* На всем протяжении нашей работы К будет обозначать величины, не завися- 
щие от переменных К, г, р, &, 6, $3, б, т, ^. 


8 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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м. 
«Чье пел 


[а/1<Их* { 


= ь-[ а. Е 


01 <УХт |т— а, ||" 1 


т 1 

4п 1 1 ] 4 

Я ее ©) 
ы и 1а»1<У Ат [т — | а, ||? г. 

Для оценки выражения в фигурных скобках воспользуемся хорошо 


известным неравенством между средним геометрическим и средним ариф- 
метическим, которое дает: 


и | у |< 
® 1а»1 < Ут | т — [а, ||? 
< У | +ь2< 
11 <У А+ —|а,|| 
о - 


< [а,1<УАЕ | т— [а |? 


<* [Пыль аль + ш2. (3) 
) 


+ —ю 


Из неравенств (2), (3) и (1) следует соотношение: 


т _ ых \ г = 2 + К (в мА 0(1)}. 
тм 


© 


Собирая полученные оценки интегралов Г), [›, [3, приходим к нера- 
венству: 
г 
Ре ЗО, ей 
=) <К\ = и . | 
дав (>) < К {\ а и. 0(1) 

9 
р 


© 


Остается лишь учесть, что А, = -, и произвести простую замену пере- 
менной в интеграле. 

Выведем из теоремы 1 несколько следствий, которые нам понадо- 
бятся в дальнейшем. 

ТЕОРЕМА 11. Если функция }(2) мероморфна при |2| < со, то для 
всех г`>®, исключая, быть может, множество конечной логарифмиче- 
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ской длины *, м соотношение 


ев (^^ р д 


Доказательство. Из теоремы 1 непосредственно следует, что 
при «< тг«р< со справедливо неравенство 


п 


Аав (‚, 7) <К ((=.)" гг, 10) -- + и . 


Положим 


в. "(1 и" доз); 


1 Е = ш* 1+ 7 (^, 0), 


тогда 


= =0(1), 
шо, Ре, Ло. 


Последнее неравенство выполняется для всех г>0, исключая, быть 
может, множество конечной логарифмической длины. Это вытекает из 
следующего предложения: 

ЛЕММА БОРЕЛЯ [см. (?)]. Если и (г) > 1— непрерывная неубываю- 
щая функция при О<гх со, то, каково бы ни было &`>0, для всех 
ге (0, со), исключая, возможно, множество конечной логарифмической 
длины, справедливо неравенство 


«бк <ено 


Мы получаем, таким образом, что для всех г6(0, со), кроме, быть 
может, множества конечной логарифмической длины, 


(1+1) 
Аав (, о <коТ(с, /". 


Чтобы доказать теорему, остается воспользоваться известным не- 
равенством [см. (3)] 
Т (г, 53 Те, Л *, 
которое справедливо вне некоторого множества когечной логарифмиче- 
ской ДЛИНЫ. 
* При рассмотрении функций, мероморфных при |2|< с, будем применять 
термин «множество конечной логарифмической длины» к таким множествам Ё С (0, со). 


для которых мы 4 < со. При рассмотрении функций, мероморфных при |2|< 1, 


Е 
этот же термин будет применяться к множествам ЕС (0, 1) таким, что 


(1 — г) 1 4" < оо. 
** Это неравенство легко следует из соотношения: 
Т (г, Г) = М(г, Г) т (о, Г) < 
<2м (д + (тд +т (^, ^^) <2т 9+, =) 
и леммы о логарифмической производной Р. Неванлинна [см. (1), стр. 254]. 


8* 
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ТЕОРЕМА 15. Если функция }(2) мероморфна при |2| < со, то для 


всех г>о 
Кг 
д ш+Т (1, /) ев. 
4 т) КЕЙ И о 
1 


® 


В частности, если 
[©.®] 


о п ь 


Для доказательства первого утверждения нужно в теореме 1 поло- 
жить р = (г. 

ТЕОРЕМА 1, [Р. Неванлинна (*)]. Если функция }(2) мероморфна 
при |2| со и имеет конечный порядок, то 


(и) 
Аез (, = )= О(ИЭчАЕВНЯ, ЗП 


При [ =0 это утверждение представляет собой частный случай тео- 
ремы 1›. При рассмотрении случая [>>0 нужно учесть, что производ- 
ная функции конечного порядка есть тоже функция конечного порядка 
[ом. (з)] *. 

ТЕОРЕМА 1.. Если функция }(2) мероморфна при |2|<1, то 
оценка 


(1) Й В 
Авв (т, Ри) < К (7 <. +) Е лаз 


справедлива для всех г 6 (®, 1), исключая, быть может, множество конеч- 
ной логарифмической длины. 
Доказательство. Из теоремы 1 следует, что 


(1-1) . я 
Ал (", г © (ш* Т (о, #? -1щ* ре -- =}. 
Положим 
а 
р 1-г ш+Т (г, 0) , 
тогда 
(1) 
] 0+ = ыРО, ты а —_ = 7 ие ]п 3 — НЕ, ] 0+ ] 0+ т ( у) Но 2, 


+7 (р, 0) 52“ Т (х, 16). 


Последнее неравенство выполняется для всех ге (0, 1), исключая, быть 
может, множество конечной логарифмической длины. Это легко вывести 


* Это легко следует из приведенного выше неравенства 


Г у®) Зо зРе, 
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| из цитированной выше леммы Бореля, принимая за независимую пере- 


менную величину (1 — г) *. 
Таким образом, 


: (1) 
А", у) < К ("Р.Ш Е, +044) 


для всех гЕ(0, 1), кроме, быть может, множества конечной логарифми- 
ческой длины. Чтобы доказать теорему, достаточно учесть справедли- 
вость вне некоторого множества конечной логарифмической длины 
соотношения 

1 


Е И И 


[ем. (°)]. 

Перейдем к оценке величины Вав (”, 5 г 

ТЕОРЕМА 2. Если функция }(2) мероморфна при |2|< 9, то имеет 
место оценка 


Вов (г, 1) < К ел - ]1* 


1 
р—г 


+041) 


х т 
> 
(О<а<в<2л. Т=В-а 0<о<г<р<Я). 
Доказательство. Из определения величикы Вав (г, >) следует 


неравенство 
у \ 2 И 
ны Вт.) 


ты 
Ая 
И 

Поэтому наша теорема непосредственно вытекает из следующей теоремы 

Р. Неванлинна, известной под названием «леммы о логарифмической 
производной» [см. (3)]: 

Если функция }(2) мероморфна при |2|<«®, то для любых г ир, 

удовлетворяющих неравенству 9<«г«р< О, справедливо соотношение 


Г а те с. 
т (, 1) < 34 + 5" [А-З и 


ое Зи" + 4 ш*Т (р, 1), 
где с) — первый отличный от нуля коэффициент разложения }(2) 
в ряд Лорана в окрестности точки 2 = 0. 

Из теоремы 2 получаются следствия, аналогичные тем, которые были 
ранее выведены из теоремы 1. Доказательства этих следствий строятся 
по тому же образцу, что и доказательства следствий теоремы 1, поэтому 
мы ограничимся здесь только формулировками. 

ТЕОРЕМА 2,. Если функция }(2) мероморфна при |2|< со, то для 
всех г> ®, исключая, быть может, множество конечной логарифмической 
длины, справедливо соотношение 


(Е) 
Вв (", и хо ) < к№ш*Т (›, О, ыы.) 
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и 


ТЕОРЕМА 2,. Если функция ] (2) мероморфна при |2|<« оо, то для. 


всех гро 
Ви КТР 0) >. 


В частности, если 


1т* Т (г, 1) =О (=), 


Вав (г, 7 =0(1). 


ТЕОРЕМА 2. [Р. Неванлинна ()]. Если функция }(2) мероморфна 
при |2| «с и имеет конечный порядок, то 


Вав (, “= 01) (=0,4,2,...). 


ТЕОРЕМА 2.. Если функция (2) мероморфна при |2|<1, то 


оценка 


Вьв (,, т <К (1 Т (г, + Ш =; 


справедлива для всех г 6 (®, 1), исключая, быть может, множество конеч- 
ной логарифмической длины. 


В 
$ 3. Оценка сверху величины ав (г, Г) = эх |1 | (ге) | а 
при помощи величины $ав (Г, Х) 


‚ Фундаментом всей работы является следующая общая теорема, дока- 
зательству которой посвящается этот параграф. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть функция }(2) мероморфна при а < агв 2 В, 
<|2|<®9 (0<а<В<2м). Тогда, каковы бы ни были числа р, ги В, 
удовлетворяющие неравенству 0 < К?`г«р<тг< В ша (г, ©) (>, 
справедливо соотношение 


# р т 
тов (6, а КТ (ав (В, +1} и =в—а). (А) 


е 


Предварительно докажем следующую лемму. 

ЛЕММА. Если функция Е(2) мероморфна при 2>0, |2|<®, 
то при любых г и В таких, что о<г<В« 9, имеет место нера- 
венство 


[< 


то» (@, в) < (2+ = 


0 


Ну 5. (В, К) +. КВ. 


Доказательство. Будем исходить из неравенства (№ ($1, 
стр. 283), которое можно записать в виде 


ш* | Р (2)| < 0, (2, в) + 0. (2. в) + О: (2, в), . (1) 
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если принять обозначения: 


в 
1 


быв = |} РО 


О, (2, в) = 


м Е = т = т? ге 
-. д | [0 три ьыю о 9) ик | 
0 


2—6; 
7» (2, в) = У а = 
16к| <в * 

Паб; >0 


(2=29=э-+и, О<1<тг<в<®, 6 полюсы ЕЁ (2)). 
Умножив обе части неравенства (1) на &, проинтегрируем его по ф от0 


до ли по Ё от 0 до г. Мы получим: 


л то. [< <=, и): 4Ф + 


0 
ы \ 0’, (вез, р) ах + \\ о. (се, р) га. (2) 
оо оо 


Оценим двойные интегралы правой части этого неравенства. 
а) Оценка первого интеграла. Можно записать следующую 
цепь соотношений: 


9, (1е®, д) га аф < (1 + да ме г 4аф < 
0 : оо 


е.—+ 


СЕИ а 
кое ера - 
—©0 


гь оо 
и М К ака = ри} 9" < 


: 2 
«ан | Я 


ш+|Р 1+ | Ё (*) 10+] А (— 
= 2 (4 + еее И Рае 


В последнем выражении интеграл от ® до и нетрудно оценить сверху 
при помощи величины А... Действительно, при ов<В<@ спра- 
ведливо соотношение 


+ Мы здесь использовали легко проверяемое соотношение 


со 


уах 2л 
_ (1-Е = у?) (2—8 + У] «Тя. 
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В 
Ао (В, р) = 1" Р-н Е (— 99 (5 — =) > 


| 1 


> о (91+ ши 99 (в—ж)4 > 


лаб ше + ш | 
> (1 ых В?) =) 12 ы 
Следовательно, | 
Сб, (ее, иг 4гаф < 2" (1 + 51 Пе еси Ах (В, в} < 


оо 


Я я 
<2мв (1 + № | пе Авн(В, К) + К}. 


6) Оценка второго интеграла. Мы имеем: 


=>_—эа 


Оз (12, в) гаи А о И 
| 


2—1? ] 


Ее гео |9] 111 = 


ПХ 
= | Е (це’) [атс 18 (5 —_ зат 0) 24:40 < 
оо 


алое (ре еее ва ве ЕР Вон (в, В) К Вок (в, 
оо 


$ (ее, и) агаф < (г т йаф < 
оо оо 
Го 
т ре ан 
—с 0 
{ 2—8, а : 
тоя у =ы | Ее}. #248) 
к «в —оо 


С помощью теории вычетов нструдно подсчитать, что 


дов >В. 
ЕЕ. 


бк 


м 


дорос ние Ве 
21+ @+(уфви Ут) 


(в =с-и, у>0, =, В >0).- 
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Применяя хорошо известное элементарное неравенство, получаем: 
2 а + (и В, РУ у)? 
ай + (|у— Ви | + УГУ) 


4уВ, Н2УТ- У (у В + [у— В» |) 
ее 4 (у У1 2 - 
а + ((у—В,[-+ ИУ) -- ы РЕ ТУ) и 


(ледовательно, 


4уВ» + 2 УТ уу В, + |у— В, р) ) 


НШ : 
` Е 


< 


= 


со > 
и О ах 511 : 
я и а о. 
ее Е он (бя ткен") 
—< 


Используя это неравенство, мы получаем оценку: 


2 к 3 
: ' зп Ш 
ХО бздеею, неее < дате (4 пыл ЕВ 
оо < х о<16|<ь 
Оценим 5 сверху при помощи величины С... Для этого заметим, 


«< к |< 
то при и< В <@ имеет место неравенство 


СЕ [+ де) афер 


«< 16, |< В 
ь = 1 | з т Фх 
ря Ее те) эт > 2 (1— №) У г 
= << ор * 
Таким образом, 


ВИ з (12, и) саг аф < 


эп 
«аа т) > + 
16х15 * 


Зав (В+ 1) | 


Зее Сы (В, #)} < 


ух 5 
С» (В, Р) +}. 


Подставив все полученные оценки интегралов в неравенство (2), 
придем к соотношению: 
г а 
м (2, Е) и < И Ао (^, Е) ых Со» (В, Е)] г 
о 
И 


п ь-г 
Используя то обстоятельство, что 
Ао (В, Е) -- Со» (В, Е) < 5» (В, Р) + О (1, 
Вол (и, Е) < 50 (в, Е) + О (1) 350 (В, Р)+ О (1) 


(это следует из утверждения М, $ 1), получаем: 
( , 1 й - 
| ток (@, Ка < (В+ 15, (В, Е) [а 2 ея! - КА? 


0 


(О<о<г«ь<А< 9). 
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Чтобы вывести отсюда утверждение леммы, нужно положить р — 


== (В+). 

Доказательство теоремы 3. Пусть функция ](2) удовлетво- 
ряет условиям теоремы и, кроме того (что, конечно, не уменьшает 
общности нашего исследования), условию } (0) == 0, оо. Тогда функция 


Ко 
® 
Р (5) = еб ев=о 
будет, очевидно, удовлетворять условиям только что доказанной леммы. 
В силу последней, можно утверждать, что 


т. 2 2 
фто Ри < ЗПУ 5, (В, Е) + КЕ. {3) 
0 


Заметив, что 
ое 


Тот (Е, Е) = Е т Тор (Е” й} 


5% (В, В) = 5. (В*, ) +0(1), 


из (3) без труда получаем, что при любых ги В таких, что Ох ох 
<тгт<В< О, имеет место неравенство 


2 


г 2" 3" 

табы ре" а ИТ да, КЕт. 

о Вт 
Подчиняя В ограничению А < ша [кг, ®] и замечая, что тогда 

ть = ато В и 
т ь УЕ 
приходим к неравенству: 
2т зп 


г и в 
та, де т [ба (В, НИ. 
0 


Выбрав р так, что К\г« р« г, получаем соотношение: 


2п г 2 


бишь, ев” УЦ тшь рат  #< 


п 


И ь 
Е—- [98 (В, +1] 


Пе о 
<ЗР т тав (в, РЕ" 4 < 
0 
(К "< р<г< Вх ша (м, 9)). 
Тем самым теорема доказана. 

Для наших приложений теорема 3 не совсем удобна, так как она 
дает оценку интеграла от величины тов (&, /), а не самой этой величи- 
ны. Оценки же самой величины Тор (1,/) мы получим из следствий 
теоремы 3. Заметим, что эти оценки будут иметь место, вообще говоря, 


не для всех значений Ё6(0, 62), и, чтобы характеризовать исклю-. 


чительные множества, введем следующие понятия: 
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[34] 


&) Относительной со-мерой множества Е С- (0, со) называется величина 


* раза 
шез", Ё = Им 


т—>оо 


шез {Е || (0, г)} 
Не 


В) Относительной 1-мерой множества Ё С (0, 4) называется величина 
* ел 
шез, Ё = шезь А, 


где Е есть образ множества ЕЁ при отображении интервала 0<1<1 


‚на интервал 1-`г< со посредством г = ЕЙ 
Понятием 07. эсительной оо-меры мы будем пользоваться при изуче- 
нии фун' ‘ мероморфньх во всей плоскости |2|« оо или в угле с 
вершино. `е координат, а понятием относительной 1-меры — при 
изучении  с‘кций, мероморфных в круге |2|<1 или в секторе этого 
круга. 


Очевидны следующие свойства отно‘...сельной О9-меры (© = 1, оо): 

1) 0 < шезь Е < 1, 

2) тезг, (®, 2) =1 при О о< 9, 

3) шезх, (Е! |] #») < шезь Е, { тез” / 

Сформулируем теперь следствия 19% ‚ лцие оценку самой 
величины тов ($, ]). 

ТЕОРЕМА 3, (параболический случай). Если функция ] (2) мероморфна 
при а < аг2<В (0<ч<В<2м), 0<3[2|«оо, то, каковы бы ни 
были число & > 0 и определенная на [0, ос) непрерывная неубывающая 
функция ф(Р`>0, неравенство 


п 


ь тав (Е, /) ЗЕЕ" 9? (1) [5в (Вь + 1, 
г0е 


в =#а+ 0), 


справедливо для всех Е 6 (0, со), кроме, быть может, множества отно- 
сительной со-меры, меньшей чем а *. 

ТЕОРЕМА 3, (гиперболический случай). Если функция }(2) меро- 
морфна при “< атв2<В (0<а<В<2м), 0<|2|<1, то, каковы 
бы ни были число в > 0 и определенная на (0, 1) непрерывная неубываю- 
щая функция ф (1) >0, неравенство4 

ть, д < 5 (Вь д, 
где В: определяется равенством 
1 1 ] 1 
а, о. 
справедливо для всех #©(0, 1), кроме, быть может, множества относи- 
тельной 1-меры, меньшей чем в. 

Доказательства теорем 3, и 3. основаны на следующей лемме. 

ЛЕММА. Если три функции: т(>0, 5(>0, Фф(>0 опреде- 
лены при О<ЗЕх с и при этом: 

а) функции 5 (1) и ф(1) не убывают, 

6) функция ф(Ё) непрерывна, 

* Заметим, что фигурирующая в этой теореме величина К, вообще говоря, 
зависит от в и от функции Фф. Это замечание относится и к теореме 3+. 
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в) неравенство 


ое (^>0) 


имеет место при любых р, ги В, удовлетворяющих ‘условию 
0О<е<р<г<«В< о, 


то, каково бы ни было число в>0, для всех 16(0, оо), кроме, быть | 


может, множества относительной со-меры, меньшей чем в, справедливо „ 
соотношение 


т (0 КР (В+, 
где 


В =а+)- 


Доказательство. Положим в неравенстве в) 


гар) В = № = (1+ 75) 


Тогда после несложных упрощений получим: 


Тр 


} т (64 < КФ (о) в” [5 (В) +1. 

Р . 
Если через м обозначить то подмножество интервала /, = [р, г›], на 
котором 


т (1) > МКф* (р) р* [5 (Вь) + 1], 


то из предыдущего соотношения будет следовать такая оценка меры 
этого подмножества: 
М 1 р 
шез # —_—. 
® < м Ф() 
Замечая, что тез Г, будем иметь: 
Е (®) ” УХ 
тез Е 4 


—<2м. | (4) 


те5 и 


Покроем полуось [1, со) последовательностью интервалов [», (К = 0, 1....), 
полагая р, =1, Рика = Гек *. Рассмотрим множество 


со 
М М 
35 => 9) рр 5 
К=0 
Для его относительной со-меры получаем оценку: 


М 
т. тез {34 0 г) } 


— шез {ЗП (0, г)} 


<2ава 
ЧАРА +07) 


* Построенные интервалы. действительно покроют (14, о). Если предположить 
противное, т. е. что & =зирр, < оо, то, выбрав 6 так, что 0<6<ф * (а), и Рк, Так, 
что Рк, >а (1 + 9)-*, мы придем к заключению, что.ру,, = ток 72а, которое проти- 

© 
воречит тому, что а = зиррх. 


| 
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у 
<> 
— 


< ОП ева < > (4 = тах {1, ф 1 (0)}) 


(последнее неравенство имеет место в силу (4)). Вне множества % 
справедливо соотношение 


т (1) < МКФ? (рк) р [5 (Вы) +1] (<<, №=0,1,2,...). 


Полагая 


В» = зар Аь 
о<1<е 


мы, в силу неубывания ф(р), © (В) и те при ре 3 получим неравенство 


т (р) < МКФ? (р) р^ [5 (В,) + 11. 


Теперь, чтобы убедиться в справедливости доказываемой леммы, доста- 


точно выбрать М`> а и воспользоваться следующим утверждением. 
Для всех р6(0, со), за исключением, быть может, множества отно- 
сительной со-меры нуль, справедливо равенство 
Ир == Вр. 
Докажем это утверждение. Так как функции 


В =#(1+ 0)" Лу вор А, 


непрерывны, то множество % = (А, > В;) открыто и, следовательно, 
состоит из конечного или счетного числа непересекающихся открытых 


интервалов. Обозначим эти интервалы через Г. = (1, 1). Так как 


Виш А, = со, то ни один из рЛЕНОЕ [« не может простираться до 
1-00 


- бесконечности. Очевидно, что для всех & справедливо равенство 


— 


ь (1+ =) -=Е А 


поэтому 


— Г 1 1 4 
тез Га = фа фа = [о о „(а |. 
АС Ф(1,) ы- ео те ) р Ф(0. 
Последнее соотношение дает возможность установить, что относитель- 


ная со-мера множества % = |/1. равна нулю: 


РР Ы | 
шек, в < Ва < - [ р пез /«- ре НЕ 


> а < У. 
«ие < 


— 1 4 4 ды 
ня В Тир $9) 98% 


Утверждение доказано, а вместе с ним и лемма. 
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` 
Доказательство теоремы 3,;. Заметим, что справедливость 
утверждения леммы не нарушится, если на выбор р, ги В наложить 
дополнительное ограничение: | 
Кр 


с достаточно большим К. Действительно, при доказательстве леммы мы 


полагали 
Р(1 + 90) к Р (1+ 55). 


а этиги В удовлетворяют указанному выше условию при > 1 В 50 


Поэтому теорема 3, является тривиальным следствием теоремы 3 и только 


дл 


что доказанной леммы, в которой надлежит взять == а . | 


Доказательство теоремы 3.. Так как функции Тов, Эав, Ф 
определены теперь только при 0<{<«1, то лемму нельзя применить 
непосредственно. Целесообразно перейти от переменных В, г, р, &, ме- 
няющихся в интервале (0, 1), к переменным, меняющимся в интервале 
(1, со), по формулам: 


1 1 1 1 
ой. Я ЕЬ 


Полагая 
шав (т /) = тов (1—2, /), ©. (9, /) = 5 (4а— 5,/), 
Ф(9=$+(1—-), 


мы запишем неравенство (А) в виде: 
8 


Фиав (т, /)-» < 


[22 


откуда легко следует, что при 5 < #5 (Е > 1) 


8 


инет, Да < 


в 


ав (5, Я-А 


Применяя теперь лемму при ^ =2, получаем, что, каково бы ни было 
ё>0, для всех т6(1, со), кроме, быть может, множества относитель- 
ной со-меры, меньшей чем &, имеет место соотношение 


Шов (т, /) < КФ” (т) т? [6.4 (5., ЛИ, 


4 м 
9. =т (1 -- ®®) . 
Возвращаясь к прежним переменным, получаем утверждение доказы- 
ваемой теоремы. 

В главе ИП будет удобно пользоваться  следствиями теорем 3, и 3., 
получающимися при том или ином частном выборе функции Фф(1). 
Мы сейчас сформулируем и докажем эти следствия. 

ТЕОРЕМА 3,,. Если функция }(2) мероморфна при а < ар 2 < В, 

<|2|< оо, то, каковы бы ни были числа =>0ид>0, неравенство 


где 


тав (Е, КТ [ба (6 +В 
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выполняется для всех Ё6 (0, со), за исключением, быть может, множества 
относительной со-меры, меньшей чем в. 
Доказательство. Не уменьшая общности, можно считать, что 


бав (Ё, /) >41 (0<:<о)*. 
Положим | 
ф (Е) = шов (6, 7). 


Тогда, в силу цитированной на стр. 287 леммы Бореля, для. всех 
:6(0, со), исключая, быть может, множество конечной логарифмической 


длины, справедливо неравенство 
5 


б.в(Вь «ЗВ Л. 


Так как прибавление к некоторому множеству множества конечной 
логарифмической длины не изменяет относительной со-меры первого, 
то, на основании теоремы 3;:, мы вправе утверждать, что для всех 
6(0, со), кроме, быть может, множества относительной со-меры, 
меньшей чем &, выполняется соотношение 

® 5 


= + — 
тав (в, КЕ шв (Е, Я ЛИ, 


откуда следует утверждение теоремы. 
ТЕОРЕМА 31:›. Если функция }(2) мероморфна при а < ате 2 < В, 
0<|2| < оо, то, каковы бы ни были числа > 0 и т`>1, неравенство 


п 


тив (8, 3 КЕ" [5 (пи, 1] 


выполняется для всех Е6(0, ос), за исключением, быть может, множества 
относительной со-меры, меньшей чем в. 
Для доказательства нужно в теореме 3, взять 


ФЕ. 


Аналогичным образом из теоремы 3, получаются такие следствия. 
ТЕОРЕМА 3,,. Если функция ](2) мероморфна при а < ате 2 < В, 
0<|2|<1, то, каковы бы ни были числа => 0 и 020, неравенство 
К : 5 
тив (6 /) Зи ав @, +" 
выполняется для всех 16 (0, 1), за исключением, быть может, множества 
относительной 1-меры, меньшей чем в. 
ТЕОРЕМА 3... Если функция }(2) мероморфна при а < ага 2 < В, 


'0<|2|<1, то, каковы бы ни были числа => 0 и т>1, неравенство 


А. 1—1 
тав(ь, 1) ея [ав (1 =, +1 
выполняется для всех 16(0, 1), за исключением, быть может, множества 
относительной 1-меры, меньшей чем в. 


* Чтобы обеспечить выполнение этого условия, достаточно умножить } (2) (+0) 
на достаточно большую константу. 


300 ‚ И. В. ОСТРОВСКИЙ 


ГЛАВА П 


$ 1. Формулировка основных результатов 


В этой главе мы рассматриваем мероморфные функции, принимаю- 
щие некоторые из своих значений вблизи конечной системы лучей, 
и устанавливаем, при некоторых дополнительных ограничениях, оценки 
их роста. 

Прежде чем перейти к формулировкам основных результатов, усло- 
вимся, в каком смысле мы будем понимать «близость» множества а-точек 
мероморфной при |2|<« О функции к системе лучей, исходящих из 
начала координат. Пусть дана система лучей 


атр2 =; (1=1 2... 16 Оооо. м. (В) 
Обозначим 


= аа — 9 (]=1,2,...,п; а = +27), т=шт т; 
1<)<ъ 
Пусть К: (1) и К, ({) — две положительные неубывающие функции, 
первую из которых будем считать определенной в интервале (0, ©), 
а вторую — в интервале (0, со). Положим 


о и (© = оо), 
№ = ты ВЕ (О —4), 
у 
р Та ны 
Пи К, (йЕ\№ (© = оо), 
1-><о 


Пш К: (01 —2% (@-=1, 


в» = Пш К» (Е №. 
100 


Определение 1. Пусть дана мероморфная при |2| < О функция. 
Будем говорить, что ее а-точки {№1, 6., №, >}-близки к системе лучей 
(В), если для всех г6(0, ©), кроме, быть может, множества относи- 
тельной О-меры нуль, справедливо неравенство 


к п 
В 
Е 


УС каорив О ВАР УВЯИУ (п) 


1 
т Е 


где величина Са; а; 1 (г, а) определена соотношением 
ты 
С а до 
ен га) = ый ле 
за У ( м х: эт зо: (г) 
«<тгу<г Ве к 2 
ччекченытое 


г 


1Фк ав. ‹ 
(тре а-точки ](2), рассматриваемые без учета кратности, т.е каждой 
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а-точке, независимо от кратности, в сумме справа отвечает лишь един- 
ственное слагаемое). 

Таким образом, «близость» а-точек к лучам мы будем характеризо- 
вать четырьмя постоянными: Ау, с, К», 05. Чем меньше эти постоянные, 
тем, вообще говоря, ближе к лучам расположены а-точки. Отметим, что 
в дальнейшем мы будем считать число К, конечным, а А. 1. Послед- 
нее объясняется тем, что условие (1) при А. >1 не является, вообще 
говоря, существенным ограничением расположения а-точек *. 

Определение 2. Комплексное число а называется слабо дефект- 
ным значением функции ] (2), мероморфной при |2|< ©, если 


мы ао (9) 
А (а, а Е тг, 20, 
т6сз 


где заргешиат берется по всем множествам %, для которых шезь %<1. 
Основной результат работы составляют две нижеследующие теоремы. 
ТЕОРЕМА А (параболический случай). Пусть }(2) мероморфна при 
|2| © <, и пусть при некотором а=0, ос и некотором целом 1> 06 
выполняется по крайней мере одно из следующие трех условий: 
1. а) Нули и полюсы 1 (2) {Ёа, 61, Ко, с5}-близки к лучам (В); 
6) А (а, 0) > 0. 
2. а) Полюсы } (2) и а-точки ](2) {1№л, 51, Кь,5>}-блазки к лучам (В); 
0). ^ (0,7) 0: 
3. а) Нули и полюсы ](2) и а-точки (2) {Ё, о, К», в›}-близки к 
лучам (В); 
6) Л (со, /) >0. 
Тогда порядок функции 1(2) конечен и не превосходит величины 
да 
1 (1 —^») ° 
Если дополнительно известно, что 01< оо, 6«оо (61 ос, 65 оо, 6165=0), 
то рост }(2) не более, чем нормального (минимального) типа порядка Хх. 
Итак, наша оценка роста функции зависит от минимального угла 
между лучами системы и от степени близости к ним а-точек функции 
(или производной). Порядок этой оценки тем меньше, чем больше ми- 
нимальный угол между лучами и чем ближе к ним расположены 
а-точки. 
Из теоремы А легко следует теорема Бибербаха, приведенная во 
введении, причем требование конечности порядка функции а рг!ог! мож- 
но опустить. Действительно, у любой целой функции 


А” (оо, 1) = 8. (со, 1) = 1. 


Если же нули и единицы этой целой функции лежат на системе лучей 
с минимальным углом пр", то они тем более {0, с., 0, с›}-близки к 


Х= (а, Аа, В) = 


* Для любой мероморфной при |2|<« © функции и любого а, как нетрудно про- 
верить, имеет место неравенство 


т 


У Си аи (в, а) < КТ(т, /+0(4) (в<’<9. 
Орта 


= 


9 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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% 


этой системе (причем 5; < со, 65 < оо). Таким образом, удовлетворяет- 
ся условие 3 теоремы А (при [=0, а=1, № =Ё, =0, т= пр") и, в 


силу этой теоремы, можно утверждать, что рост функции не выше нор-, 


мального типа порядка р. Частным случаем теоремы А является также 
упомянутая во введении теорема Неванлинна для целых функций. 
Проверка производится аналогично. 

Теорема Эдрея* тоже является частным случаем теоремы А, при- 
чем, даже ослабив условия теоремы Эдрея, мы, тем не менее, можем 
усилить ее утверждение. 

В самом деле, если, например, функция {(2) удовлетворяет условиям тео- 
ремы Эдрея и 6 (о, /) >0, то она тем более удовлетворяет условию 3 
нашей теоремы при 7 = пр 1, А, =й, =0, в, оо, 6» со. Поэтому мы 
можем утверждать, что рост функции не выше нормального типа по- 
рядка р. Вместе с тем мы можем, не нарушая справедливости установ- 
ленной нами оценки, требовать вместо 0 (со, /) >0 выполнения более 
слабого условия А° (со, >20. Условие, заключающееся в том, что 
нули и полюсы /(2) и единицы /0 (2) лежат все, кроме, быть может, 
конечного числа, на системе лучей, мы можем также заменить более 
слабым, а именно, что эти точки {0, с1, 0, с›}-близки (6: «<, 6» < 00) 
к лучам системы. 

Если функция удовлетворяет условиям теоремы Эдрея и выполня- 
ется условие д (1, /1)) >> 0 **, то она тем более удовлетворяет условию 1 
нашей теоремы, и, следовательно, упомянутым выше способом мы также 
можем уточнить оценку роста, принадлежащую Эдрею. Здесь, не нарушая 
справедливости этой ‘уточненной оценки, возможно не только ослабить 
условие 6 (1, 1) > 0 и уменьшить жесткость ограничений на аргументы 
корней уравнений 

ею Е о 
но и вовсе отказаться от каких бы то ни было ограничений на аргументы 
корней второго из этих уравнений. 

ТЕОРЕМА Б (гиперболический случай). Пусть [(2) мероморфна 
при |2|<1, и пусть при некотором а == 0, сс и некотором целом {> 0 
выполняется по крайней мере одно из следующих трех условий: 

1. а) Нули и полюсы }(2) {Ёи, бл, №, 6»}-близки в лучам (В); 

6) Д’ (а, 0) > 0. я 
2. а) Полюсы }(2) и а-точки 4% (=) {Кл, бу, К», 0з}-близки к лучам (В); 
6) Д* (0, )>0. 

3. а) Нули и полюсы ](2) и а-точки 1%) (2) {Ё, ву, К., с.}-близки к 
лучам (В); 

ВА ос: 


Тогда порядок функции конечен и ие превосходит величины 


2 К 
Е, 


Характерно, что здесь порядок оценки роста не зависит от числа и 
расположения радиусов круга, «вблизи» которых расположены а-точки 


* В полной формулировке, приведенной в подстрочном примечании ** на стр. 279. 
*+ Аналогично можно рассуждать в случае, когда /(2) удовлетворяет условиям 
теоремы Эдрея и 6 (0, /) > 0. 
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(лишь бы число этих радиусов было конечным), а зависит лишь от 
«степени близости» а-точек к радиусам. В частности, если А, =, =0 

(что всегда выполняется, если а-точки лежат в точности на радиусах), 
_то порядок функции не может превосходить 2. 

Отметим, что в гиперболическом случае также можно уточнить оцен- 
ку роста функции, если предполагать дополнительно выполнение ус- 
ловий, аналогичных тем, которые были приведены в конце формули- 
ровки теоремы А. Так как это обстоятельство, на наш взгляд, не пред- 
ставляет большого интереса, и так как получение этого уточнения после 
всего, что будет сделано в дальнейшем для доказательства теорем А и 
Б, не представляет труда, то мы ограничимся лишь формулировкой 
результата без доказательства. 

Уточнение теоремы Б. Если в условиях теоремы Б В >0 и 
61 «с, 65« © (61 <, 6, о, 616, = 0), то рост }(2) не более, чем 
нормального (минимального) типа порядка №. 


$ 2. Демонстрация метода доказательства на частных 
примерах 


Доказательства теорем А и Б довольно громоздки. Эта громоздкость 
объясняется в основном тем, что мы, стремясь к возможно большей 
общности, привлекаем к рассмотрению не только а-точки функции, но 
и а-точки ее производных. Если а-точек производных не рассматривать, 
то многие простые, но весьма громоздкие. детали отпадают. Поэтому, 
чтобы яснее выделить основную идею метода, мы приведем вначале 
полные доказательства следующих двух частных теорем. 

ТЕОРЕМА 4. Если нули и полюсы мероморфной при |2|< со функ- 
ции }(2) {0, о, 0, в>}-близки (6, < о, 6. < оо) к системе лучей с мини- 
мальным углом 1 и если при некотором а==0, го имеет место условие 


А* (а, /) >0, то рост характеристики функции }(2) не выше нормаль- 
ного типа порядка пт". 


ТЕОРЕМА 5. Если нули и полюсы мероморфной при |2|<1 функции 
1(2) {0, су, 0, в-}-близки к системе радиусов (В) и, более того, 


[6.6 Р- бынны( )] <0 (и) ©<<0 
1—1 


и если для некоторого а=0, со имеет место А’ (а, |) >0, то для 
характеристики функции ](2) справедлива оценка: 
оне: 00. 

Теорема 4, очевидно, является частным случаем теоремы А. Что же 
касается теоремы 5, то ее нельзя считать частным случаем теоремы Б; 
хотя ограничения в теореме 5 более жесткие, но зато оценка роста 
более точная. 

Доказательства теорем 4 и 5 существенно опираются на следующее 
неравенство, справедливое для всякой мероморфной при |2 150 
функции и для любого комплексного числа а=Е0, оо: 


т (г, а) <т (", 2) + В(х, ), (Б) 
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где остаточный член В (г, /) удовлетворяет неравенству 


Г О(ш [77 (^, 1) (@ = ®э), 
НОР < нобает ор ыиОный 


для всех г6(0, ©), кроме, быть может, множества конечной логариф- 
мической длины. 

Неравенство (Б) легко следует из хорошо известного соотношения 
[см. (15), стр. 245]: 


т (,, я) > т(г, 0) -- т (г, а) ра В (г!) 


(В (г, /) удовлетворяет приведенному выше неравенству для всех 
ге (0, 6), кроме, быть может, множества конечной логарифмической 
длины), достаточно лишь заметить, что 


1 1 
т (т, 7) < т(», я) + т (г, 0). 
Доказательство теоремы 4. Условие А“(а, }) >0 дает возмож- 


ность утверждать, что для всех гЕ(0, со), кроме, быть может, некото- 
рого множества % С. (0, со) (шез“, ый справедливо неравенство 


р 


- т (г, а). 


(а, 7) 
С помощью неравенства (Б) отсюда заключаем, что вне множества от- 
носительной со-меры, щ тез“ %, имеет место соотношение 


т", < ат (, 2) + Ош" Т(, 7. (1) 


Выберем число => 0 настолько малым, чтобы < 1 — шез» 3. Соглас- 
но теореме 3:1, каково бы ни было 6>0, можно указать множество 
относительной со-меры, меньшей чем г, вне которого 


п (^, те г р Тая (,, 1)<к> г [5 ба, а р) ыы < | 


=1 
> о баржа (Г (",; р ми 
В силу теоремы № (см. стр. 283), 
база; (", 2) = ба (., = +0 (1) = 
^& Аа („+ Вызан (© о Г) +с.„ И т 7) +04). 


Для входящих в это соотношение величин А и В теоремы 1, и 2, дают 
следующие оценки (справедливые, вообще говоря, вне некоторого мно- 
жества конечной логарифмической длины): 


р (,, я) Т (", 1), 
Варна (", >) <Кш*Т (>, . 


Учитывая очевидное и 


Сина (р) = бынна, 9+ бына( ), 
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мы приходим к соотношению 


п 53 к 


= (", я — к-т ен | У ри АА ( ,, 7) не 


п т. 
+ ши, 


имеющему место для всех гЕ(0, со), исключая, возможно, множество 
относительной со-меры «=. Из этого соотношения, в силу условия 
теоремы, состоящего в том, что нули и полюсы }(2) {0, с, 0, с».}- 
близки к лучам (В), получаем, что вне множества относительной 
со-меры < = 


я 
т (, 2) < Кг* 
Подставив эту оценку в правую часть неравенства (1), легко убедимся, 
что, каково бы ни было п>0, для всех гЕ(0, со), кроме, быть может, 
множества относительной со-меры < шезь» % -- = 1, справедливо нера- 
венство 


9 ша (п, 7). 


= 
Т (*, Е"! 

Требуемая оценка порядка Т (г, }) немедленно получится, если мы 
докажем, что последнее неравенство при надлежащем увеличении по- 
стоянной К будет выполняться уже для всех г>1. Последнее утверж- 
дение вытекает из следуюшей леммы. 

ЛЕММА д. Если и (г) и о (г) — две неубывающие функции от г`> 0, и 
если для всех г>0, кроме, быть может, множества относительной 
со-меры и<_1, имеет место неравенство 


и (г) < о (г), 


то найдется число А < со такое, что 


в”) г) 


для всех т> А. 
Доказательство. Предположим противное. Тогда найдется по- 
следовательность 


то} Мга = оо, 
пи>со 


такая, что 


(т) > (> т}. 


й 2 
Рассмотрим точечное множество, состоящее из интервалов НЕ г 


п = МР, ... . Относительная со-мера этого множества, очевидно, не мень- 


те и - 1) > в, и, следовательно, в нем найдется точка р, в которой 
й 2 
п (р) <53(р). Пусть, например, рЕ (^», ЕТ ть); тогда 
22 
и (тв) и (р) 2 (р) о (5 "*), 


что противоречит сделанному предположению. Лемма доказана. 
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Итак, порядок 7 (г, ]) т превосходит лТ*. Покажем, что если по-_ 


рядок в точности равен лТ", то тип не может быть максимальным. 
Воспользуемся снова ерзвенора ны (1). Выберем #0 так, чтобы 

= < 1— шез», %. На основании теоремы 31», можно утверждать, что для 

всех гЕ(0, со), кроме, быть может, множества относительной со-меры 


в, справедлива следующая оценка величины т (,, 2): 


= року зн 6 +1] 
У 


-кы базу (2%, >) +0) = 


ВХ > гро м Ааа (2 т) х Ве (2 т) С 


+ Сна (27, + би (27,1) + 04]. 


Так как порядок ](2) конечен, то, в силу теорем 1; и 23, 
И" 

Ааа (", 7.) =09(1), 
7 

Ваза (; =) = 01}; 


кроме того, по условию доказываемой теоремы, вне множества относи- 
тельной осо-меры нуль 


2 зэя [Сенна (ЛС. муз (7 7) ав 


Отсюда следует, что вне множества относительной со-меры «ев 


т (", Г) < Ах. 


В силу этого неравенства и соотношения (1), вне множества относи- 
тельной со-меры < 1 имеет место м 


м кт 


Остается лишь воспользоваться леммой %. Теорема 4 доказана *. 


* При доказательстве этой теоремы нами был попутно установлен следующий 
факт: 

Если функция ] (2) мероморфна при |2 | со иее нули и полюсы {0, 61,0, в>}-блиаки, 
(1 < ©, 62 < 05) к системе лучей (В), то, каковы бы ни были числа = >0иб>0и 
комплексное число с Е 0, со, неравенство 


7 —а+8) 
т(г, 6) < (,, 2) + 0 РГ, дук" пет, 


выполняется для всех гЕ (0, оо), 
со-меры, меньшей чем в. 
Если дополнительно известно, что порядок конечен, то 


кроме, быть может, множества относительно 


Е 7 
т (7) Зт ее + О(\а [#Т (г, р < К, * 
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Доказательство теоремы 5. Общая схема доказательства этой 
теоремы аналогична схеме доказательства предыдущей. 

Для всех г6 (0, 1), кроме, быть может, некоторого множества % С- (0, 1) 
такого, что тез" % 1, мы имеем следующее соотношение: 


пб днам авы ЗК й 7 | У 7) 
Зал” ("9 Зы”, =) 0(ш 1—* тт (2) 


Выберем =`> 0 так, чтобы ё 1 — тез" 3. Тогда, последовательно исполь- 
зуя теоремы 351, №, 11 и 2. и другое условие доказываемой теоремы *, 


7 


мы получим для величины т (*, т) следующую оценку, справедливую 
при любом д`>0 вне множества относительной 1-меры < г: 


Т (, 1) 


в 


т ("= р тина (” 7) Затят 2 [ба (® 2) = 
2—7 :; [банда (> Ро" < 

< бы ( р)” 
- вт {$ [Чена (7) Выжна (^, 9) + 
И = 


1 1-5 
За шт + ыЕ”. 


для всех г Е (0, со), исключая, возможно, множество сколь угодно малой относитель- 
ной со-меры. 

„Отметим, что для справедливости второго утверждения вместо конечности по- 
рядка достаточно потребовать сходимости интеграла 


ее Вр 
) ни" р 


т 


Как известно, Р. Неванлинна высказал предположение, что для всякой меро- 
морфной функции справедливо неравенство 


т (г, 1) <т (м, Г) + о (Т (", 1). 


Доказать или опровергнуть это предположение, насколько нам известно, пока 


никому не удалось. Полученные нами оценки величины т (,, >) в силу того, что 


т (г, ) < т (г, Г) + (+ 2). 


дают возможность установить его справедливость для всякой функции, у которой 
нули и полюсы «близки» к некоторой системе лучей, а характеристика растет 
достаточно ПН 

ж. 


у Гбазаа(", + баржа (> 1) < (в) ©<<%. 
2! 
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Из этой оценки и неравенства (2) легко заключаем, что, каково бы ни 


было >0, неравенство 
К 
а ыы. 


выполняется для всех гЕ(0, 1), за исключением, быть может, множества 
относительной 1-меры 1. Применяя * лемму ©, приходим к выводу, 


что это неравенство при надлежащем увеличении постоянной К будет 

выполняться уже для всех гЕ (0, 1). 
Используя доказанную таким образом конечность порядка функции 

Т (г, , получим теперь более точную оценку роста этой функции. 
Будем снова исходить из неравенства (2), учитывая, что остаточный 


1 
злен справа теперь есть 0 (№ г) 8 
Произведем оценку величины т (т, >), опираясь уже не на теоре- 


му 31, а на теорему 3,›. Выбрав 0«=< 1 — шез! %, получим, что вне 
множества относительной 1-меры < = имеет место оценка: 


а рн 


ме ая У [беж =", >) Е 01} = 


3—1 
ть = > [Мена = _ - ) + Вал — о = я 
ре 
- Сына (С. 1) г Сеара (° ре `, = ео Е г 


Из этой оценки и неравенства (2) следует, что вне множества относи- 
тельной 1-меры < 1 
К е 
Те Л<а—\ №ш ея 


т 


Остается лишь, с помощью леммы о@, избавиться от исключительного. 


множества увеличением коэффициента К. 


$ 3. Доказательства основных теорем 


Доказательства обеих основных теорем опираются на четыре леммы, 
из которых три первые находятся во взаимно однозначном соответствии 
с тремя ‘условиями доказываемых теорем. 

ЛЕММА 1. Если функция }(2) мероморфна при |2|< О и при неко- 
тором а Е 0 и некотором целом 1 >> 0 справедливо неравенство №" (а, #”) >0, 
то для всех г6(0, ©), исключая, быть может, множество относительной 


+ К функциям: и (5) =Т (1 = я 7 из (5) = Кз? т ( = г) ‚ не убывающим 
при {< 35 оо. 


+* к | 
Для оценки“величин А и В мы пользуемся теоремами 1а и 24 с учетом того, 


что № Т (›, 2=0(в1 1 | 


` 
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О-меры «1, выполняется неравенство 


к 
Т(". < к; *( в) + А(, 7, 


где 
О (ш [7Т (т, 7)]) (ОФ = о), 


В (г, /) = [о г.п) 1. с (0) 


ЛЕММА 2. Если функция } (2) мероморфна при |2|<ОФи А" (0, >60, 
то, каковы бы ни были а-=Е0, сои целое число [> 0, для всех гЕ (0, 0), 
исключая, быть может, множество относительной О-меры «1, выпол- 
няется неравенство 


(Йа 
Тр кт (и) ВС, 7, 


где В (г, ]) определяется соотношением (0). 

ЛЕММА 3. Если функция ] (2) мероморфна при || <Фи д" (оо, } > 0, 
то, каковы бы ни были а==0, со и целое число [>0, для всех ге(0, О), 
исключая, быть может, множество относительной О-меры «1, выпол- 
няется неравенство 


ра Зы. 

(К) (1) 
т, дк] Ут (> += (. а 
Г Ш, 


где К (г, }) определяется соотношением (0). 
Доказательство леммы 1. Условие Л*(а, /2) > 0 и неравен- 
ство (Б) дают возможность утверждать, что для всех гЕ(0, ©), кроме, 
быть может, множества относительной О-меры «1, справедливо соот- 
ношение 
Т (г, №) < - 


т (г, а, 0) < (а, №) 


2 
Е т (т, в) +В (г, 1), 


где А(г, /) определяется соотношением (0). Чтобы доказать лемму, 
остается лишь учесть неравенство 


1—1 


Тим = У т (,, вы) На Т (га) 


К=0 
которое вытекает из двух очевидных соотношений: 


1) Мг, М(, /°), 


и". НЫ о (К) й 
2) т(г, / == т (^, о а Ут (», НЕО) + т (г, 10). 


Доказательство леммы 2. Из условия Д* (0, }) >0 следует, 
что для всех г6(0, ©), кроме, быть может, множества относительной 
О-меры 1, имеет место неравенство 


Т(", /) < т (", >). 
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Для получения доказываемого утверждения достаточно воспользо- 
ваться следующими тремя соотношениями, первые два из которых оче- 
видны, а третье является следствием неравенства (Б): 


и т : 
м 


О) 


2) Хх" т (>, в) < В(®, Л, 


И (И 
"(1 п) =т (бое) <” (Е) +, 
Неравенства 2) и 3) справедливы, вообще говоря, вне множества 
конечной логарифмической длины; входящая в эти неравенства вели- 
чина А (г, /) определяется соотношением (0). 
Доказательство леммы 3. Для получения доказываемого соотно- 
шения достаточно воспользоваться тремя нижеследующими неравенствами: 


т, < Ззке-р т, 7), 
О с, ую 
отт (а 5 т ав) НЕ | 
К=0 | 
А | 
(1) ; 4 [ 0 а | 
3) т(^, / )=т [^, а тет СВЕ -- В (х, 7). 


1 1 Л 

На 

Первое из них справедливо для всех г6(0, ОФ), исключая, быть может, 

множество относительной О-меры «1; второе — для всех гЕ(0, ©); 

третье — цля всех г6е(0, ©), исключая, быть может, множество конечной. 

логарифмической длины. Величина К (г, /) в этом неравенстве опреде- 
ляется соотношением (0). 

ЛЕММА 4. Для всех гЕ(®, О) и любого целого 1>0 имеет место: 


соотношение 
Зоб к [4 ( в”) 
;-=0 


+ Вы", Ри”) + бы (о, + бы (> +}. (1) 


Доказательство. Применим метод полной индукции по {/. Для 
1 = 0. доказываемое неравенство имеет место, ибо 


5 52, ео лы вы (, Ю)+е(, #)+ 
+0(4) = Ав(» 2) -+Вв (м, 2) + ба, + С (> т) +04). 


Предположим, что утверждение леммы имеет место для некоторого. 
целого [220. Применив только что доказанное соотношение к и (2), 


получим: 
ь КРУ КР? ) КЕ?) 
бе (› “Еву ) = Аа (›, ит) Ваз (№ ‘лтеы) + 


+ Сав(к, 1) + Сев (^, ет ) + 0(1). 
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Очевидна справедливость следующих соотношений: 


И) = бав(, Л) 
(1) 


С. (, дно) < баз (ит) + бы (15), 
Сев (›, т < $ав (" ев) + 04), 


КЕРУ О : 
Сев ( , И < Сов (^, 0) < бав (г (, 1 РО “у +0 (1)= — авт, =) +9 (1). 
Воспользовавшись этими соотношениями, приходим к неравенству 
ау КЕ) 
ав (› : не з Аев(* { “АЕБ 3+ Ва в(* } ри) + Сев (Ла. 


(1) 
+ 25. (, я + 0(1). 
{0 


яве) в этом не- 


В силу сделанного предположения, величину Фор (,, 
равенстве можно заменить правой частью (1). Отсюда заключаем, что 


Зав (г; я <к(5 [4 (", “) + Вов (т, Г] + 


+ баз (", Л) + быв (", т). 

Лемма доказана. 

Доказательство теоремы А. 1°. Пусть функция ](2) удовлет- 
воряет условию 1 нашей теоремы. Тогда, по лемме 1, для всех гЕ(0, со), 
кроме, быть может, некоторого множества %С (0, со) такого, что 
шез., $ «1, имеет место неравенство 


Т (< К у т (т, но) + 0 [-Т (г, /)}. (2) 
=0 
Выберем положительное число ё < 1 — шез’ %. Каково бы ни было д > 0, 
для всех гЕ(0, со), кроме, быть может, множества относительной 
со-меры < &, имеет место следующая цепь соотношений (мы последова- 
тельно используем теорему 3,:., лемму 4, теоремы 11 и 2; и пункт а 
условия 1 доказываемой теоремы): 


1 


Ут (", ин) < к" бы з ие) +1} "< 


к=0 
— = > и. 1 
Кг * = (+8) В р [ен (*, Риз) 
+ Вены ( Г”) + рт с [Сенна бы) "< 


«кет “0 (шт (о, 1) + 
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+» т [о мт бань (,, 5} < 


< кку 6 (Ош Т(е, + К, (®) КТ (г, < 
и 


Таким образом, каково бы ни было 1 `> 0, вне некоторого множества 
относительной со-меры < 1 


я 


т, дк кнты (9 +9) №, 


Как нам уже известно, увеличением постоянной К можно устранить 
исключительное множество. Тем самым показано, что порядок функции 
действительно не превосходит величины 

ху, Вы, Ва) = ДЕ. 

Пусть теперь дополнительно известно, что 5; «оо И 6. < со. Пока- 
жем, что оценку роста 7 (г, /) можно в этом случае уточнить. 

Вновь будем опираться на неравенство (2), учитывая, что остаточный 
член теперь есть О (шг). Выберем положительное число & 1 — тез" %. 
Используя последовательно теорему 3,1, лемму 4, теоремы 1 и 2. и п. а) 
условия | доказываемой теоремы, получим, что вне множества относи- 
тельной со-меры <= имеет место следующая цепь соотношений: 


1 тах 
Ут (^, но) < <Кт у {27 г у 25-я и 5 ее 


о - о ДЕНО 
АВГ {2 г. * $ [Чен (2, ия 


п = 


у (2, в”) хе > о, [ны ани 
о 


+ бен (2% 1) 1} < ки" 0) -- ККТ (0, 


Таким образом, для всех гЕ(0, с<о), исключая, быть может, множество 
относительной со-меры «1, имеет место неравенство 


Т ("< КТ К, (2%) КТ (2+, 1). 


С помощью леммы х отсюда заключаем, что константы К и т можно 
выбрать столь большими, что для всех г >> 1 будет справедливо неравенство 


Т(", 5 КЕ" К, (т?) КТ (ть, /), (3) 


и, следовательно, 


тг < Ал" — Т^* (тг, )). 
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Выведем отсюда, что 


кр (Е+®) 
Т (г, Л < КгЕ № ‘т Е 
Для этого положим | 
2ы пу: 
и (г) =Т(г, уг за 
и покажем, что предположение о неограниченности и(г) приводит к 
противоречию с соотношением 


— Ши (г) 
Им ^^ <0, 
т—>со шп г. г. 
выражающим уже установленный нами факт, что порядок 7 (г, /) не 
превосходит и 
1 (1 — №2) 


Действительно, и(г) удовлетворяет соотношению 


1 
и (тг) >> [и (г)]*® (т>1! 0%5<1. 
Если функция и (г) не ограничена сверху, то найдется точка гу такая, что 


Неь 1. 


Но тогда при р=1,2,... 
Г. Рю 


я к 


обиты «(9 


Следовательно, 


1, 


р 1 


пет Е 
Ши) — пи Ши) с ба д] 


Пи ршт- шло 


5—5 (8.5); 
о рю Ш (тРю) у) 


Мы получили противоречие. 

Итак, мы показали, что рост Т(г,/) не выше нормального типа 
порядка Хх (Т, К, Ё›). 

Предположим, наконец, что кроме условий ©: <оо, 6.«о>о вы- 
полняется еще условие 0:6, =0; тогда рост Т(г,]) будет не выше 
минимального типа порядка Хх. Это тривиально следует из соотношения 
(3), если учесть, что, в силу того, что рост Т (г, /) (как было уже дока- 
зано) не выше нормального типа порядка ` 

д ЕТ 
1 (1— №) * 
имеет место соотношение , , 
( КК ВЕ} 
К, (тг) К» (Т (тг, })) =о\г х (4—&:) /. 


Таким образом, в том случае, когда выполняется условие 1, утверж- 
дение теоремы А доказано *. 


* С помощью нашего метода не представляет труда несколько усилить получен- 

ный результат. 

Положим п 

У! т (г, ах, 7) 

* : К = 
А (в,, а, ... а, /) = ар у 


Ти Йь 


7—>со 


гесз 


10 известия АН СССР, верия математическая, № 2 
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* 


2°. Пусть теперь функция ] (2) удовлетворяет условию 2 доказываемой 
теоремы. Тогда, в силу леммы 2, для всех гЕ (0, со), кроме, быть может, 
некоторого множества % С. (0, со) такого, что тез’, ®<\1, имеет место 


соотношение 
б— а 


Т (", ) < Кт (", и) + О (т ЕТ (г, 1). (4) 


2, 
Выберем положительное число’ ё<1 — шез., %. Каково бы ни было 
число д >0, для всех г6(0, оо), кроме, быть может, множества относи- 
тельной оо-меры «а, справедлива следующая цепь неравенств: 


т (+ о го к” база (,, =) ди |” = 


"0—9 
За е 2-е 0 — а). 
<Кг` р РАВ [она (* м р . ) а 
я Я 
в ут 
Ч Веда (а )] + 2” } 


[Сна 9+ 
+8 
5 


е 1 
+ Сара (, 7й -ь) 


— 


«кт шт, Я би, 0+ 
= 
Е: ПР 
=. 2" т’ ба ( ‚®— -}} < 
< Кг" "0 (шТ (г, 1) К (г) Ка Т (г, 1)) + Ки (г) КТ (г, ов < 
< Ккт {0 (ШТ (°, 1) + К, (г) КЬ(З1Т (г, 1) *. (5) 


* 
где зиргешит берется ио всем множествам %С (0, оо). для которых пез„, $ < 1. 


п 
(Очевидно, А* (а, а, Пн 5 А* (ах, /).) Условие 1 теоремы А можно заме-. 


нить следующим, более слабым условием: 
1’. а) Нули и полюсы 1 (2) {Ка, сл, К», б2}-близки к системе лучей (В); 
6) А (а, а.,....а,, 10)> 0 по крайней мере для одного‘набора чисел а, 
а,,.., а, Н0, оо. 
Для доказательства достаточно заметить, что утверждение леммы 1 остается 
справедливым, если вместо А* (а, 9) >0 выполняется условие 


№ (ув... а, 0) >0 (а; а... а, =0, оо). 


Это следует из того, что имеет место неравенство, более сильное, чем (Б), а 


именно: 
т 


У и, аь л<”(), +0 а (ЕТ (=, №). 
К 
Можно определить Д°и для счетной последовательности точек ау. При. некото- 


рых предположениях относительно носледовательности {а а (а. Е 0; овчина и.} 
можно вставить это А* в пункт 6) условия 1 теоремы А, не нарушив справедли- 
вости ее утверждения. 

* Для получения последнего ыеравенства мы использовали соотношение 
(г, о) «3ЗтТ (г, /), справедливое для всех г Е (0, со), кроме, быть может, множества 
конечной логарифмической длины. 
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Из соотношений (4) и (5); так же как и в 41°, мы получаем, что 
порядок 7 (г, ) не превосходит величины Хх (7, №, №»). 

Доказательство того утверждения, что при выполнении условия 
61 < 00, 62% (61«<о, 6,0, 616. =0) рост Т (г, /) не выше нор- 
мального (минимального) типа порядка % (т, К, №5), мы опускаем, ввиду 
того, что оно`аналогично проведенному в п. 1°. 

3°. Пусть, наконец, функция /(2) удовлетворяет условию 3 нашей 
теоремы. В силу леммы 3, для всех гЕ(0, оо), кроме, быть может, 
некоторого множества % такого, что тез» %<\1, имеет место соотно- 
шение 


И га 


ТИ. р<к{ Ум (,, ею) + "(> 


(И а 
Нее) + Ош ИТ (", 1. 
ие 

Выберем положительное число «1 — шез* %. Как уже было по- 


казано в 14°, можно утверждать, что, каково бы ни было 6`>0, вне 
[9 = . 
множества относительной со-меры <= имеет место неравенство 


К=0 


р : 
Ум (., лево) < К» {0 (ш-Т (г, 1) К, (<) К, (Т(", уу Р. 
К—о 

Что касается величины 


У - 
( О а ) 
А № 
(-5 >) 


то для ее оценки . получается следующая цепь неравенств (имеющих 
место, каково бы ни было 6`>0, для всех гЕ(0, со}, кроме, быть 


> ‚ & 
может, множества относительной со-меры <5): 


1 1 А та 
а к. р. 
т (г) < И т Е че) +4} < 
(==) га (у +) 
| ( 1 ") 
(+8 Ра Инв) 
< Аг" {= у риыИИя Й )+ 
а ат 
(=-->) п = п 
РО а ЕЯ 4 4 
+ Вад (^, Е ) НТА Сенна ( НИ =) о 
а си 
вл. 4 +5 
ен и 
7—1 рота 
п ® 2 ы: 
2 +8 |. м ма и 
«кт {опт бен, (в) + 
9=. 


п 
п 4 1+8 
о У 
+ Ут" Саи (^, Я — в }} 
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Из леммы 4 и теорем 1, и 2, следует, что вне множества конечной 
логарифмической длины 


же 1 д орАде 
ааа (неа бра РО ани, АИ” и (1) = 
1 


о ( Д%-о 
= и в | +0(1)<к{> о В 


К=0 


+ Вена (^. = + Сазауа (^, /) + Саара (. -) +1 р < 
К [Оше 7 (=, 1) + бынны ©, + бынна (®, 2}. 


В силу пункта а) условия 3 доказываемой теоремы, вне множества 
относительной со-меры нуль 


а г : 

279 т [бенны, 9+ бана ( --)] < 2 КИТ, 0), 

ЕЯ 
о р: Й 
Ут т биаз а (", 5 —_) < Кы®) Ка Т (г, 12) < Ка (г) Ка(ЗТТ (", 7) 
1—1 С 

Из приведенных оценок следует, что, каково бы ни было > 0, для 
всех г6(0, сс), кроме, быть может, множества относительной со-меры 
«1, справедливо неравенство 


Г", < КеУ 9 (ше Г (, 1) + К, (©) К, (ЗТ (, 2) 


Отсюда, как мы уже знаем, следует, что порядок Т (г, /) не превосходи 
величины. \ (7, Кл, А). 

Доказательство того, что при выполнении условия 5; < оо, 6.« с 
6, < ©, 6. оо, 616. =0) рост Т (г, /) не выше нормального (минималь- 
ного) типа порядка \ (7, К, №), мы опускаем. 

Доказательство теоремы Б. Так как рассуждения, с по- 
мощью которых доказывается эта теорема, построены по тому же об- 
разцу, что и рассуждевия, с помощью которых только что была доказана 
теорема А, мы позволим себе ограничиться установлением справедли- 
вости теоремы Б лишь в том случае, когда удовлетворяется условие 1. 

В силу леммы 1, для всех гЕ(0, 1), исключая, быть может, неко-. 
торое множество %С- (0, 1) (шез' $ < 1), имеет место соотношение 


1 к) 
Т(", )<К У" (,, в) +0 (шв ч.2). 


Выберем положительное число &< 1 — шез'%. Каково бы ни было 
9`>0, для всех г6(0,1), исключая, возможно, множество относительной 
1-меры «в, справедлива следующая цепь неравенств (мы последова- 
тельно используем теорему 3,1, лемму 4, теорему 11 и 2, и пункт а) 
условия 1 нашей теоремы): 


1 и ее дю ох 
Ут (^ чи Зах > бану (^, ‚ЕЕ ЯЕБУ ) +1} < 


&=0 9=1 А=0 
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Л 


Е ом у 1-8 
ао (а + [бани л.н) 
(ше) кие кь(Т (и, "< 


0 
К Т(", Л 4 1+8 
За Наив 7" ©, 9} 


1—^ 


Таким образом, получается, что, каково бы ни было |0, для всех 
ге(0, 1), кроме, быть может, множества относительной 1-меры < 1, 
выполняется соотношение 

эк, 


тыр," 


Из леммы х легко следует, что увеличением константы К можно 
добиться того, что это соотношение будет выполняться для всех гЕ (0, 1). 
В силу произвольной малости числа \ > 0, мы заключаем, что порядок 
Т(цу, /) не может превосходить величины 


2-Е 
А, ЕТ. 
ГЛАВА Ш 


$ 1. Теоремы о целых и мероморфных функциях, принимающих 
некоторые значения вблизи конечной системы лучей 
Этот параграф посвящен краткому обзору следствий основной 
теоремы А. 
Следующая теорема является частным случаем теоремы А. 
ТЕОРЕМА 6. Пусть функция }(2) мероморфна при |2| < со, и пусть 
при некотором а == 0, со и некотором целом [> 0 выполняется по край- 
ней мере одно из следующих трех условий: 
1. а) Нули и полюсы }(2) {0, сл, 0, с›}-близки к системе лучей (В); 
6) А*(а, 0) > 0. 
2. а) Полюсы }(2) и а-точки }0(2) {0, сл, 0, вз}-близки в системе 
лучей (В); | 
6) 4*(0, /)>0. 
3. а) Нули и полюсы }(2) и а-точки ДЮ (2) {0, ол, 0, в.)-близки к 
системе лучей (В); 
6) А* (со, /)>0. 
Тогда порядок }(2) не превосходит лу". 
Если дополнительно известно, что 61 < о0, 6. с, то при порядке 
л1' тип функции не может-быть максимальным. 
В дальнейшем нам ‘будет удобно пользоваться таким определением: 
а-точки мероморфной при | 2 | софункции называются «близкими» к системе 
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лучей (В), если они {0,51,0,0»}-близки (51«о0, 6. оо) к ней в 
смысле определения 41 (стр. 300). 

ТЕОРЕМА 7. Если функция }(2) мероморфна при |2|«с< и для 
нее найдутся три различных числа а, Бис (одно из них может быть 
равно со) таких, что: ". 

а) а-точки и 5-точки «близки» к системе лучей (В), 

6) А*(с, )>0, 
то рост функции }(2) не более, чем нормального типа порядка лу". 

Доказательство. Если, например, аи 6 == со, то, взяв функцию 

$) = ОЕ, 
легко убеждаемся в том, что она удовлетворяет условию 1 теоремы 6. 
Остается лишь отметить, что в силу хорошо известной теоремы * имеет 
место соотношение 


Т (г, Ф) =Т(, Л+О(1. 

Если а = со ($ = со), то следует положить Фф(2) = } (2) —6($(2) = 
= 1 (2) — а). 

Отметим, что теорема 7 является более общей, чем теоремы Бибер- 
баха и Неванлинна для целых функций, сформулированные нами во 
введении. Однако мы не в состоянии прямо вывести из нее результат 
Неванлинна для мероморфных функций, приведенный на стр. 279. Между 
тем наш метод легко дает возможность установить справедливость более 
сильного результата: 

ТЕОРЕМА 7’. Если функция }(2) мероморфна при |2| оо, и если 
для нее найдутся три различных числа а, 6 и с (одно из которых может 
быть равно со) таких, что: 

а) а-точки и 6-точки «близки» к системе лучей (В), 

6) величина М№(г, с) имеет, по сравнению ‘с Т(г, ]), более низкие 
порядок, тип или класс, 
то рост Т\(г, ]) не выше нормального типа порядка лу '. 

Доказательство. Не уменьшая сбщности, можно считать а = 0, 
р = со. При доказательстве теоремы 4 нами было установлено, что из 
условия а) вытекает такое утверждение: каково бы ни было 6`>0, для 
всех г6(0, оо), кроме, быть может, множества относительной со-меры 
<, справедливо соотношение 


т (г, с) <т (., >) О (ш [7 (г, 1) < Кг 
Так как, в силу условия 6), порядок № (г, с) конечен, то для всех 
`6(0, оо), кроме, быть может, множества относительной со-меры «1, 


+8) 
11? [7Т (г, 7]. (1) 


Г (", )=М(, д+т(е, в) + 0(1) < Кен + кт “па иТ (с, Л 
(р — порядок М (г, с)). Отсюда © помощью леммы & заключаем, что 


* Эта теооема [см. (19), стр. 173] состоит в том, что 


т". = г (ЕВ) +0) (48 — 8-0. 


РОСТ МЕРОМОРФНОЙ ФУНКЦИИ 319 


порядок Т(г, 7) конечен. Используя это обстоятельство, уточняем 
оценку (1): 


п 


т (г, д <т(.-Р) +0 < к” (63, тез» ® © 1). 


Следовательно, для всех г6(0, со), исключая, быть может, множество 
относительной со-меры < 1, 


п 
РЕ № су -ЕКг 
Применяя лемму ©, выводим отсюда, что при К и т достаточно 
больших 


Т (г, М (тг, © в. (1 т< 09). (2) 


Из этого соотношения легко следует доказываемое утверждение. Действи- 
тельно, если порядок (тип) № (г, с) меньше, чем порядок (тип) Т (г, ]/), 
то при некотором р >0 можно найти последовательность гк --> со такую, 
что | 


1} т И 6 > 0, 
> Ш 
в то время как 
Ти м. 9 8 =0. 
т—со гр 


Деля обе части (2) на т? и устремляя г-—> со по последовательности 


т, приходим к заключению, что р<лТ"!. Заменяя после этого в пра- 
в 


вой части (2) М (тг,с) ббльшим количеством Кту, получаем, что 


т", у < Ем. 
Если же класс М (г, с) меньше класса Т(т, /), то можно найти 
2>0 так, чтобы 
ве ИН 


ЕР те 


Заметив это, разделим обе части’ (2) на о и проинтегрируем по г 
о 
до со. Без труда усматриваем, что интеграл \ юм? 14 расходится, а это 


и означает, что р<л1 ' 

Тем самым теорема 7’ доказана полностью. 

Покажем, что оценка роста, даваемая в теореме 7, является в из- 
вестной мере точной. Именно, имеет место такое утверждение: 

Какова бы ни была система (В), существует целая функция в точ- 
ности порядка лТ* и нормального типа, у которой а-точки (а — любое 
комплексное число) «близки» к этой системе лучей. 

Доказательство. Пусть &;, < а182< а, — минимальный угол 
системы (В) (один из минимальных углов, если их несколько). Искомой 


функцией является 
ад 
Фев, (шв), 


п 
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й 


где Е» (2) — функция Миттаг-Леффлера: 


, 2° 
Ес (2) —= > Га + ам) 


Чтобы доказать это, воспользуемся * тем, что при значениях пара- 
метра &6(0,2] 
1) Е„(2) есть функция порядка &" и нормального типа, 
ад ак 
2) модуль Ез(2) ограничен при = <Загв2<2л нет 
В силу свойства 1), функция Ф(2) в точности порядка лу“ и нор- 
мального типа. Покажем, что ее а-точки при любом а «близки» к сис- 
теме лучей (В). 
В силу свойства 2), имеют место соотношения: 
Ааа; (г, Ф)=0(1) (1=1,2,...,п), 
Ваза; 1”, Ф)=0(1) (=1,2,...,п, 7+}; 
кроме ^‹го, в силу свойства 1), 
Ва, и, ., (г, Ф) =0(1. 
Но тогда при любом а 


— т 
а 1 : 1 
Я (, м Сенна (*, =—)< 


1=1 3—1 
т 1 т 
ЗУ барда (аа) +00 =У бан, (®, Ф)+0( = 
1=1 Е 
= У Анна, ФУ Ван (г, Ф)+0(1) = 044). 
9—1 =1 


Тем самым наше утверждение доказано **. 

Для дальнейшего полезно отметить, что если наша система (В) 
состоит всего лишь из двух лучей: аге2=0 и аго2=л, то а-точки 
функции ](2) будут «близки» к ней тогда и только тогда, когда схо- 
дится ряд 


? 


1 
| 


ГДе 2х (а) — а-точки функции } (2), рассматриваемые без учета кратности. 
Из теоремы 7 легко выводятся следующие теоремы о целых функциях. 
ТЕОРЕМА 8. Если целая функция } (2), нули которой удовлетворяют 

условию 


У. <> 
т к 


* См. (7). Отметим, что в этой работе получены значительно более тонкие 
оценки роста функции Е, (2) по различным направлениям, чем те, которые мы 
приводим. 

** Из предыдущей выкладки, очевидно, следует, что а-точки Ф (2) не только 
«близки» к системе лучей (В), но и «очень близки» к ней в смысле определения, 
приведенного в подстрочном примечании на стр. 277. 
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(ак — нули 7(2), рассматриваемые без учета кратности), обладает по 
крайней мере одним ненулевым слабо дефектным значением, то ее рост 
не более, чем первого порядка и нормального типа. Оценку роста улуч- 
шить нельзя. 

_ Второе утверждение теоремы доказывает пример функции е*—1, 
для которой —1 является пикаровским исключительным значением. 

ТЕОРЕМА 9. Рост целой функции класса А*, обладающей по крайней 
мере одним ненулевым слабо дефектным значением, не более, чем первого 
порядка и нормального типа. Оценку роста улучшить нельзя. 

Эта теорема является тривиальным следствием предыдущей и того 
обстоятельства, что нули функции е?*— 1 чисто вещественны. 

ТЕОРЕМА 10. Если целая функция с чисто вещественными нулями 
обладает по крайней мере одним ненулевым слабо дефектным значением, 
то она невещественна** и ее рост точно первого порядка и нормаль- 
ного типа. 

Доказательство. ‘То обстоятельство, что рост функции не 
более, чем первого порядка и нормального типа, следует из предыду- 
щей теоремы. 

Так как целая функция с вещественными нулями, растущая не 
быстрее первого порядка минимального типа, обязательно вещественна, 
то нам достаточно доказать лишь невещественность функции, удовлет- 
воряющей условиям теоремы. Последнее же вытекает из того факта, 
что вещественная целая функция рода 1 с вещественными нулями не 
может иметь ненулевых слабо дефектных значений, ибо при любом а = 0, со 


т (г, а) т (г, =) т (©, —-)-+ 0 (шв!) *** = 
=т(", М", т, ДМ, 7) +01 < 
<т(», м (м, К)+м(>, 1) + 00а”) = Оба») 


(так как т ия г) =О(шг), № (^, >) —М (*, -=) = О (1г); последнее 


равенство имеет место в силу известной теоремы Лагорра). 


Эдрей (*) доказал, что целая функция, у которой все нули и еди- 
ницы, кроме, быть может, конечного числа, вещественны, имеет поря- 
док не выше первого. Из теоремы 7 вытекает результат несколько 


более сильный. 


»* Напомним, что целая функция называется функцией класса А, если ее нули 
{а;}, рассматриваемые с учетом кратности, удовлетворяют условию 


Х|ш|<= 


К 
*+ Целая функция называется вещественной, если вещественны все ее коэффи- 
циенты разложения в ряд Маклорена. 
*+* Это перавенство следует из известного соотношения Неванлинна: 
- 1 
ох т (г, ай <” (*, =) +0») (а, Е <, р< о). 


&=1 


1 
По — 
а}; 
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ТЕОРЕМА 11. Целая функция, у которой нули и единицы «близки» 


к вещественной оси, есть функция не выше первого порядка и нормаль- 
ного типа. 

В частности, 

Целая функция, у которой все нули и единицы вещественны, есть 
функция не выше первого порядка и нормального типа. Оценку роста 
улучшить нельзя — это доказывает пример } (2) = э1т 2. 


$ 2. Обобщение теоремы Шоттки 
В этом параграфе мы выведем из теоремы 5 один результат, кото- 
рый можно рассматривать как некоторое обобщение классической 
теоремы Шоттки. 
Определение. а-точки мероморфной при |2|<1 функции ] (2) 
называются «близкими» к системе лучей (В), если имеет место нера- 
венство 


52, ыы 1 ка) 0(ш—;) (О 


ТЕОРЕМА 12 (обобщение теоремы Шоттки). Если функция }(2) 
голоморфна внутри единичного круга и ее нули и единицы «близки» к 
системе радиусов (В), то имеет место оценка 

К е 
10172) За а ОЕ 

Отметим, что здесь не играет роли ни число (лишь бы оно было 
конечным), ни расположение радиусов круга, «вблизи» которых функ- 
ция может принимать значения 0 и 1. 

Доказательство. Рассматривая функцию 


2$ 


без труда замечаем, что она удовлетворяет условиям теоремы 5. В силу 
этой теоремы, 


К 
Т(г, Зарю; (<<, 
следовательно, 
К 
Т (г, )=Т(, 9 -+0(1) Зал; 
Доказываемое утверждение следует теперь из того обстоятельства, что 
4 1 * 
№ М (©, <. тС".)) 

где 


М (", = аж 


В настоящее время мне неизвестно, является ли оценка, даваемая 
теоремой 12, точкой. Однако для функций, нули и единицы которой ле- 


* Это неравенство вытекает из хорошо известного соотношения [см. (19)]: 


МКТ Л <<<, 


й 
в котором достаточно положить р = 5. (1-Е г). 
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жат на системе лучей (а не только близки этим лучам) имеет место 
лучшая и притом точная оценка. Именно, справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 13. Если функция }(2) голоморфна при |2| <1 и при- 
 нимает значения 0 и 1 лишь на конечной системе радиусов (В), то 
| имеет место оценка 


| 11| 7(2)| < К(#— г) (0<’<1), 
воторую уточнить нельзя. а 

Справедливость последнего утверждения вытекает из рассмотрения 
примера 


Ф\(2) = ехр (; (. р :)) Е 


’ Эта функция вовсе не принимает значения 0, а значение | принима- 
`ет лишь на положительном радиусе, и для нее 


1 М (*, Ф) > Ка — г) *. 


`’Доказательство первого утверждения получается с помощью построений, 
восходящих к Сьобергу. Хотя эти построения по духу отличны от при- 
’меняемых в настоящей статье, приведем здесь это доказательство, 

В каждом из секторов {&;<агё2<а;41, |2|<1}, ]1=1, 2,... п, 
функция ](2) вовсе не обращается в 0 и 1. Поэтому при помощи клас- 


сической теоремы Шоттки для нее получается оценка 
п 


Зв [1 (ге) |< К (1 — ^) * [0—а,;[, 0<0< 24. (3) 
= 
Обозначим через М; следующую область: 


м. Л —ю©; л Ах а. | : 
[Бака ае ЗИ аи] 
= 
ни построим функцию 


4р (2) = ехр |-— У (= — ге“) | : 
Из (3) получаем, что при 26 М, и 
1 |1 (2) $ (2) [< А (1—")", 
откуда легко следует доказываемое утверждение. 
3 3. Мероморфные функции, представимые рядами простейших дробей 


В работах М. Г. Крейна (8) и М. В. Келдыша (5) был получен ряд 
результатов относительно распределения значений мероморфных при 
|2| < со функций, представимых в виде 


со А, 
= ЕЕ К 
(а) = Узы, (К) 
К=1 
где ряд справа предполагается сходящимся абсолютно (последнее экви- 


со 


валентно тому, что ре [ Акйк* | © со ру 
к=1 


* Мы предполагаем (не нарушая общности), что В.О (=1,2,.. 2) 
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- 


В работе ($) рассматривается случай, когда функция (К) является 
обратной величиной к целой функции (т. е. не имеет нулей). Устанав- 
ливается, что если эта целая функция принадлежит классу А, то она 
может быть, самое большее, функцией первого порядка и нормального 
типа*. Основная задача этого параграфа состоит в том, чтобы, 
используя теорему А, получить обобщение этого результата. 


ТЕОРЕМА 14. Если функция }(2), представимая в виде (К), удов- 


летворяет условиям: 
а) полюсы ](2) {Ё1, 1, К», б»}-близки в системе лучей (В); 


6) А*(а, /)>0 при некотором** а, 
то порядок }(2) конечен и не превосходит величины 


и _ П-УА 
ны А 


Если дополнительно известно, что в: <, 6.< оо (61<00, 64 < © 


616: = 0), то рост }(2) не более, чем нормального (минимального) типа | 


порядка 5. 
Доказательство этой теоремы основано на следующей лемме. 
ЛЕММА. Если функция }(2) представима в виде (К), то для любых 
а и В, Оха Вл, и любого а справедливо неравенство 


Сов (^, р ь) < Сы, ВК. 


Доказательство леммы. В силу теоремы № (стр. 283), для. 


‘любого а имеем: 


Св (т Е) < бя (м, ео) 04) = 68 (м, У +04) = 


== Аов (г, А - Вов (т, А - Сав (г, Л-+0(1). 
Покажем, что 


Аов (г, /) <К, 
Вов (г, |) <К. 


Второе соотношение является тривиальным следствием такого утверж- 
дения М. В. Келдыша (5): если функпия /(2) представима в виде (К), то 


т (г, ) =0(1), 


* М. Г. Крейн доказывает также, что эта целая функция удовлетворяет 
условию ` 


+1 Ф 0 

в 1 

\ Пи 4 < оо, 
—©> 


откуда следует (см. Б. Я. Левин, Распределение корней целых функций, М., 1956) 
большая регулярность ее роста. Эта часть результата М. Г. Крейна лежит в сто- 
роне от основного направления нашего исследования. 

** Заметим, Что со не может быть слабо дефектным значением функции вида 
(К), так как для функций этого вида т (г, /) = О (1) [см. (5)]. 
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р ибо, очевидно, 
"| 4 
| Ваз (г, ) < —=т(», 1. 


ы 


Докажем первое соотношение. Пусть 6 — число из интервала (0, — 
| 
| Мы имеем: 
, 

4 г у 1 ЕХ -\ 4 
_Аав (т, 7) = =) (“|7 (ее п |1 (2е'8) ЦЕ г. 


| [и] 


ЁУ г" 


аи 
— 


[0 ев 


< 


т] 1 1 п 
< (16) "\ бп" |2 у (аа) "Е уе) рр "ФК 


< 
9 


а 0) В+ |8) 
<) Е ‚т 
‚ Следовательно, нам достаточно убедиться в том, что если функция ] (2) 
нредставима в виде (К), то сходится интеграл 


[п 


© ив 
\ в 
Введем функцию 
= ка 
р ет к 
(2) = 1 (2) Е 


А 
Разлагая каждую дробь Ев на простейшие, получим представление 
3 


со 
Ав со со 
У К/К Ав, В 


т о СЕ 


Отметим, что в силу абсолютной сходимости ряда (К) 
со 


>! [Ви |< о. 
К=0 
Представим функцию }](2) в виде суммы восьми функций: 
8 


(2) = 2/2), 


У=1 
где /,(2) (у=1,..., 8) определяются следующим образом: 
Ву, ‚2 
№ (2) = > 2—№; (У=1, 2, 3, 4), 
Тай > о 


Ву» 
(= У Ри ов 1,9, 


2 
То Ар < 0 


Вы 0. (== Ядыьнь ки Вени сы) 
Заметим, что 

Га /, (2) >0 при Ш2<0 (у=1, 2 

Го /, (2) <0 при ш2>0° (у=5, 6, 
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Далее, возьмем неравенство 


М 

ао _=. СОР, << 
ар Лт 
—с а ы 

которое принадлежит В. И. Смирнову [ем. (1), стр. 93] и в котором 

С ‘2) — произвольная функция, голоморфная в верхней полуплоскости | 

и имеющая в ней мнимую часть постоянного знака. Применяя это не- 

равенство к нашим функциям /, (2), получаем: 


:5 |1, ©) | 
\ и и<У \ ре &< | 


—со та] —© 


25 
5 4п 
<= |5 5 Л) < <а( >, |8, |) <. 
Наконец, с поме нь Вунановсворо, будем иметь: 


со т 
ВЖОЫ |: ы ОН 
р би 54. и а} <>. 
Тем самым обоснована оценка 


Аав (г, 1 <К. | 


Лемма доказана. 


Справедливость теоремы 14 теперь устанавливается довольно просто. | 
Действительно, в силу леммы, для любого а имеем: 


27 бен (+) < Ук", ДИ) 


Поэтому из условия а) нашей теоремы следует, что а-точки фувкции 
(где а — любое комплексное число) {Ё, с:, К», 6»}-близки к системе 
лучей (В). Это обстоятельство и условие 6) теоремы показывают, что 
рассматриваемая функция ](2) удовлетворяет условию 1 теоремы А. 
Применение последней и дает доказываемое утверждение. 

Укажем некоторые следствия теоремы 14. 

ТЕОРЕМА 415. Если полюсы функции ](2), представимой в виде (К), 
«близки» к системе лучей (В) и для некоторого а А"(а, }) >0, то рост 
7 (2) может быть, самое большее, порядка пу" и нормального типа. 

Эта теорема есть частный случай теоремы 14 при К, = К, = 0, в: оо, 
б. < со. 

Теорема 15 имеет связь со следующим результатом М. В. Келдыша (5): 

Функция вида (К) не может иметь ненулевых дефектных значений. 

со со 


Если дополнительно известно, что У» | Ако и >. Ак 0, то и нуль 


А=1 К=1 
не является дефектным значением. 


Наша тесрема показывает, что условия 


со 


> | 4к| < оо, № А+ 0 
К=1 


К=1 
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_не являются необходимыми для полного отсутствия дефектов, так как, 
независимо от выполнения этих условий, функция вида (К), у которой 
полюсы «близки» к системе лучей (В) и 


п 
Вал ТГ (г, А — оо, 
Тт>со ` 
не может иметь ни одного даже слабо дефектного значения. 

Из теоремы 15 при т = л получается результат, установленный нами 
_ ранее в несколько менее общем виде в работе (11): 

ТЕОРЕМА 16. Если полюсы функции }(2), представимой в виде (К), 
удовлетворяют условию 


р [шз; | < оо 
к 
К=1 


и для некоторого а А“(а, })>0, то рост 1(2) может быть, самое 
большее, первого порядка и нормального типа. 

Частным случаем теоремы 16 является результат М. Г. Крейна (°): 

Если целая функция ф(2) класса А такова, что ф*(2) представляез- 
ся в виде (К), то рост ф(2) не более, чем первого порядка и нормаль- 
ного типа *. 

Оценка роста в теореме М. Г. Крейна точная, так как функция 
первого порядка и нормального типа ф (2) = (2*—1) з1п 2 удовлетворяет ее 
условиям. Можно показать, что оценка роста в теореме 15 также 
является точной. 

Поступило 
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+ 1 
о 6 


—со 
Последнее можно доказать так. Мы имеем: 


1 
Арн, Ф < 5, 9405. (д) +0 = 


= 45; (,, >) че (,, 5) не (., 5) О (1). 


1 1 
У) следует из того, что Ф (2) 6 А, ограниченность А, „ (., ъ) 


" Во (., =) была нами установлена при доказательстве леммы на стр. 324. 


Ограниченность Су, (,, 


Остается лишь заметить, что ограниченность А,„(г, Ф) эквивалентна выполнению 
условия (+). 
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С. П. ДЕМУШКИН 


ГРУППА МАКСИМАЛЬНОГО р-РАСШИРЕНИЯ ЛОКАЛЬНОГО ПОЛЯ 


В работе определяется группа максимального р-расширения локаль- 
ного поля, содержащего корень степени р из единицы, а также делается 
попытка классификации топологических р-групип с единственным соот- 
ношением. 


Введение 


Пусть @ — расширение конечной степени п поля рациональных р-ади- 
ческих чисел, К — объединение всех нормальных конечных р-расшире- 
ний поля ©. Нас будет интересовать группа 6 поля К над ©. 

В работе И. Р. Шафаревича (1) было показано, что в случае, когда @ 
не содержит корня степени р из единицы, группа 6 есть свободная 
топологическая р-группа с п-{- 1 образующей. 

Случай, когда корень степени 4 из единицы (469 (4=р", т>!) 
рассматривался А. И. Скопиным (?), (3), Д. К. Фаддеевым (3) и японским 
математиком Га1уоз! Кажада (“). 

А. И. Скопин в работе (2) определил группу © по модулю т-го 
члена р-центрального ряда для ©. 

Так!у0з1 Ка\зада показал, что группа © в случае б,6@ хотя и не- 
свободна, но имеет единственное определяющее соотношение. 

Д. К. Фаддеев и А. И. Скопин (3) дали более простое доказательство 


‚единственности соотношения. 


В настоящей работе группа @ определяется в случае, когда 4 6® 
и р=2, а также делается попытка классификации топологических 
р-групи при р==2. Доказывается следующая 

ТЕОРЕМА. Группа максимального р-расширения локального поля, 
содержащего корень степени 4 = р" (т > 1) из единицы, при р=Е2 изо- 


морфна топологической р-группе с у=п-| 2 образующими 01,...,6,, на 
которые наложено единственное соотношение 
64 [61, 65] [63, ба]... [бу—1, 6] =1. (1) 


Следствие. Подгруппа ®’ группы ® конечного. индекса (©: ©’) изо- 
морфна группе с. У’ =п : (6: ©’) -- 2 образующими, на которые наложено 
единственное соотношение вида (1) (быть может, с ббльшим 4). 

Сообщение об этой теореме и ее доказательство были опубликованы 
в заметке ($). 

Работа делится на три параграфа. В $ 1 доказываются вспомога- 
тельные леммы и приводятся результаты работы (5), относящиеся к за- 
даче погружения над локальными полями. 
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В$ 2 дается доказательство основной теоремы с использованием 


результатов о задаче погружения. 
В $3 рассматриваются топологические р-группы (р=Е2) с четным 


числом образующих, связанных единственным определяющим соотно- 
шением. Как следствие результатов этого параграфа получается дока- 


зательство основной теоремы. 
За помощь в работе автор приносит искреннюю благодарность 


И. Р. Шафаревичу. 


&$ 1. Вепомогательные леммы 


Пусть 5 — произвольная группа, г — некоторое целое число. 
Определение 1. г-центральным рядом группы 5 называется ряд 
нормальных делителей 5, 5:1... 5; —..., который строится по 


рекуррентным формулам: 
Зоб, бо, Эа] пля. 


В трех нижеследующих леммах ряд 9, 5: —... 29; —)... есть 


г-центральный ряд для некоторой группы 5. 
ЛЕММА 1. Для К>1 фактор-геруппа к |5бхк+› — абелева периода г”. 
Если аб», то а’ 5х4: и а” 65»... Поэтому период группы бк / бк 


не более чем г?. 
Пусть теперь а и 665к. Нам нужно показать, что [а, 5] бк. 


Для 21 
5 = 1 [5, 5%—1]; 


следовательно, элементы а и 6 являются произведениями г-х степеней 
элементов 5» и коммутаторов элементов 9», с элементами 5. Кроме 
того, по модулю 5х+, коммутатор обладает свойством мультипликатив- 


ности, т. е. 
[а6, с] == [а, с] - [6, с] (шо@ 5%»), 
если сбдк или а и Еду. Это легко проверить непосредственно. Поэтому 


лемму достаточно доказать для двух случаев: 1) элемент 6 —г-ая сте- 
пень, 2) элемент 5 — коммутатор. 


Утверждение [а, 6] Е 5х+» в обоих случаях получается простой про- 
веркой (знак == означает далее сравнимость по модулю 9х-.). 
Случай 1). Пусть =5_„, где 519 к1. Тогда 
[а, 8—1] = а5к—1а 15 т ([а, 5—1] О ЗЫ = [а, За] 54|. 
Случай 2). Пусть 6 = [х, 5х1], где 265, 5% 65,1. Тогда 
[а, Ь] — [а, [х, $%—1]] =а4 [5, 5—1] а" [2 ‚ 1] - 


1—1 —1 —1„— 
= 4251$ ‘зы аа ` [5—1 2] = [а, 2] 2 [а, 5—1] к— [а,% \]х". 


[а, за] за [би1, 2] == [а, 2] [а, х ] [а, к] [а, зы] 


(так как коммутатор [а,...] 541 и потому лежит в центре). 
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|. —1 
Остается показать, что [а, 2] [а, х ] 65+. Но это сразу же следует 
из мультипликативности коммутатора по модулю Эхо: 


[а, | [ах == [а, 4% | =4. 


ЛЕММА 2. Если г нечетно, 665% (К>О) и сЕб, то 


[6, 5" ] = [в, ы" (0104 5-42) 


для любого #. 

Будем доказывать лемму по индукции относительно #. Для &=0 
утверждение очевидно. Докажем лемму для случая {=1, так как это 
утверждение понадобится нам для общего случая. Мы имеем: 


[5, 67] = об’б "6" = ([, 616)"6" = (6, в, 61], БЫ В" = 
г(7—1) 


= [6, [6,6] ” 16, |’ =1[5, В" (вод бы), 


так как [6, [с, 6] | Е бк и та делится на г вследствие нечетности г. 
Допустим, что лемма справедлива для # =], и докажем, что в этом 
случае лемма будет справедлива для #&=]-- 4. 
При =] 1 имеем: 


6, = в, р (шо@ 544), 


2 
так как Б’65»:;. Но, по предположению индукции, 


[6, 5] == |5, 5” За, 


ГДе 5%+;+2 6 9к+;42. Поэтому 


Я 


16, БТ = (6, Банный" == ((, БУ ча [0, В" (шой ин). 


ЛЕММА 3. Если г нечетно и один из элементов а или БЕ» (К > 0) 
то 
(а6)" = а”б” (шой бк). 


Эта леммма тоже доказывается по индукции относительно #. Для 
: = 0 утверждение очевидно. Докажем лемму для {=1. Имеем: 


(а5)” = (аб) (аб)... (аб) =а (1, а] а) (16, а]?а)... ([6, а] ‘@) В’ = 


т(г—1) 


2 


= [В а] "Ча" = [6, а] а’Ь’ = а’Ъ” (шой 5+»). 


Последнее сравнение выполняется вследствие того, что [6, а] Е Эк 
т 1 
и де делится на г. 


Пусть лемма справедлива при # = }, т. е. 


пря 
(а, 6) = @ бб эичь 
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где И ани Положим &=]7-- 1. Тогда 
(ау = (аб) = (ана) == (ара == ("5") = 


РТА : 
ао, (по@ 9х+;+2), 


7 7 ь 
так как а’, 9 Ебьь; и для =1 лемма доказана. 
Пусть группа 5 является полупрямым расширением нормального 
делителя И, порожденного некоторым элементом с, и подгруппы Т: 


ны: вы 


Пусть 5, 5. —...9:—...— г-центральный ряд группы 5, причем г 
нечетно. Обозначим при #21 через М; подгруппу, порожденную эле- 
ментами [2, а], [б6, а] а”, где ЕТ, б — образующая и аб5;_:. Тогда оче- 
видно, что МС 5; и МЕС. Мл. 

ЛЕММА 4. При {>11 Мю =5.. 

Для доказательства леммы достаточно показать, что любой элемент 
из 9; по модулю 5:1, может быть представлен как элемент из М;. 

Будем доказывать лемму по индукции. Проверим утверждение леммы 
при #=1. Элементы ‘из 5; порождаются коммутаторами и г-ми степе- 
нями элементов из 5. Далее пишем сравнения по модулю ®.. 

’ Возьмем г-ю степень а” элемента а из 5; элемент а представляется 

в виде {5:6%, где ЕТ, 5 6051:. В силу леммы 3, 


а’ = (5%). 
Ноложив в выражении [0,6] 5” 6 = 65°, получим: 
(5°®)' Е М:. 
Нужно еще показать, что ГЕ М,. Положив в [5, ]’ Б=& найдем: 


[6, ИЕЕМ.. 
Но 
[5, #] == [1, <] Е М.. 
Значит, ЁРЕМ.. 
Возьмем теперь коммутатор [а, 6]. `Пуеть а = 15:6“. Тогда 


[а, Ь] = [2516%, Ь] == [Е, Ь] [, 6". 


Но [1 ]ЕМ, и [5, 6] Е М,55, так как [6,6] РЕМ, и ГЕМ,5.. Значит, 
[а, 6] Е М!:5›. Совершаем теперь переход от = кё=7-+ 1, при этом 
пишем сравнения по модулю 5;4.. 

Подгруппа 5;41 = 5;[5, 5. Следовательно, нам нужно показать, 
что а^6М;415;42 при а65; и [5, а] @ М;-15;4› при а65;. Так как а65;, 
и мы предполагаем, что 5; = Му), то а = туза, где ту Му, зуба. 

Возьмем г-ю степень элемента а: 


` т вл 
а^ = (т;5;1) = тузу4а (по лемме 3) = т; 6 М; 5:4», 


так как МС М; 419 ;42. 
Докажем, что [5, а] @ М; 15;4», где а65,. 
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Мы имеем: 

о 

поэтому 
[$, а] == [$, ту] [$, $541] == [$, т;]. 


Элемент $ представляется в виде 


= [1 '-69<, 
р 


поэтому 

> 

[5, ту] == [&, т Ю, тл 

(в силу мультипликативности коммутатора). 
Но [%, т; ЕМ; 1 и 


[6, т; = ([5, т] ту’) те Мда9 д», 


так как каждый из множителей принадлежит М осо. 

Сформулируем результаты работы (5), относящиеся к задаче погру- 
жения полей. 

Задача погружения полей есть задача отыскания условий, при которых 
нормальное расширение К/Ф с заданной группой !ЁР может быть погру- 
жено в нормальное расширение К / < с группой С. Очевидно, что группа Ё 
должна быть фактор-группой С. Мы будем считать это отображение 
заданным и обозначим его через ф. Тогда задачу погружения можно 
коротко записать в виде (®/©, С, ф). 

Рассматриваются задачи, для которых: 

1) ядро ф — группа А — абелева, 

2) корни степени \ из единицы содержатся в А, где ч — период А. 

В работе (5) нами доказана 

ТЕОРЕМА ПОГРУЖЕНИЯ. Для разрешимости задачи погружения 
(К/Ф, Ц, $) над локальным полем © необходимо и достаточно, чтобы 
распадались все скрещенные произведения (Е |[®, Е,  (а)), где а — коцикл, 
соответствующий расширению А с помощью Е, а Хх —'характер группы А, 
удовлетворяющий условию \(с°) = 9 (с)° для всех сВА, СЕР. 

Заметим, что задачи погружения, рассматриваемые в работе (5), 
могут иметь решения, не являющиеся полями. Но в случае, когда число 
образующих С равно числу образующих РЁ, решение задачи погружения 
(К / ©, С, Ф) автоматически является полем. Задачи погружения, рассма- 
триваемые далее, будут удовлетворять этому условию. 


$ 2. Группа максимального р-расширения локального поля, 
содержащего корень степени р из единицы (р ==2) 


Обозначения. А, — локальное рациональное поле; 2 — локальное 
поле (расширение конечной степени поля А); п = (® : Вр) — степень 
поля © над А; К — максимальное р-расширение поля ® (объединение 
всех конечных нормальных р-расширений поля 42); ® — группа поля К 
над ©. 

В этом параграфе находится группа @ в случае, когда поле © содер- 
жит корень степени р из единицы. 

Выясним сначала некоторые простые свойства группы ©. 
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Известно, что @ имеет конечное число образующих и что число ее 
образующих % равно п + 2. : 

Пусть б, есть корень из 1 максимальной р-степени, содержащийся 
в ®(а=р", т> 1). 

Построим для © 4-центральный ряд 


6, =696,—...2®;.... 
Пусть соответствующая цепочка подполей К будет 
9 =“ сх. ть. - 


Тогда Н' = С/С; есть грунпа поля ©; над 9. 

ЛЕММА 5. Для любого конечного нормального р-расширения ®’ поля 
О найдется такой номер 7, что ®' С 9;. 

Поле ©’ содержится в максимальном р-расширении К. Обозначим 
нормальный делитель, которому принадлежит ©’ в К, через %’. Тогда 
Н' =6/% — группа 6” над ©; Н’— конечная р-группа. Известно, что 
р-центральный ряд, построенный для конечной р-группы, оканчивается 
единицей. Тем более для такой группы будет оканчиваться единицей 
9-центральный ряд. Следовательно, существует номер ], для которого 


Н;= 6; П®;=1, 
т. е. ©, С УХ’ Г ©; или 6; С %.. Это дает: 
с @.. 


Лемма 4 означает, что группа 6 является проективным пределом 
последовательности конечных р-групп Н\, Н?,..., т. е. 6© — топологи- 


ческая р-группа. Поэтому мы и будем последовательно определять Я*, 
НЕ 


Как следует из теории полей классов, группа Я! есть абелева груп- 


па су=п-- 2 образующими, имеющая тип (4, 4,..., 49). 
Для определения группы ЯН? выберем в 62” такой 4-базис а1, аь,... 
..., а, для которого выполняются соотношения: 
а1 = ба, (ал, аз)а ге Са, ве (а, а,)а == ба 


(здесь (а, В) обозначает символ норменного вычета), остальные символы 


норменного вычета равны 1. Возможность такого выбора следует из 
невырожденности символа (9, В)а. 


Образующие с:, 6.,... о Нее: 6 выбираем так, чтобы обра- 
зурщая, б; из я корней Уз, Ув, и у действовала только на 
У Уж -ьУы,), 

ЛЕММА 6. Если ©, = (Иа. ры Ув У) и образующие в1, в,... 


., б, в группе © выбраны так, что 
а а 
ава а 
3 5;,; 
Ум =щетуй, 
то группа Н? имеет единственное определяющее соотношение 


52 [61, 05] [63, 64]... [бу а, 6,] =1, 


‚ 
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` кроме тривиальных (в последнем соотношении с1, 6.,..., 6, обозначают 
’ образы образующих группы ® в Н?). 
При доказательстве этой леммы мы будем пользоваться некоторыми 


‚ результатами $ 1. 
Так как в Я! никаких соотношений нет, то в Н? любое соотношение 


`’ будет иметь вид 
<)“ Пь ол? =А. 
1 <] 
Для выяснения структуры этих соотношений мы будем ставить не- 
‘‹ которые центральные задачи погружения (степени 4) над полем 


а са ее 
оу, и) 


Здесь мы воспользуемся таким свойством: задача погружения 
(2, /©, С, $), для которой С@.=1, разрешима тогда и только тогда, 
когда С есть фактор-группа Н?. То, что это так, очевидно ввиду того, 
что Н? есть группа поля ©,, получающегося объединением решений 
всех именно таких задач погружения. 

Поставим задачу погружения (%,/©, (Ц, $), где С — центральное 
расширение нормального делителя А = {2, 24 =4} с помощью Н\, опре- 
деляемое условиями 


о я Зуруиен. 
5 =, о [54 о = 7). 
Как только что было замечено, необходимое и достаточное условие 


для разрешимости этой задачи заключается в том, чтобы С !была фак- 
тор-группой группы Я? или чтобы 


а а 
ПЕ | Е РУ {. 
1 <) 
Для выполнения этого равенства нужно, чтобы 
Уз, + Ух, и, =0 (тод9). (3) 
а 1<) 
С другой стороны, для разрешимости задачи погружения ($2: /®, (С, ф) 
необходимо и достаточно, чтобы (по теореме Брауэра) распадалась 
алгебра: 


(2. /©, Н*, х(а)), хесвагА (х (2) =). (4) 
Здесь а — фундаментальный коцикл точной последовательности 
1 АС Н*-—1. 


Будем теперь специализировать задачу погружения. 

1) у. =0, у, ;=0, кроме одного у;, „=1 (< 7-1). 

Для такой задачи условие (4) выполняется, так как в алгебре 
(2, /@, Я, х(а)) в этом случае имеется матричная подалгебра, по- 


рожденная элементами поля 
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После отщепления этой матричной алгебры остается алгебра 
КЕ» -— Ио 
(а, а>1) = (а,, а,) | 
(в силу выбора а1, 4»,..., а, и условия # «Г -\). 
Таким образом, задача погружения в этом случае разрешима, и 
условие (3) дает: 
Хр ЕЕ 0 (то 4) при Г<У-Е. 


2) уу =0, кроме одного у, =1(Ё7 = 2); у,‚ =0. Для такой задачи | 
условие (4) тоже выполняется, так как в алгебре (%,/®, Н\, х(а)} 
имеется в этом случае матричная подалгебра, порожденная элементами 


^ 


Иа. ВЕ 


и после отщепления ее остается алгебра (ах, С.) —1 (так как Г = 2). 
Таким образом, и здесь задача погружения разрешима, и уесло- 


вие (3) дает: 
2 ==0 (1044). при #= 2. 


г. я 
3) = у, н=Ь—1 @ == 1); все остальные члены — нули. 
Для такой задачи условие (4) выполняется: в алгебре (,/%, Н\, у (а)): 
имеется в этом случае матричная подалгебра, порожденная элементами 


а а_^ а ^ 


^ ^ 
Ис, Ис», ка Ис», рос: Ис, 


после отщепления которой остается алгебра. вида 


а у 
> а (м. а. м. 


х, У 


где 
а р 
о. оО (} @2, Уз»). 
Последняя алгебра есть прямое произведение алгебр (а, &) и 
(ах, ага): 
(2/2, И х (‹ ) — (а», ба) (а.., аи) ее (55 аз) (а.., @’41); 
инвариант этой алгебры равен 


№ (ба, а.) * (а, ае41)) си и =1, 
т. е. она распадается. Задача потрузения в этом случае опять раз- 
решима, и условие (3) дает: 
То == у, +41(10449) для # = 1. 
4) уу=1, у, =-1; все остальные члены — нули. 
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Условие (4) выполняется: алгебра (©, /©, Лт, у (а)) содержит матрич- 
ную подалгебру, порожденную элементами поля 


^ 


оу чу 


^ 


Ив, Ив, 1. ПУ, 


после отщепления которой получается алгебра 
(5, ба/ а) = (а», 1) —1. 
Задача погружения разрешима, и условие (3) дает: 
Хо == 21,2 (по4 4). 


Таким образом, нетривиальные соотношения в Н? имеют вид: 


О 2 ОБжба ве, [Фуа, 65] = 1. 


По лемме 1, элементы в левой части коммутируют между сюбой, 
значит, соотношения в НЯ? можно записать в виде: 


Са [552 оса оо, = № 


Отсюда, в частности, следует вывод: в группе Н? имеется единственно 
определяющее соотношение (если оно существует). 

По теории полей классов, в группе © / [6, 6] имеется определяющее 
соотношение 14 =1, так как й.— корень максимальной р-степени, со- 
держащейся в @. Отсюда следует, что 1, не может делиться на р. 

Таким образом, в И? имеется единственное определяющее соотно- 
шение 

63 [б1, 62] [63, ба]... [б1, 6] =1. 


Лемма доказана. 

Переходим к доказательству основной теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Группа © максимального р-расширения локального поля 
©, содержащего корень степени 4 (4 = р", т> 1) из единицы, изоморфна 
топологической группе с у=п-- 2 образующими с1, 65,..., 5,, на кото- 
рые наложено единственное соотношение 


В 52 [б1, 62] [63, ба]... [буфл, 5] =1. 


Как следует из леммы 5, группа @ полностью определяется рядом 
ее фактор-групи Я", И°,..., Н,.... Поэтому мы будем доказывать 
следующее утверждение: группа Н' при #>2 изоморфна группе с % 
образующими, на которые наложено единственное соотношение р = 1 
(кроме тривиальных (Н’; = 1). 

Это утверждение доказывается по индукции. При #=2 это есть 
лемма 6. Допустим, что утверждение верно для группы Я’ (7 > 2). Для 
выяснения структуры группы Н*” введем в рассмотрение конечную 
р-группу Н, которая получается из свободной группы 65 с у образую- 
щими факторизацией по нормальному делителю %, порожденному эле- 
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ментами из 5;41 и некоторым словом р, на которое мы наложим един- 
‘ственное условие, чтобы по модулю 5; оно приводилось к виду р: 


р = р (шпо4 5). 


Из определения группы Н и из предположения относительно груп- 
пы Н’ следует, что фактор-группа Н/Н; изоморфна Н’, а фактор-груп- 
па Н/Н;_, изоморфна группе Н?”". 23 

Заметим, далее, что порядок группы Н не меньше порядка группы 
НЙ. Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что имеет место 
следующее неравенство порядков их нормальных делителей Н; и (Н7№),: 


[Н;: 11 > (НН ");: 1]. 


Докажем, что группа Й; не зависит от вида слова р. Так как груп- 
па Н”" получается факторизацией из свободной группы 5 по нормаль- 
ному делителю, содержащему элементы 6;4: и некоторое слово вида р, 
то из последнего утверждения действительно будет следовать неравен- 


ство порядков групи Я; и (Н?\*,. 
Так как 
Н=5/%, Х = {буа, 2}, 


то Н; =5;/% [| 5, и нам нужно показать, что группа % [|] 5; не зави- 
сит от слова р. Любой элемент из % можно представить в виде 


$ ] Ви‘ рВ,, 
1—1 


тде заеба. Но р=р5; при 5$;,65;. Для того чтобы элемент 


а 
—1_ 
$1 ] Кур В, принадлежал 5;, нужно, чтобы элемент 
1=1 


зы [] (В рэ) = зу ] (В ", р] р [Вт *, 3] 8) = 


1=1 1=1 
а 
й —1 
= 8/1 |] ([Вт”, р] р) $$ 
1—1 
принадлежал 9;, т. е. чтобы 


Пак, 212) 65}. 


1=1 


Но 7/22, поэтому 
Пак", 21) 6 5. 


1=1 


Отсюда, в силу того, что [Вт ", р] 65, следует, что “65.2, т.е. а де- 
лится на 4. 
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Таким образом, ввиду того, что 5% при &=0 (шо@4) принадле- 
жит 5;+:, Любой элемент из % [| 5; Можно представить в виде 


зы [| (Аг, 21), 


1=1 


где 54.6 5а. Следовательно, группа 9% П 5; отр не зависит. 

Для определения группы НАЯ (/>2) поставим задачу погрукения 
=; ,/©, В, $), где фр естественный гомоморфизм Я на Н’". Нор- 
мальный делитель Н;. в этой задаче — абелев периода 4? аи 1). 

Корни степени 4? содержатся в поле ©; ., так как 9.9, (при 
> 2). Поэтому к нашей задаче можно применить теорему погружения, 
которая была сформулирована в $ 1. 

Условие разрешимости в данном случае заключается в том, чтобы 
распадались все скрещенные произведения 


(2; 1/9 Е Хх, (а)), 


где а — коцикл, задающий расширение ве ‚ при помощи Н*, а 
х— Н’\инвариантный характер группы Я;—. 
Посмотрим, что дает условие 


хх ее ЕН 


Если с =0; (1+1), то б не действует на значения характера х, и 
условие 
—1 
с. 
х(е' ) =х (с) 
дает, что 
Х ([6;, <]) =1. 


Если 6 =56. 1, то условие 
о—1 —1 
о 
означает, что 
Х ([61, с] сч) т 1 


О 
(это можно проверить непосредственно, исходя из того, что У а" = 


Ч 
=б. Га, и а: = ба). Последнее условие, в свою очередь, означает, что 
характер Хх должен обращаться в 1 на подгруппе, порожденной эле- 
ментами [6:, с] при Е 1 и [61, с] с4. Но эта подгруппа есть не что, 


иное, как подгруппа М;, построенная при Т = {5.,..., 6,} и при и 
порожденном образующей 61. Применяя лемму 4, получаем: 
М.Н; = Ну; 


но Н;.1=1 но определению Н. Поэтому 


Н; =М; с Кег х. 
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% 


‘Характер Х должен обращаться в 1 на Н;. После факторизации 
по Я; получается задача (®;_,/9, Н!, $), так как Н/Н; = Н’. Но 
такая задача очевидным образом разрешима: ее решением является 
поле ©;. Следовательно, и подавно будет разрешима задача 
(2:1 /9, Н [ Кег Хх, $). у 

Отсюда _ следует, что для поставленной первоначально задачи 
си, ф) выполняется условие погружаемости, и, таким обра- 
зом, задача погружения (@;,/©, Н, $) разрешима. 

Число образующих у группы Н — такое же, каки у НН 55 поэтому 
решением нашей задачи будет некоторое поле о. Так как Ну: =1, то 
ОС 9,4, (Од. является максимальным из такого рода полей). 

Из последнего включения делаем вывод: Н есть фактор- группа груп- 
пы НН", но, как мы знаем, [Н: 1] > [Н*"' : 41, поэтому Н= НН. 

Следовательно, в группе пох образующие можно выбрать так, 
чтобы между ними выполнялось единственное соотношение р =1. Беря 
теперь в качестве р слово р, мы и получаем утверждение теоремы. 

Теорема 1 дает возможность выяснить структуру подгрупи конечного 
индекса группы ©. 

Следствие. Подгруппа @®’ конечного индекса группы ® изоморфна 
топологической р-группе с \’= п. ($: ©’) +2 образующими, связанными 
единственным соотношением 


е 
62 [61, 52] [68, ба]... - [бу-1, бу] =1. 


Действительно, пусть подгруппе 6’ в К ‘принадлежит подполе ©”. 
Тогда максимальное р-расширение поля б’ совпадает с К, степень © 
над Др есть 


(2': 0) (9: А) = (6:6) 
и сес ©. 


Применяя теорему 1 к этому случаю, мы и получаем утверждение 
следствия. 

Интересно обратить внимание на аналогию этого следствия с навест- 
ными теоремами о подгруппах конечного индекса фундаментальной 
группы поверхности и свободной группы с конечным числом образующих. 

$ 3. Топологические р-группы с единственным соотношением 

Топологической р-группой называется компактная топологическая 
группа С со следующими двумя свойствами: 

1. Пусть $ = {На, %ЕЛ} есть совокупность всех открытых и замкну- 
тых нормальных делителей Н.„ группы С; тогда для каждой НП, 6$ 


Нор в о 
2. Совокупность 9 = {На; «6Л} образует систему окрестностей еди- 
ничного элемента 1 в С, т.е. Г] Н. = {1}. 


е. [22 

Для того чтобы группа С была топологической р-группой, необхо- 
димо и достаточно, чтобы она была проективным пределом некоторой 
совокупности конечных р-групп. 
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Мы будем рассматривать топологические р-группы с конечным чет- 
ным числом у образующих, связанных единственным определяющим. 
соотношением, при р = 2. 

Пусть С — такая группа с соотношением т =1 (т — некоторое слово) 
Для каждой такой группы рассмотрим группу С / [@, С]. В этой группе 
либо не будет никакого соотношения (группа без кручения; такие 
группы мы будем называть группами первого типа), либо это соотно- 
шение с помощью замены образующих можно будет привести к виду 


_5”" = | (6 — образующая; такие группы мы будем называть группами 


второго типа). 


Определение 3. Соотношение т = 1 в топологической р-группе С 
называется полным, если его по модулю второго члена р-центрального 
ряда нельзя заменить эквивалентным, не содержащим хотя бы одной 
образующей. 

ЛЕММА 7. Для того чтобы соотношение т=1 в группе С было 
полным, необходимо и достаточно, чтобы по модулю второго члена С. 
4-центрального ряда оно было эквивалентно одному из следующих двух 
видов: 

[62, 02] [63 ба]... [був, 6»] = 1 
или 


_9 _ р 
6$ [б1, 65| [08, 64|... [бу-и, 6,] =1. 


Если в лемме 7 группа @ первого типа, то для нее мы строим 
р-центральный ряд. 

Доказательство достаточности. Нам нужно только дока- 
зать, что из выражения 


[61, 62] [63 94|... [бу—1, бу] 


по модулю членов, содержащих более одной операции, с помощью за- 
мены образующих нельзя изгнать никакую образующую. Этого доста- 
точно ввиду того, что при замене образующих из члена 01 никакие 
коммутаторы возникнуть не могут, так как, в силу леммы 3, 


(аБ)* == а“ (шоаС,). 


Покажем, например, что нельзя изгнать образующую б:. Общий вид 
замены образующих таков: 


я 
а: = [] (°;) ыы. 


1 


где |: ;| Е 0 (шо4 р). Ем 
Подечитаем показатель степени при [51, 6&| после замены образую- 


ших. Это будет выражение 
(ль, к — 2, кал ) - (23а, к — Фа кал) ---°. 


а НЕ (Ху, 12, к — уф, КТ», 1), 
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которое не может равняться нулю при всех К, так как получающаяся 
линейная система уравнений имеет определитель, отличный от 0 


(по шод р). 
Доказательство необходимости. Пусть группа С — перво- 


го типа и имеет полное соотношение т = 1. Тогда по модулю С» соот- 
ношение т = 1 имеет вид 


т 
Пичь в. 
$<) 
Пусть 6, входит в соотношение в виде [01, 6;]. Тогда, изменив ну- 
мерацию образующих (5; = 65; 6. = 0;); можно считать, что в соотноше- 


ние входит коммутатор [с1, 6з]. 
Сделаем замену образующих 


6112 = 61 


(это возможно, так как 1,›=0 (шо4р)). Тогда наше соотношение при- 
мет вид: 


быт, Ноно и: 


$<}, (1, Л-а,2) 


Произведя теперь замену 


62 = 0: П 61 3, = 6: 5; 6; 


7>2 7>2 


мы получим соотношение вида 


[61, 52] П [., = = 


2<1<}] 
Продолжая процесс, мы придем к соотношению 
[с1, 62] [6з, 64] ... [6—1 б»] =1. 


Пусть теперь группа С — второго типа; тогда, сделав замену обра- 
зующих так, чтобы в С/[С, С] выполнялось соотношение с4 = 1, будем 
иметь, что по модулю С, соотношение т = 1 принимает вид 


8 [вь, 1} =1. 


<) 


Пусть с: входит в это соотношение в виде коммутатора [51, с;] и 
Х, Е 0 (шо4 р). Все з1;,; не могут делиться на р, так как в противном 
случае по второму члену р-центрального ряда соотношение не содер- 
жало бы с:, что противоречило бы его полноте. Если /-2, то при 
помощи замены с; = 6.6; мы всегда добъемся того, что [51, бэ] будет 
входить в состношение. Сделаем замену образующих 611? = 6:; тогда 
наше соотношение примет вид: 


4 на 
6 [61, 62] П [5:, 5” =4. 
<] 
($, =, 2) 
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Произведя теперь замену 
61 = 9: [| 5:2. ;, 
я 
мы приведем соотношение к виду 
а Е 
ба [б1, 62] П [6 61 =1. 
4<71, 4-2 
(+, 2) -Е(а, 2) 
Перепишем это соотношение в виде 


62 [61, 62] П [61,6 Д”ь П [9,6 =1. 


2<) 2< 1<] 


Выделим образующие, входящие в произведение 


П [с:, 6; ° 3 


2<1<} 


со степенью коммутатора, не делящейся нар, и занумеруем их послед- 
ними индексами \’-- 1, \’--2,...,у. Ясно, что все такие образующие: 
можно изгнать из произведения 


Г в, вл" 


2<) 


и привести соотношение к виду 


Й 


у 
а хи: р 
65 [от, 65] П [с1, 6;] 1,7 П [с:, 67 1, 7 [бу, бу] а [6,—1, б,| — 1, 
2=3. 2<1<1<' 


где 21, ; Е 0 (шой р) и У’ — четное число (2<\’ <). 
Покажем, что у’ = 2. Для этого достаточно установить, что при 
\'’> 2 соотношение 


у’ 
; де И 
63 П [61,6] “7 П [6,6] "7 =1 


3 2<1<<у’ 


не будет полным или что не будет полным соотношение 


’ 


У 

а и 

65 [б1, 63] Г ,, 6] "7 =1. 
те. 


Для этого сделаем замену 


у’ 

№ ий, 

6» = 63 | | 6; 1). 
Е 


Тогда соотношение примет вид: 


У’ а 
(+ [97 °-3) [вь, в] = 1, 


= 


где все 21, ; 0 (шо4 р). 
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% 


Совершая теперь преобразование 


мы получим соотношение 


63 [61, 62] г Ч 


не содержащее, например, 64. Таким образом, у’ =2 и наше соотноше- ° 


ние имеет вид: 
ба [б1, 62] [63, 64]... [бу—л, 6»] =1, 


что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 2. Топологическая р-группа (р == 2) первого (второго) типа 
с четным числом у образующих с единственным полным определяющим 
соотношением изоморфна топологической р-группе с образующими 
61, 65,...,5., На которые наложено единственное соотношение 


[61, 65] [68, ба]... [бу—1, 6,] =1 
(52 [61, 62] [63, 64]... [бу—1, 6,] =1). 


Для доказательства теоремы строим в группе С 4-центральный ряд 
С, >4,—>... 2(,;—... (если группа С первого типа, то для нее строим 
р-центральный ’ряд). Пересечение всех членов этого ряда равно 1, 
и они образуют систему окрестностей единицы. Группа С является 
проективным пределом последовательности конечных р-групп 


попе и. 


где Н'=С/С:. 

Групиа Н* — абелева с у образующими, типа (4, 4,..., 9). 

Лемма 7 показывает, что в группе Н? выполняется соотношение как 
раз требуемого вида. 

Пусть теперь соотношение нужного вида имеет место в группе 
Н?(7>2), т. е. по модулю С... Докажем, что образующие в С можно 
выбрать так, что ив Н”" соотношение будет такое же. | 

Отметим, что образующие в фактор-группе С; /С;4, можно выбрать 
в виде К°’, где К — чистый коммутатор (чистым мы называем комму- 
татор вида [с;, К’], где К’— чистый коммутатор более низкого веса 
и 5; — образующая, а чистый коммутатор нулевого веса — просто обра- 
зующая). Разумеется, вес К -- © ="). 

Рассмотрим сначала случай, когда группа С — первого типа. Тогда 
по модулю (7-- 1)-го члена р-центрального ряда соотношение будет 
иметь вид 


о И ео Пс», ки) се 
к, 


где о; -- вес К; | 1 =. Степени образующих в соотношение входить не 
будут, так как @ — группа первого типа. 
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с; 
Докажем, что все коммутаторы [%, К‘ можно изгнать с по- 
мощью замены образующих в С. 
Если К нечетно, то сделаем замену 


=> —а°4 “2. : 
бк-+1 —= бу (К; ) Е 


где К; — коммутатор такого же вида, что и К;, только с новыми обра- 
зующими. При этой замене выражение 


Псь Кик 
К, 1 


‚не изменится, а соотношение перейдет в такое, у которого один ком- 
мутатор 


Ге а‘ \х > 
([5«,К)”я 
пропадет. 
Если К четно, то применяем преобразование 
а ак 
бил = би (А: )**. 


Таким образом из соотношений изгоняются все коммутаторы 


([5к, К° уе, ь. 


и теорема для случая групи первого типа доказана. 
Пусть теперь С — группа второго типа. В этом случае соотношение 
по модулю @;:, можно записать в виде 


6 [©1, бэ] ее [бу—1, б,| П (ог) | ([ск, Кит ук, =]. 
1 К, 1 


Таким же образом, как и в первом случае, мы можем изгнать все 


ея 
коммутаторы [5„, К] при К +1 и привести соотношение к виду 
2.5% ай ея 
3 [6› 62]... [6уа» 6] [[ (5) * [(вь› Ка“ )ь =. 
1 1 
Сделаем теперь преобразование образующих 
=> а тоыИ 
68 = 0. (Аз ) 1". 
Тогда, используя лемму 3, получим: 
тей пало а А < 
ба = 64 (К?1 ) “№1 (той д;+). 


При таком преобразовании коммутатор 


([6., К° )кьа 


„9-1 
изгоняется, но появляется новый коммутатор К с большим показа- 


телем степени 4“ 11. 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Продолжая этот процесс, мы придем к соотношению вида 
а а/\ а 
о\ [бт 6]. 2 [64» 6 (1) =1 
р 
и, сделав преобразование 
= —а— —х; 
ва = в, [5 “, 
з т 
получим соотношение вида 


а 
Оо ор. бен т 
1>1 
2—1 
Все коммутаторы [51, 6: мы можем изгнать первоначальным спосо- 
бом и окончательно получим соотношение 


68 [б1» 68]: + [бу-ь 6] =4. 

Теорема доказана. 

Как следствие теоремы 2, можно легко получить доказательство 
теоремы 1, если только воспользоваться доказанным Камада (*) фактом, 
что в групие максимального р-расширения локального поля имеется 
единственное определяющее соотношение. 

Действительно, группа © является топологичееской р-группои (лемма 5) 
с четным числом образующих у=п--2 второго типа (как следует из 
теории полей классов) с единственным полным соотношением (един- 
ственность предполагается, полнота следует из лемм 6 и 7). Следова- 
тельно, она изоморфна топологической р-группе с % образующими 
61, 6.,...,6,, на которые наложено единственное соотношение 


68 [61,`6з]. [93, 61]. -: бу, 6] = 1. 
Поступило 
23.Х1.1959 
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А. А. ГОНЧАР 


ОБРАТНЫЕ ТЕОРЕМЫ О НАИЛУЧШИХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ 
РАЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 


В работе доказывается одна обратная теорема о наилучших прибли- 
жениях рациональными функциями, а также приводится ряд смежных 
результатов. 


В настоящей работе устанавливается зависимость дифференциальных 
свойств функции Ф(2), определенной и непрерывной на совершенном 
множестве Р положительной меры, от скорости стремления к нулю ее 
наилучших приближений рациональными функциями К, (; Р) (и, в ча- 
стности, алгебраическими многочленами). Полученные результаты по- 
зволяют естественным образом сформулировать прямую и обратную тео- 
ремы о наилучших приближениях рациональными функциями (и много- 
членами) измеримой функции /(5), определенной и конечной почти 
всюду на измеримом множестве Р. 

Основная теорема работы, являющаяся аналогом хорошо известной 
теоремы С. Н. Бернштейна [см., например, ({)] о наилучших прибли- 
жениях алгебраическими многочленами функции, определенной и непре- 
рывной на отрезке [а, 6] действительной оси, может быть сформулиро- 
вана так: 


ТЕОРЕМА 1. Пусть В» (ф, Р) нев ‚где К >0 — целое, 03а < 1, 
д`>0 произвольно мало, С не зависит ‘от п. Тогда для любого ё > 0 най- 
дется совершенное множество Р.С Р, шез (Р\\Р.) <=, такое, что функ- 
ция ф(5х), рассматриваемая только на этом множестве, имеет непре- 
рывную К-ю производную, удовлетворяющую условию Липшица порядка “. 

Если К >1, то функция ф(1) дифференцируема почти всюду на мно- 
жестве Р (по множеству Р). 

Основные результаты настоящей работы были опубликованы без 
доказательств в заметке автора (?) (для некоторых частных случаев 
результаты были получены ранее в работах ("), (*)) *. 

1. Рассмотрим функцию $ф(5), определенную и непрерывную на со- 
вершенном множестве РС [а, 6] (мы будем рассматривать только веще- 
ственные функции на ограниченных множествах, принадлежащих отрезку 
[а, 6]; при этом как требование вещественности функции, так и требо- 
вание ограниченности множеств несущественны). (Обозначим через 
е (6; ф; Р) модуль непрерывности функции ф(2) на множестве Р: 

о (8, <; Р) = зар [$(11) — $ (2) |. 


хи, Х26 
[х:—х:|<8 


* Ряд результатов в этом направлении получен недавно Е. П. Долженко (°). 


9* 
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Если © (5; ф; Р) < С8“, где О<а<1и С не зависит от 6, то говорят, 
что функция $(5) удовлетворяет условию Липшица порядка @ на Р. 

Пусть 9%) (2) обозначает К-ю производную функции ф(5) в точке 
ЕР по множеству Р; тогда, в частности, имеем: 


Г . +) — 
Фр (2) = а ны А, } те 


Определение 1. Непрерывная функция ф(5), определенная на 
множестве Р, принадлежит классу Гр (Е -- ©) на множестве Р или 
Ф (2) ЕЁ (Е + о; Р), 0«а<\1, если существует непрерывная Ё-я произ- 
водная Ф®(52), ЕР, удовлетворяющая условию Липшица порядка % 
на Р. 

Пусть РЕ[а, 6] — измеримое множество, шез Ё >> 0; для характери- 
стики дифференциальных свойств измеримой функции ](7) на множе- 
стве Р удобно ввести следующее 

Определение 2. Измеримая функция ] (7), определенная и конеч- 
ная почти всюду на ГР, принадлежит классу Гар (Е + “) внутри мно- 
жества Г, или } (1) ЕЕ (К- а; Е 0), О< «< 1, если для произвольно 
малого = > 0 существует совершенное множество Р. СР, шез (Е \Р.) < в, 
такое, что ]} (2) ЕЁ (К - а; Р.). 

Следующие замечания нетрудно вывести. из результатов А. Я. Хин- 
чина (?) и Н. Уиоеу (3). 

Замечание 1. Для принадлежности /(2) классу Е(Е-- а; Е\ 0) 
необходимо и достаточно, чтобы почти всюду на ЁР существовала конечная 
К-я асимптотическая производная (по А. Я. Хинчину) {1 (4) Е Г, (о; Ех О). 

Замечание 2. Для принадлежности (5) классу Г(Е- о; Е\\ 0) 
необходимо и достаточно, чтобы для произвольного => 0 существовали 
совершенное множество Р.С РЁ и функция фФ. (2), определенная на от- 
резке [а, 6], такие, что 

а) шез (Е \Р.) < в, 

6) фе (1) = / (5) на множестве Р., 

в) Фе (2) ЕЁ (Е- а; [а, 6]). 

Рассмотрим класс рациональных функций п-го порядка: 

Е» (х) = Ри (2х) | Ок (х), п = шах (т, К), 


где Р» (5), Ок (2) — многочлены степени т, К соответственно. 

Нусть А„(ф; Р) есть наилучшее приближение. непрерывной функции 
Ф(1) на множестве Р рациональными функциями порядка не выше п: 
В, ($; Р) = Ш шах |ф (52) — А; (2) |. 

{Ви (х)} хеР 

Заметим, что нижняя грань берется в классе всех рациональных 
функций без какого-либо ограничения на расположение полюсов; оче- 
видно, при рассмотрении наилучших приближений функции Фф (2), непре- 
рывной на совершенном множестве Р, класс аппроксимирующих функций 
по существу ограничивается рациональными дробями, не имеющими 
полюсов на множестве Р. Тем не менее, отсутствие других ограничений 
на расположение полюсов приводит к тому, что обратные теоремы даже 
для случая наилучших приближений рациональными дробями непре- 
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рывных функций на отрезке [а, 6] качественно отличаются от соответ- 
ствующих теорем о наилучших приближениях многочленами — никакая 
скорость стремления к нулю В,„(ф; [а, 6]) не обеспечивает сколько- 
нибудь «хороших» дифференциальных свойств ф (2) на всем отрезке [а, 6] 
(см. ниже, замечание 5). 

В то же время для всюду разрывных совершенных множеств Р полу- 
ченные результаты позволяют сформулировать обратную теорему и 
о наилучших приближениях многочленами, являющуюся нетривиальным 
аналогом теоремы С. Н. Бернштейна для отрезка [см. (5), (°), теорема 2]. 

Наилучшие приближения многочленами, как обычно, будем обозна- 
чать через Ё»„ (ф; Р); очевидно, 


Е» (Ф:; Р) > В» ($; Р). 


2. Оценка производной рациональной функции. Дока- 
зательство теоремы А. Картана [см., например, (*), стр. 31—33] об 
оценке модуля многочлена снизу содержит в себе доказательство сле- 
дующего утверждения, которое мы сформулируем в виде леммы: 

ЛЕММА 1. Каковы бы ни были число ч>0 и комплексные числа 
а1, 4>2,..., аи, можно найти в комплексной плоскости систему кружков 


с диаметрами 41, 4»,..., Чт, т < п, шт ак > т, де < , такую, что 
к 


для всякой точки 2, лежащей вне этих кружков, 


|2 — @,,| > СЁ — 


где а„, перенумерованы в порядке возрастания их ‘расстояний от 2, 
С — абсолютная постоянная. 

Из леммы 1 легко получить следующую лемму об оценке логарифми- 
ческой производной рациональной функции. 

ЛЕММА 2. Пусть В) (2) — рациональная функция п-го порядка, 
1 >00 — произвольно малое число. В комплексной плоскости можно най- 
ти систему кружков с диаметрами 41, 45,...,Ч4т, т < 2п, в 0: — 


‚ За< п, такую, что для всех точек 2, лежащих вне этих круж- 


#о6, ка место оценка: 


В’ (< Са, (4) 


где С — абсолютная постоянная. 
Доказательство. Пусть В» (2) = Р» (2)/О» (2), где Р» (2), О» (2) — 
многочлены степени не выше п. Очевидно, имеем: 
| 


Р’. (2) ©, (=) 
«вы тя 5% > и ВАН 


Ри (2) О, (=) 
где р, рз,...,Рь 9 4%»..:,4п"— нули Р»(2) и 9"(2) соответственно 


—- 


А«ТАЬ а ( 
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4 
(кратные нули здесь выписаны столько раз, какова их кратность). По 
лемме 1, вне множества исключительных кружков имеем, например: 


п у 

й п ИЕ п шп 
НЫ АА 
К=1 —1 


откуда следует оценка (1). 

Возвращаясь к множествам на прямой, сформулируем еще одну 
лемму, являющуюся непосредственным следствием леммы 2. 

ЛЕММА 3. Пусть ЕЕ[а,6] — произвольное множество, В„ (т) — ра- 
циональная функция п-го порядка, т>0 произвольно мало. Существу- 
ет множество А = № (В„ (5); 1), тез А < 1, такое, что если 


шах |А„(х)|< М, 


хХЕеР\А 
7.0 
, 1 
тах | А’ (4)|<СМ ^—^, 
хЕЕХА т 


где С — абсолютная постоянная. 
Множество А представляет собой систему конечного числа интерва- 


лов, длину наименьшего из которых можно считать > 


3. Рассмотрим снова функцию Фф(5), определенную и непрерывную 
на совершенном множестве Р. 


С 
ЛЕММА 4. Если В„(Ф; Р) < заф , гбе 0<а<1, 9)>0— произ- 
вольно малое число, С не зависит от п, то Ф(2) ЕЁ (“; Р\ 0). 


Доказательство. Представим функцию ф(т) на множестве Р в 
виде 


9 (2) = В, (®) + У (Вин (9) — Вл (а), (2) 


п=0 


где А» (5) — рациональная функция, осуществляющая наилучшее приб- 
лижение К-го порядка функции ф(5) на множестве Р. 
Обозначим 
В, (2) = Ва @ — В (9); 


очевидно, В. (х) — рациональная функция, порядок которой не выше 
3.2”. Мы имеем: 
г С 
В, (2) |< (2) — Вуз (2) |+ |9 (2) — Вл (2) |< ев  @) 
для ЕР. 
Зададимся произвольным положительным числом г. Приведем в со- 
ответствие рациональной функции А, (2) множество 
а и" = 
А =А, 0 А, мел, <. 5, 
где Л» и А» определяются следующим образом: множество А» опреде- 
ляется"‘леммой 3 об оценке производной рациональной функции в при- 


ъ 5 > 
менении к А„ (7) и |= у„; и представляет собой сумму конечного чис- 
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й 


ла интервалов, длина каждого из которых не меньше пдес == 


па” › 
абсолютная постоянная; множество Д„ строится как сумма конечного 
числа интервалов (не больше 6.2”), содержащих вещественные нули 
производной А, (2), причем длину каждого интервала полагаем равной 
С"е 

ро", 


& т 25 
За (заметим, что вещественные нули и полюсы Д,„ (х) войдут в Л»). 


где С” — абсолютная постоянная, выбранная так, чтобы шез Д„” = 


Обозначим Р. =Р\\А„; очевидно, РЕС.Р (мы можем считать Р® 
совершенным множеством; точнее, через Ре мы обозначаем совершенную 
часть полной меры замкнутого множества Р \ А»). Рассмотрим теперь мно- 
жество, представляющее собой сумму множества Р: итех дополнительных 
кР интервалов (относительно отрезка [а, 65]), которые не пересекаются с 
множеством ЛА»; обозначим это множество через РЁ. Очевидно, дополне- 
ние Л, (относительно отрезка [а, 6]) множества В" представляет собой 
сумму конечного числа интервалов, длина каждого из которых не 


меньше а „С =шщ(С’., С”) бак как А) А»). 
п 


Таким образом, множество Р: существенно проще Рё, причем 
ео Ра 
Для ЕР. справедлива оценка (3): 


о | (3) 


2п (а--5) , 


действительно, точки 26 [а,6], которые не принадлежат Р (на Р оцен- 
ка справедлива) и в то же время принадлежат Р., расположены в тех 


дополнительных к Р интервалах, на которых функция |А„(х)| моно- 
тонна (см. построение множества Л»). 
Из леммы 3 для хеР: следует оценка 


4 пз2п 


8 (2) |< С теы во 


так как исключительное множество, где эта оценка может не выпол- 
няться, входит в дополнение к Р: (см. построение множества А»). 
Отсюда получаем: 
ние С (=) эп и Е 4 
18» (2) | < зеены” г сер: 080 (4) 
(5, >0, которое мы здесь сохранили, понадобится при доказательстве 


п 
‹ леммы 5). Пусть тепезь 2, и 15 принадлежат Р.. Докажем справедли- 
вость следующей оценки: 


С (г) 


Вл (21) = их (25) 
И от (а—й) ) 


11 — 4 


с, р. (5) 
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“При доказательстве могут представиться два случая: 
1) отрезок [21, 25] полностью принадлежит множеству р . В этом 
случае оценка (5) является непосредственным следствием теоремы Ла- 


гранжа и оценки (4); 
`2) отрезок [21, 22] содержит в себе по крайней мере один интервал, 


дополнительный к множеству Р! (так как 2., 1, ЕР.). Тогда имеем: 
‚СЕ 
9: — 28.7 пот 


и, учитывая (3), получаем: 


нае о 2 ® 
Я» (21) — Въ в | НЫ м 
21 — 22 | [21 — 22 | Я ак: 


Рассмотрим, наконец, множество Р. = а РУО». Очевидно, 


Р.СР, шез (Р\Р.)<.а, причем для 21, де ‘имеем: 


В» (21) — В» (22) С (2) , | 
утв < те, в= а... (6) 


Пусть #й > 0 — произвольное И ЯН — ЕР., |2 — |< ит- | 


такое натуральное число, что и Е ЗВ м ——. Имеем: | 
| 


|Ф (21) —$ (22) | < |2; (21) — А, (+,) | + у, (21) — Я» (24) | = 


= | А, (21) — В, (22) | + ра | (21) — В» (22) | у | В» (21) — В» (2) |. 
п=0 п=т-1 


Первую сумму оцениваем с помощью неравенства (6): 


т т 

— С 
Я |8, 2) — Я, (|< М-да |= 
п=0 п—=0 
4 


а 
сет ео ЗС. 


= С (=; ) |<, — 2. | 


Вторую сумму оцениваем, используя (3): 


В» (11) — В, (1.)| <? я бах С (2; а) а 
ки п (21) (25) | < и ОЙ ани 


Складывая оценки, получаем: |ф (21) —ф (2) | < СИ“, а следователь- 
но, и © (1; ф;Р.) < СИ", где С не зависит от Й, и так как е произволь- 
но мало, то ф(2) Е Ё(х; Р\\ 0). Лемма доказана. 

Замечание 3. С помощью несложных дополнительных построений 
(см. ниже, доказательство леммы 5) может быть доказано следующее 
утверждение, усиливающее лемму 4. 
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ЛЕММА 4’. В предположениях. леммы 4 почти всюду на Р справед- 
лива оценка 


Вы ыы И <С(а), (7) 
ЧР Г 


причем, каково бы ни было &ё>0, существует совершенное множество 
Р. СР, шез (Р\Р.) < в, на котором оценка (7) справедлива равномерно. 
ЛЕММА 5. Пусть В, (ф;Р) < НА ‚ где А>1, 60 —- произвольно 


малое число, С не зависит от п; тогда, каково бы ни было =`>0, най- 
оется совершенное множество Р.Р, шез(Р`\\ Р.)< в, такое, что для 
хЕеР. существует конечная производная фь’ (1), причем 


, С 
В, (Фь; Ре) < ван (8) 


где 00: < 6, С, не зависит от п. 

Доказательство. Заметим, что требуется доказать существова- 
ние производной функции ф(7х) в точках множества Р. по всему мно-- 
жеству Р (а не Р.); с этой целью несколько продолжим построения 
‚предыдущей леммы. Наряду с множествами ЛЬ и А» рассмотрим мно- 
жества Аи и А построенные следующим образом: каждый из интер- 
валов, составляющих множества Л’, Л’, заменим концентрическим ему 
интервалом в три раза большей длины и совокупность этих новых ин- 
тервалов обозначим через АС Аа соответственно. Имеем: Аш = БА 1 
9) А; очевидно, тез Аи: < 3. 

Исходя из множества Д„,, аналогично предыдущему, строим мно- 
жества Ри, Ра; заметим, что 


Рае шез (Р\Р.1) < 3в 
где => 0 произвольно мало. 


Пусть теперь хЕРа, х-- ВЕР. Оценим разностное отношение 


В, (#-- №) — В, (=) 
Г 


хеРи. ТА ЛЕР. 


При проведении оценки могут представиться два случая: 
1) отрезок [х, х-- #й] полностью принадлежит множеству Ре; тогда 
из оценки, соответствующей оценке (4), получаем: 


В, (+) — Я, (2) 
В 


—м С Е. 
- |< сы, 08, < 8, 


так как 6 Р’; 

2) отрезок [х, х - #] содержит точки из Ди; так как х и х-- # принад- 
лежат Р, то в этом случае отрезок [х, х + #й] обязан содержать точки из Ди. 
Пусть А —интервал, принадлежащий Д„ и имеющий непустое пересече- 


Се 
т Так как точка хеРе, то она ле. 
пот ° 


ние с [х, Хх #]; длина А 
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% 
жит вне концентрического с А РН рУров большей длины; сле- 
довательно, если обозначить длину АЕ через И. то будем иметь: 
к Се ч 
11 > п22т ) 
отсюда, аналогично соответствующей оценке предыдущей леммы, полу- 


чаем: ы ры 
В» (= - №) — В, (2) С (г) 


5 < оу, 0% (9) 


Для хЕРЕ, х-- ИЕР имеем: 


$(#-+1)—Ф(2) _ В (2+8) В, (а) > В, (2 + №) — В, (2) 
Г. А ре ь - (40) 


п=0 


Из оценки разностного отношения (9) следует, что ряд (10) сходит-_ 


ся равномерно относительно Го и, тем самым, возможен почленный пе- 


реход к пределу под знаком суммы при #—>0. Это доказывает сущест- 


вование производной ф› (2) для хеЕРа, причем 


фр (2) = В (2) + У [Вы (®) — В» (#)]. 
п—=0 
Используя оценку (4), для хЕР., получаем: 
й й - х С = А 
| Фр (2) — В мл) | < № | В, (2) |< ыы › 
Е=пт--1 
откуда следует: 


В» (фр’; Ра) < ЗАНЕЕЫТ* 


где п = Их. С не зависит от п. 
Пусть теперь п — произвольное натуральное число, ор 
Имеем: 
В. И оф 
п (Фь; Ра) < эх (Фр; 1) < К А-В) АН. 


Следовательно, оценка (8) справедлива для всех И ааые п. Лем- 
ма доказана. 


Замечание 4. Из доказательства леммы 5 непосредственно выте- 


кает, что 
Ф> (2) = Ив А’, (5), (11) 
Ко 2 


причем, каково бы ни было =>0, указывается множество 
Р.СР, ше (РР ь, 


на котором сходимость равномерная. Вместо последовательности {2} 
может быть взята любая последовательность {пх}, для которой 
пк+1/Пк > С; равенство (11) остается справедливым. 


Следствие 1. Если В, (ф; Р) < А, где 0`>0 произвольно 
п ' 
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мало, то функция ф(т) фев Уи почти всюду на множестве Р, 
причем 


$' (2) = Ш А (2), 
К—оо 
где В„ (т) — рациональная функция наилучшего приближения ф(х) 


на Р. 
4. Из результатов предыдущего пункта непосредственно вытекает 


- следующая основная теорема. 


ТЕОРЕМА 1. Если В,„($;Р)< те, 


мало, С не зависит от п, то ф(2) ЕЁ (А; Р\ 0). При А>1 функция 
Ф (5) дифференцируема почти всюду на множестве Р. 

В силу замечания 1, эта теорема может быть сформулирована 
иначе: 


ТЕОРЕМА 1". Если В„(;Р) < в бе > 0 — целое, 05а < 1, 
п 


9>0 произвольно мало, то функция $Ф(т) почти всюду на Р имеет 
конечную К-ю асимптотическую производную фо (1) (ФЕ (2 (1) =Фь (2), 
удовлетворяющую условию Липшиица порядка & внутри Р. 

При этом имеем: 


где А`>0, 6`> 0 произвольно 


Г ;- Е 
фе (2) = Пи в (2) 
7тп—оо 


где В, (12) — рациональная функция наилучшего приближения ф(х) на Р. 

Замечание 5. Теорема 1 (1”) гарантирует определенные дифферен- 
циальные свойства функции Фф(5) лишь «внутри» множества Р. В то 
же время, как было отмечено выше, никакая скорость стремления к 
нулю А,„(ф; Р) не может гарантировать сколько-нибудь «хороших» 
дифференциальных свойств функции ф(1) на всем множестве Р, точнее, 
справедливо следующее утверждение [см. (7)]: 

Каковы бы ни были множество Р (в частности, Р = а, 6]) и поло- 
жительные функции в (п) и ® (6) |0 при 8—0, существует непрерыв- 
ная функция Ф(т), хЕР, такая, что 


- (5; Ф; 
В, ($; Р) Зв (п), пики 


Отсюда и из теоремы 1, в частности для Р=[а,6] (если учесть 
соответствующие результаты о наилучших приближениях многочленами), 
следует: 

а) существуют функции, непрерывные на [а, 6], для которых Е, (ф) 
стремятся к нулю сколь угодно медленно, в то время как В» (ф) стре- 
мятся к нулю сколь угодно быстро; 

6) существуют функции, непрерывные на [а, 6], для которых поря- 
док стремления к нулю В„(ф) не выше, чем порядок стремления к ну- 
лю Ев ($). 


1 
Замечание 6. Мы установили, что порядок -—-5 стремления к ну- 
п 


лю А, (ф; Р) обеспечивает дифференцируемость $ф(2) почти всюду на Р 
(следствие 1); дополнительная скорость стремления к нулю В» (ф; Р) 
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обеспечивает дополнительную ‘гладкость ф(2) внутри Р” (теорема 1). 
Нижеследующие теоремы 2 и 3 устанавливают, как дополнительная 
скорость стремления к нулю В„(ф; Р) влияет на свойства исключитель- 
ного множества точек недифференцируемости функции Фф(х2). 

Пусть # (г) — положительная неубывающая функция положительного 
аргумента г; мера Хаусдорфа т (Р; №) определяется следующим образом: 
покроем множество Р системой интервалов Ах так, что длина Арль 
тк <=. Нижнюю грань У ® (=) по всевозможным покрытиям обозначим 

к 
через т. (Р; №). Тогда 
т (Р; ®) = Пат. (Р; #). 
=—0 


Если (г) =“, “`>0, то получаем меру Хаусдорфа порядка &; 


в частности, при & = 1 получаем линейную меру Лебега; при й (г) = — 


и: 
$. 


имеем логарифмическую меру. 
ТЕОРЕМА 2. Если В„ (ф; Р) и ‚ где А>1, 920 произвольно 
п 


мало, то мера Хаусдорфа порядка А! множества точек недифферен- 
цируемости Фф(х) равна нулю. 
В частности, при А =1 и следствие 1 леммы 5. 


ТЕОРЕМА 3. Если __ УЕ. (ф;Р) =0, то р мера. 


множества точек недифференцируемости ф (2) равна нулю. 

Доказательства теорем 2,3 аналогичны доказательству теоремы 1 и 
основываются на соответствующих оценках производных рациональных 
функций. Заметим, что теоремы 2, 3 содержательны и для множеств Р 
меры нуль. 


Поступило. 
29.Х.1959 
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С. Б. СТЕЧКИН 


О НАИЛУЧШИХ ЛАКУНАРНЫХ СИСТЕМАХ ФУНКЦИЙ 


В работе строятся и изучаются наилучшие лакунарные системы 
функций. 


Введение 


Пусть {/(5)} (Е =1,2,...) — конечная или бесконечная система 
действительных линейно независимых функций, заданная на прострав- 
стве Е с мерой п. Пусть, далее, заданы числа р>2 и М0. Систему 
{к (х)} будем называть 5 (М)-лакунарной, если /к (5) © Г? (Е) (Е =1,2,...} 
и для любого натурального М и любых действительных чисел ал, ао, ..., ам 
<праведливо неравенство 


м м 
У ав (2)| <М|] У а (2) |, (0.1) 
К=1 (р) =} (2) 


где, вообще, 
дю = {А 6 и 4=]* (а>0). 
Е 


В частности, если система {к (х)} конечна и состоит из п функций, то 
условие (0.1) можно записать в форме: 


У ан/ь (2) | <М | У ай, (#) (0.2) 
К=1 (р) К—=1 (2) 
для любых а1, а›,..., а». В случае, когдэ система {/к(2)} является 


ортонормированной, наше определение совпадает с обычным определе- 
нием 6б,-лакунарных систем [6м. (2), гл. УП] *. 

В этой работе изучается вопрос о том, при каком наименьшем зна- 
чении М = М, (п) существует система {/» (2)}, состоящая из п функций и 
удовлетворяющая условию (0.2). Очевидно, ответ на этот вопрос зависит 
«ют значения |1 (Е) и без ограничения общности можно предположить, что 


и (Е) = 1. 


* Точнее, бр =? (М). 
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Мы показываем здесь, что при соблюдении этой нормировки 


1 
ИЯ 5 
Е Ат в (п= 
№, (п) = Ут(®ЕР) Ив (п=2), (0.3) 
` 2 
строим систему функций {ол (5)} (К =1,2,..., п), для которой М при- 


нимает значение М» (п), и изучаем некоторые свойства этой наилуч- 
шей лакунарной системы. 

Кроме того, в работе устанавливается, что при р =2т (т =2,3,...) 
известная система Радемахера является одной из наилучших лакунар- 
ных систем среди всевозможных бесконечных систем функций *. 
Вопрос о том, обладает ли система Радемахера этим свойством для 
других р>2, остается открытым. ` 


8 1. Новая `лакунарная система функций 


Пусть В» есть п-мерное эвклидово пространство, состоящее из точек 


м : 
о, о Я 2 = 1) — единичная сфера этого простран- 
х 1 
ства и 


п 
2 


2п 
г(з) 


в, = (1.1) 


— площадь сферы 5„. Обозначим через 4с элемент площади сферы 9® 


5 46 ый 
и на множестве Е, =, с мерой 45 = „_ Построим систему п линейно 


п 


независимых функций 
“1 (5), @2 (5), ..., би (5) (36 Е„), 
полагая в точке $ = (11, 1.,...,2„) @к(5) = як. Таким образом, 
{их (5$)} (К=1,2,..., п) 


есть система направляющих косинусов внешней нормали п (5) к сфере 5 
в точке 5. 


ъ 


Очевидно, система {ах (5)} (К =1,2,..., п) ортогональна. Кроме того, 


поскольку значение интеграла 


\ ое (5) 45 
Е 
не зависит от ки 


№ \ 2 (5) 45 = я 2845 = \ 48: ==; 
К=1 Ей 7 п Ж= Еп 
имеем: 
1 


феи (5) |») = ( 3 (5) 4} * м .,п). 


п 


* Этот результат принадлежит Л. В. Тайкову, 
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Покажем, что система {як (5)} является 5›(М)-лакунарной для лю- 
бого р>>2, и подсчитаем для нее соответствующую константу лаку- 
нарности М. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть о Тогда для любых чисел ал, а5,..., бт 
справедливо равенство 


у акк м = КР у ак их ($) я (1.2) 
и. К—1 в К (Ро) 
К ит) :. (1.3) 
| уже 


Доказательство. Прежде всего подсчитаем, интеграл \ | 2ь | 45 
Ей 
‚ при р>0, п>2. Так как 


ЕР аж... 47, 
ва |2 | 
то 
2 (пи) 1 Е 
\ 8 == те \ А 2] ах Ах 
ы ">" 2 < а 


откуда, по формуле Лиувилля [см. ыы $ 650], получаем: 


©—1 


1 
\ [= Ой 2 д. 
\ 


ЕЕ 
Подставляя в это равенство значение „ из (1.1) ‘и учитывая, что 


т Аа аи) 


7—2 (1 —г:) * а 


2 п-|Р } 
у 
находим: 
(ег (2) 
выра = Утро (20, "22. (1.9 
к (“>”) 
Подсчитаем теперь величину > акк (5) | при р>0, п>2. Для 
К=1 (р) 

этого заметим, что если а = (а1, а»,..., ал), то 


у ак@х (5) = (а, п (5)). 


К=1 
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Отсюда видно, что 


|; ах бк || 


= 1, "($)Р4& 


(р) Епт 


не зависит от направления вектора а, а зависит лишь от его длины. 
Следовательно, . 


Ук =1аР | ел) 4% 


К (р) Ей 


где е„— единичный вектор по оси 2, т. е. 
№ 
2 


У на) : - [У а] \ [5% [2 @5, 


&—1 (р) К—=1 Еп 


откуда, в силу (1.4) имеем: 


п еь и п ра 
Уна (5) | = а 15% 2 


К=1 


(р) 
п 

—Кь (п) {> а] ®>2). 
И 

Сопоставляя эти равенства для ро и р, получаем: 


Кр (п) 


Е —@®) 2 ак бк (5) (п = 2). : 
р (ро) 
Поскольку в случае п =1 результат тривиален, теорема доказана. 
Так как К, (п) = 1, тд, в частности, 
ие 
Уно (5) | = К» (п) Уп | Мака (5) (р>0). (1.5) 
К=1 (р) #=1 (2) 
Эта формула показывает, что система {ах (5)} (К =1,2,..., п) обладает 


следующим замечательным свойством: норма любого полинома по систе- 
ме {ах ($)} в смысле ГЛ (Е„) (р> 0) однозначно определяется его нормой 
в метрике [2 (Е„). . 


$ 2. Подечет М» (п) 


* 
В этом параграфе определяется точное значение константы М» (п). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть функции }. (1) (Е =1,2,...,п) линейно незави- 
симы, р>0, ], (1) 61? (Е), и(Е) =1. Если для любых чисел ал, аз,...,@в. 
справедливо неравенство 

У а (1)| «М» (п) | Ха, (2) (2.1) 
&=1 (р) К=1 (2) 
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для некоторого р>2, то 


(п) 
М» (п)> т (*). = К» (п) Уп. (2.2) 
Если же для любых ал, аз,..., а, справедливо неравенство 
У а (2) | >Мр(п)|| У аль (2) (2.3) 
К (р) и (2) 


для некоторого р, 0% р<2, то 


(п) 
Мр (п) < = = Кр (п) Уп. (2.4) 
Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 
АУ =1, Л О-Ю и Уч=й. (2.5) 
= 
В этом случае 
п 
Ук | =№ 
—1 (2) 
и неравенство (2.1) принимает вид: 
ъ у 
| <М,® (Учеь р>2), 
К=1 (р) К=1 
т. е 
п р 
Вах У ал (1) | <МЬ (п). 
5 ааа 1—1 (р) 
К—=1 


Для оценки М» (п) снизу замечаем, что 


у акк (5) з 


п 
у а =1 #1 (р) ы ва =1 В 
К=1 К=1 


а 


Е, 


У вай (| аз 


К=1 


пах = ты 


т 


У а (5) /* (8) 


К=1 


р 
‘ах 4$, 


где Ем и ок (5) (К =1,2,...,п) имеют тот же смысл, что ив $1. По- 
следний интеграл легко вычисляется. Меняя порядок интегрирования, 


получаем: 
р 
\ \ ах 4$ = ) в 


Е, Е 


п 


У! ®* (5) /* (2) 


К=1 


> Дк (1) ах ($) Ш 4х = 


2 
2 


- {ле 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 3 


2 |(е(2), п (5)) 4, 


Епт 
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ЕЕ 


где е (2) — единичный вектор, имеющий то же направление, что и век- 
тор / (2) = {1 (2),..., м (2)}. Но последний интеграл уже был вычислен 


в $ 1. Именно, 
гр 
16 @), Ра = вы = №). 


Отсюда получаем: 


= 


шах 


в 

>> = 
э, 
Х=1 


У! вы @) р >КЬ ( у лере 


И (р) К=1 


Но, поскольку и (Е) =1 ир>2, 


Таким образом, окончательно, 


у 


> ак]ь (5) 


К=1 


> К» (п) Уп к” >23. 


М» (п)> шах 
ъ 
Х @=1 
в" 


(р) 


Аналогично рассматривается случай О«%р«2. Мы имеем, при вы- 
полнении условий (2.5): 


М» (п) < п ‚|2 ан] (т) 
>; а? К=1 (р) 
К=1 
Но 
и п р % р 
пода р анль (®)| <\\| Уж р) | 424 = 
у а? Е (р) В Е | К—ы 
К=1 


р. 


= 10), пора = {5} ЛЫ КВ < 


У Е = 


ь> [3 


< Улов] ф-но) 0<р<2) 
Е 


—1 


=> 


откуда следует: 


Мр (п) < Кр Ут = Же ‘(0<р<2), 


и теорема доказана. 
Сопоставляя теоремы 1 и 2, получаем: 


М, (п) = ша Мр (п) = де = Кр (п) Уп (р> 2) 
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Кр (п) 


М, (п) = шах М, (п) — Де). = К») Уп (0<р<2). 


| | у ы 
’ Экстремальной системой является, в частности, построенная в $ 1 си- 
’  стема направляющих косинусов нормалей к сфере 5. 

| 


* 
$3. Исследование константы М» (п) 


Исследуем асимптотическое поведение константы 


1 
гг 
Мр (п) =: Уп (р>0, (3.1) 
| Уяг ее 
когда один или оба параметра р ип неограниченно возрастают. 


1) Случай ро. Пусть р, а п=п(р)>1 меняется произ- 
вольно. Применяя формулу Стирлинга, получаем: 


© 


т ( р )}" =У = ь 


ге =" $, 
керев ® с" 


1 1 
эр Эр 

1< (4-2) <И+Р” 1 (>), 

то | 
. ЕТ 
мт = (1+2) ® (>). (3.2) 
В частности, 
мт = 2 при р-> оо, = —0, 
1--а 


М» (п) = (1 + а) = Ур при р-> со, > ->а> У, 


М» (п) =Уп при р — оо. 


Например, если п фиксировано, а р-> оо, то 


М* (п) = Ил. 
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- | 
2) Случай п-> о, р фиксировано. Применяя формулу Стир- 
линга, убеждаемся, что 


В 
т (2 1 т 
и (р>0). (3 
Отсюда следует: 
М» = У - (р— оо). (3.4). 


Кроме того, заметим, что при т = 2, 3,... 


= У 
1 | „в | 
к т = = | (2т)! рощ \ 3.5 
=? а | Эту ] ( 2) 
а при р=1 рь 
м. =У =. (3.6) 


Формула (3.3) показывает, что для любой бесконечной системы 


{Тк (2)} 


Г Р-+1 > : 
м, >? [> (в>2) (3.7) 
и, точно так же, 
Г Р-1 7 
кие) (0<р<2). (3.8) 


$ 4. Приложения 


В этом параграфе полученные выше результаты прилагаются к изу- 
чению свойств нескольких классических лакунарных систем функций. 

1) Система Радемахера. Пусть {ф,(#} (%=0,1,2,...) есть 
система Радемахера на отрезке [0, 1] и 


уе< со. 


У=0 


Согласно неравенству Хинчина [см. (*), $ 5.5], если 


1 (1) = У} с, (0, 
то вы 
Иыь < [ати Мю в =2, 325. (4.1) 
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Это неравенство показывает, что система Радемахера является 
5,-лакунарной для любого р>2 и что для нее 


И 
М т 2,3,.. (4.2) 


мые А 2”ии 


Сопоставляя эту формулу с формулой (3.5), убеждаемся, что. 


Мт = М.и. 


Таким образом, для системы Радемахера константа Ми имеет наи- 
меньшее возможное значение; в частности, константа в неравенстве Хин- 
чина не может быть улучшена. | 

2) Лакунарные тригонометрические системы. Пусть 
т — натуральное число. Если возрастающая последовательность нату- 
ральных чисел п:, п.,....,Пд,... обладает тем свойством, что всякое 
натуральное М не более чем одним способом представляется в форме 


К) = Рапь, - Йопк, -.. .} 


где Пк < пк,<..., й, - натуральные числа и +. |... =т, то бу- 
дем писать {и} @В„. Тригонометрическую систему вида {с03 пкх, 1 их}, 
где {их} СВ», будем называть системой класса А” Как хорошо из- 
вестно [см. (1), $ 9.601], если {пк} Е Ви, 


1 (+) — у (ах с08 пах -- Вх т пл) 
и | "т 
$ (а Е) < о, 
У) о) ЗИ т" |1 |, (4.3) 


где, в соответствии с нашей нормировкой | (Е) =1, 


эз | = 


ее = я} Рай  ФР1. 


о 


и | п 
Гаким образом, тригонометрическая система класса А” является 
5.т-лакунарной, и для нее 


1 
М.и = И? (т!)?". 3 (4.4) 
Заметим, что 

р т 

102% т (т |3) 2" 
п, из...) (4.5) 

[(2т/) ры 
127 ии Г 


и, следовательно, 
о * 
М.= И? М. 
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Отсюда вытекает, что константа в неравенстве (4.3) является точной 
в’ смысле порядка и не может быть улучшена больше чем в И2 раг 
ни для какой последовательности {пк}. Кроме того, при т -> со 


му > р 


Сравнивая эту формулу с формулой (3.4), выводим, что при больших т 
тригонометрические системы класса Л“ являются, в ‘смысле значения 
М.и, близкими к наилучшим. Исходя из этого, нетрудно построить та- 
кую тригонометрическую систему, не зависящую от т, для которой 


М 
а 


ЕО +5 
3) Лакунарные системы показательных функций. 
До сих пор мы все время рассматривали случай действительных систем 
и действительных коэффициентов. Покажем на примере, что в ком- 
плексном случае результаты должны иметь другой вид. Рассмотрим 
систему {е"**}, где {пк} Е Ви для некоторого целого т>2. Тогда, как 
хорошо известно [см. (1), $ 9.601], если 


Е (г) = > с (|< 4) 
Е=1 


и 
> |ск | © со, 
то 
А ту < 9" | (4.6) 
где . 


ПР, = и ее" 2>1.. 


Таким образом, здесь 
С 
М = (т!)" 


и, в силу (4.5), эта константа меньше, чем М,„ в действительном слу- 

чае. Поэтому при т =2, 3,... соответствующая наилучшая константа 
* 

в комплексном случае отлична от М:„.- Мы не занимались подсчетом 

этой новой константы. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии наук СССР 7. [Х. 1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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А. ГУСЕВ 


ФУНКЦИОНАЛЫ ПРОИЗВОДНЫХ ОТ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО 
ПОЛИНОМА И ТЕОРЕМА В. А. МАРКОВА 


В работе дается приложение метода функционалов к исследованию 
точной верхней грани множества производных #-го порядка от алгебраи- 
ческого полинома в каждой точке сегмента [0,1]. Приводится другое до- 
казательство неравенства В. А. Маркова и устанавливаются некоторые 


новые результаты. | 
Теорема В. А. Маркова (1) дает оценку производной любого поряд- 
ка К < п от алтебраического полинома Р, (5): если 


шах | Р, (2) | = М, (1) 
[-1,1] 
то 
р® ЕЕ) ране) мые 
р 3... 8—8 РАН 


Новые, более простые доказательства этой теоремы были даны С. Н. Берн- 
штейном (2), а также Шеффером и Даффином (3). 

Метод функционалов, разработанный Е. В. Вороновской (“) — (°), 
позволяет исследовать данный вопрос значительно полнее, чем в рабо- 
тах (?) и (3), и значительно короче; чем в работе (!). 

Случай К =1 был исследован Е. В. Вороновской (7). В настоящей 
работе результаты, полученные в работе (7) для первой производной, 
распространяются на производные высших порядков; терминология, 
принятая в работе (7), здесь полностью сохраняется. 

Будем рассматривать сегмент [0,1] (для метода функционалов это 


удобнее). Тогда формула (2) примет вид: 


к — 43 та | ; 
шах 12% (| А Мы, п= Мо, 57® (4), (2) 
м не 


где 
Мо, 11 = Е |Р,(х)|, Т» (2) = созп агс с08 (25 — 1). 


Будем истолковывать К-ю производную от Р„(2) в некоторой любой 
точке & как линейный функционал Е*®, заданный конечной последо- 
вательностью (или отрезком) 


7 п—К 
(= — 0, 0:, бор) бт К (К - 1)! Е. ве @— в Е {8 


(& =1,2,..., п; — 0 << о) 
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на множестве полиномов {Р, (1)} не выше п-й степени, так что 
Е® (2) =0 при ё=0,1,..., К—1, 


: .| = 
В ® (2) — пи Е К 


при #=А, К-+У,..., т 
Е [Р„ (2) = Р® (Е). 


Ввиду конечвомерности пространства {Р„ (2)}, для любого Ё существует 
полином 0„(х, Е), называемый экстремальным или обслуживающим, 
такой, что при 

тах | О„(2, 5)|=1 

Го, 1] 


(приведенный полином) имеет место равенство 
ИЕ (Е) ТО: 
где №» (Е) — норма функционала (3). Имеем: 


шах | Р®” (8) 1 < Мь, МЕ ТО Ориеет, 


Это неравенство является уточнением неравенства В. А. Маркова (2’). 
Таким образом, задача состоит в изучении экстремального полинома и 
нормы функционала (3). 
Замечание 1. Обозначив |*) = м®, составим таблицу разностей 
(®’,) отрезка (3), где 
к = Ию  — дю : 
Вр рю Неро 
мы получим: 


(0?) = 05. бо бы, с, (1% +1)! @—®),... 


—4) п! 5. 
Варе 


Этот функционал имеет ту же норму [см. (4)], что и (3). Следовательно, 
№ (Е) =№@—9 Е фе. (4) 


Замечание 2. При Ё< 0 отрезок (3) имеет чередующиеся знаки, 
следовательно, 


О» (2, 5) = + Т. @®), 
О» (<, = — 2), “ 


если К -{ 1 =п (то4 2). Ввиду (4), при любом Ё вне [0,1] имеем: 


0 (, = ТГ, (1), №®=1|Т%(®)| &=1 2... п). 


если Ё = (то4 2), и 


Напомним необходимый и достаточный критерий того, чтобы данный 


ы эн 
приведенный полином Г. (2) (тах | Г, (2) | =1) с распределением (5, 
[0, 1] 
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АИ нат 
стремальным для любого данного отрезка (и;)о. Этот критерий экстре- 
мальности состоит в следующем [см. (7)]: система п 1 уравнений с $ 
неизвестными д; вида 


ба и 0, о, в) Ув 
ыы 
удовлетворяет условиям: 1) она совместна и 2) решается в таких зна- 
ках, что либо зрпб; = Г, (0;), либо д; =0 (однако не все). 
ТЕОРЕМА 1. На сегменте [0,1] имеется.п— Е -1 чебышевских 


сегментов [04®, В] (К =1, 2,..., п =1, 2,..., пъК- 1), в точках 
которых функционал (3) обслуживается одним из полиномов ЕТ, (1). 
Границы сегментов: о®, 0®), ,.., 9), — корни уравнения 

@ (== — 

Е -" о 

4х г 
и о®) = 0; В®), В®,..., В®, — корни уравнения 

а (вы) 

ах Е 


, т 
и В а == 1; здесь Аида (5) = П (1 — т;) — резольвента полинома Т»(х), 
1=0 
а (т: — его узлы, т. е. точки отклонения. 
Доказательство. Применим критерий эксуремальности к Д-, (2) = 
= +7, (2). В этом случае $ =п-Е 1 и условие 1) отпадает, а условие 2). 
состоит в том, что ду, 01,..., д, имеют чередующиеся знаки. Система (У) 
имеет вид (для отрезка (3)) 


11 ди = 0 И и 


| р 
Хам иг О 


и решение ее дается формулой 


ии, Е с (5) 
р а. 
17 
Для дальнейшего нам понадобятся следующие три леммы В. А. Мар- 
кова (1). 


ЛЕММА 1. Если уравнение С, (х) = 1 - а" --... ах + а; =0 
не имеет комплексных корней, то при любом К<$ имеет место нера- 


венство 
[6 (®Г — 6 ^ (в.в > 0 


для всех вещественных х, исключая корни уравнения С.(х) =0 кратно- 
сти выше К. 
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5 


ЛЕММА 2. Пусть С (2) = П (1—1) (2к + 1}, 2 — корень уравнения 


а = 
3® (1) =0и | 
| и | 


9 


тогда все числа а® (2), а®) В. с® (2), ие (2) одинаковых знаков. 
ЛЕММА 3. Пусть ‚| 


8 
(2) =А. [ @—&), Н®-В. 162% (А>0, В>0) 
4=1 1—1 
нак ь<а<...«Ь а. Тогда ‘если С® (2) =0, то 
С 
"С (2) 2) >0. 

Следствие. Из леммы 3 непосредственно следует, что корни урав- 
нений С° (1) = 0 и Н® (х) =0 перемежаются. Последнее утверждение 
справедливо и тогда, когда степени С (5) и Н (5) разнятся на единицу 
{корни С (5) и Н (5) взаимно разделены). 

Обозначим через Ф; (5) полином 


Ви 
На (2) 
—к к к 
и через 1%, Е®,,..., Е"ко — корни ФФ (2); тогда 56. = о ной и 9, = 
== в; через 9%), 909, .3 ОР обозначим корни Во (<). Из резуль- 


татов Е. В. Вороповокой для К =1 [см. (7)] следует, что для корней 
Ф, (1), Ф, (х),..., Ф. (1) и В„-, (1) справедливы неравенства: 


7) = 90 < В = Бо. и Е. а Е ыы т 90 —. В => а 
<. ва <. ках 
ах Е аа (1) хе 4. 


а следствие из леммы 3 к каждой паре полиномов Ф, (5), 
Ф, (2),..., Ф, (7), Ва (1), м что и для корней производных 
К-го ан Ф® (2), ФП (2),..., Ф® (2), В®}. (1) справедливы анало- 
гичные неравенства: 


и 
а нь <... << 9, <, <. 
а, <, <, <, са, <... < Е 

и Ь 
Таким образом, внутри каждого сегмента вида 
[64°), ВР =, ла ово © 


находится по одному корню и (1), а каждая из производных Ф®) (т), 
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Ф® ето (1) своего знака не меняет. Применяя лемму 2 к поли- 
номам Ка 1 т Фар (2), приходим к выводу, что все числа 
Ф® (9), ` (6%), . Ф® (6^?) одинаковых знаков (плюс приё = п — 
АУ, п 1, а: .., и минус при =п— К, пк — 2, 
п_К—4,...). Отсюда следует, что если Е [а® ‚ В*?], то все числа 
Ф® (Е), Ф® у Ф® (Е) одинаковых знаков, причем при &=оа® 
и з, а 81 =41,2,.. 
..п— А) только Ф® (Е) =0. Обращаясь к формуле (5), мы видим, 
что д, д1,..., 6, имеют чередующиеся знаки, и условие 2) критерия 


выполнено, если ЕЁ6[0®, В]. На левых границах (а) ра выбы- 
вает нагрузка д, узла т, =0, т. е. 6 =0, а на правых границах 
мае — нагрузка 6, узла т, =1, т. е 6, =0, следовательно, в этих 
точках обслуживание функционала Ё” полиномами +Т,(2) заканчи- 
вается (или начинается) [см. (“), (5)]. 

Итак, в сегментах о: ям Во] ... функционал РИ 


обслуживаьтся полиномом - Т, (5), а в сегментах [29 . Ве, СЫ 


Ве ТЯ, .. ; — Полиномом — ТГ, (5). В случае К = п формула (5) имеет вид: 


5; = Соя. (=0, ом), 


Пеу- я 


++) 


и при &6[0,1] функционал Ё“”” обслуживается поливомом + Т, (2). 
Теорема 1 доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Между чебышевскими сегментами находятся откры- 
тые золотаревские`интервалы (81, а) О а Е 
..П— К), в точках которых функционал (3) обслуживается всеми полино- 
мами паспорта [п, п, 0]* (обозначим их через О„(х, 9)) и только ими, 
причем каждым из них в той точке каждого интервала, в которой 


к 
лы] Шо, 
дх == 

= 
— + 
Здесь В» (т, 9) = 1 (х — 6;) — резольвента полинома О. (х, 9), (5:)1 — его 


3—1 
распределение, 9 — переменный старший коэффициент полиномов О (х, 9) 


ее ть «< К &< 2 


Дока в ательство. Пусть Г (5) — какой-нибудь полином паспорта 


т, п, 0], ( ), — его распределение и 


В, (2) = Пе-э- 2 


4=1 


— его резольвента, и пусть & — корень уравнения В (х) =0. Убедим- 
ся, что [»(1) обслуживает функционал Е". Первые п уравнений си. 


* См. (6). 
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еее енНЕЕеНН- ЕЕ ет нии оо ИИА 


стемы (У) в этом случае имеют вид: 


1—к С: 
У 551 = рт (=Е К+1,....п— 1), 
и решение дается формулой 


А О ] 2 (== ио. вв); 
8; = ет А (7 ) 


8+7 


Условие 2) критерия экстремальности выполнено, так как, согласно 
лемме 2, все числа 


12а * (Ев (2) 
о В ыы 


о 


одинаковых знаков. Условие 1) критерия, требующее, чтобы и 


(п А Не - > д, 1’ 


#=1 


т. е. условие совместности всей системы (У), дает равенство: 


Р® [В, (2) = В® (&) = $ > 8,01 = ‚ д, В„ (с;) =0 


=1 


т. е. А (Е) =0, что выполнено в точке Ё и ни в какой другой. 

Итак, каждый полином [,, (5) обслуживает Е ровно`в п — точ- 
ках — корнях В“ ыы = 0, расположенных по одной в каждом интервале 
м о С, К рае 

Если из множества {0О,„(х, 9)} исключить содержащиеся в нем чебы- 
шевские трансформации - Т, (%5) и ЕТ, (\1 — 2), то оставшиеся поли- 
номы образуют множество, с точностью до множителя тождественное 
полиномам Е. И. Золотарева (8), выраженным им через эллиптические 
функции; обозначим их через 7, (х, 9). 


Так как на границах ( Я аи (а т функционал Е® теряет 
нагрузку соответственно в узлах т, =1 (6, =0) и ъ=0 (5, =0), то 


® к к 

в (В, (1) обслуживание передается при а Е от В” К) 
Орел лат о, для определенности, что в сегменте [а®, и функцио- 
нал Ри . обслуживается полиномом -| Т, (2)) в такой последовательности: 


+ 7,6 (о << 1), 2ы» (0560 ее т, 


— Тя (®), С) 2. Ого 


‚ФУНКЦИОНАЛЫ ПРОИЗВОДНЫХ 373 


без единого пропуска, согласно теореме о непрерывной деформации 
[ем. (4), (5)], и без повторения до превращения экстремального поли- 
нома в —Т, (2) в точке а. 

Теорема 2 доказана. 

Таким образом, если Ет — множество точек чебышевских сегментов, 
а К, — его дополнение до [0,1], то для приведенных полиномов имеют 
место неравенства: 


® 17% (&) | = № (Е) при ЕЕ Ет, 
ры © < 1 (Е,0)|=Л+ (©) при ЕЕЕ. 


где зависимость между 9: и Ё, согласно теореме 2, задается уравне- 
нием 
"п, (5, $) 
= 0. 6 
р. (6) 
Норма №, (Е) — непрерывная функция от Е. 
ТЕОРЕМА 3. В каждом внутреннем чебышевском сегменте норма № (Е) 
достигает один раз максимума 


шах №, (5) = № (т), 
Соб, 4] 


е.(11 Ан = Я — корни уравнения т (2) =0; в двух ‘крайних чебышев- 
ских сегментах норма М№к (ЕЁ) монотонно убывает от границ [0,1] внутрь. 

Доказательство. Теорема 3 Е. В. Вороновской (7) устанавли- 
вает, что, корни [оды полинома УВЕ (2) лежат по одному в каждом 
внутреннем сегменте [0/9 в] ((=2,3,...,п— 1). Применяя следствие 
из леммы 3 В. А. Маркова к каждой паре полиномов _Фь (2), Т» (2), 
Ф, (2), убеждаемся, что при любом А<птр—2 корни пр полинома 
т (2) лежат по одному в каждом внутреннем сегменте [2,8 
(1=2,3,....п— А). Отсюда следует, чтов каждом внутреннем чебышев- 
ском сегменте норма №» (Ё) один раз достигает максимума, а в крайних 
чебышевских сегментах М, (ЕЁ) монотонно убывает от границ [0,1] внутрь, 
что и требовалось доказать. 

Замечание. Если К=п (1042), то существует чебышевский 
сегмент 

СЗ ре а] 


э о 


со ержащий точку ё = ры 8 


о - 


Перейдем к изучению нормы №, (Ё) на золотаревских интервалах. 

к) 
В каждом интервале (В р. а!) существует одна | только одна точка 
к (1=1,2,...,п—^), в которой функционал и обслуживается од- 


* пк 
ним из полиномов - Т„_ (2). Точки (Ё к), находятся как корни урав- 


т® я о (п? — 1?)... (п —К— 2) ‘при п нечетном, 
й 2? (п? — 2)... (п? —К—2°) при п четном. 
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нения В®) (2) =0, где В„ (2) — резольвента Т„_1 (2). Назовем (ВЕ 
и ИН а) соответственно левой и правой частью интервала (В), м). 
ТЕОРЕМА 4. В интервале (8®, 0%.) (&=1,2,...,п— Ю) норма М» (Е) 
изменяется монотонно в каждой точке Ё, в которой (К -- 1)-я производ- 
ная экстремального полинома не обращается в нуль. 
Доказательство. Положим, для определенности, что при & = В 
экстремальным полиномом является полином -|- ТГ» (2). Тогда в некото- 
ром интервале (8, д“), в Ее А® и Е экстремальными являются 
чебышевские трансформации Т» (%2) (см. теорему 2). Имеем: 


№ (&) = Т® (№). м 


[80° 
ен 


№ (Е) = — КТ (%) . 


К 


действительно, величина Т® (\Ё). У должна дать максимум по у, т. е. 


ТН (УЕ) ЕТО м 1 =0, 


или 


ТЕН (УЕ) - УЕ -- КТ (м) = 0, 


у В(®) в(®) 
откуда следует, что %Ё = с0опз%. Таким образом, \ = и : д 


в 
ее 


норма №» (Ё) в (В, А) убывает. Для остальных чебышевских транс- 
формаций монотонность нормы доказывается аналогично. 
Итак, остается доказать теорему для той части интервала (В, а). 
в которой экстремальными являются полиномы 7, (, 9). Пусть А® < 
<Е«Ец: тогда 2, (т, ®) обслуживает Е, 
№ (1) = [2% (2, 9%.) 


Х=Е, › 


[8% (2, 9) 6 = 0, 


Х=Е: 
где А„ (т, 9:,) — резольвента полинома 7 (5, 9=,) (см. теорему 2). Имеем: 
912 (Е, 9) 0", (Е, 9) 28 

М» (5) = — дн г аЁ ` 
Е 9ЕКд% $ 


Используя основную зависимость, связывающую полином Золотарева. 
с его резольвентой, 


92, (5, 9) 
о = А, (Е, 8) 


[см. (“), (°)], получаем: 


812, (Е, 9) ‚о Во 
т 
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Следовательно, 
} 911 (Е, $) 9* В, (Е, 9) 46 
мо = (не) (7.9) и 
5 ЕЕ 95 ЕЕ: 
ВР. ВЕ 


Теорема 4 доказана. 
Замечание. Норма М, (&) имеет непрерывную производную М, (Е). 
Действительно, 


Виа № (8) = № (8 — 0) = 7 (В) 


8 ® 0 
И 
Ни М (Е) = № (8% +0) = — 5 7® (8 ®). 
>В 0 в 
Так как 
ве 
А® = * 
2” 
©08 2% 
и 
2 т И 60а =) = Т„(1с08? 55) : 
то 
Ви № (8) = МАЮ 0) = вов =. м. Те (В) 
=> А) 
И 


со? (+1) 5: 


К 
= А у В( ) 


Используя зависимость 
р в) ок в ок 
То (9) В + КТО (в) =0 


(см. т‘орему 4), убеждаемся, что 


№ (В? — 0) = № (8 + 0) 


№: (А — 0) = № (А® + 0). 


Из симметрии нормы (см. формулу (4)) выводим непрерывность № (> 
в точках (2) М и (1— АЮ)-®. В остальных точках непрерывность. 
№» (Е) очевидна. 

Найдем выражение для второй производной от нормы И (Е) в ин-. 
тервале (а к). Так как 


№ (Е) = КИ (Е, 85), 
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ры оо ННОВа 


то 


и. 4$ 
= 2%? (6, 6) + АР, 


Продифференцируем по & уравнение (6): 


98 (Е, 8). 48 
В+ (Е, 9) -& 5 —- 5 аЕ = 0, 

откуда получаем: 

. 4% т Во (Е, ©) 

4 ЭВ“) (Е, $) 
9$ 

к 98 (х, 9) гр 

Найдем ЭХ Гак как 


В» (т, 9) == П [2 — 6+ (9)], 


= 
то 
ЭК, (2,3) С 45 
—55_= У 5 - Ва (=, %), 
`де 
В, (=, $) 
В; (т, 9) — == : 


Кроме того, между полиномом 2, (5х, 9) и его резольвентой имеется еще 
такая зависимость [см. ($)]: 


п (5 — ^) В, (1, 9) =2(2—1) 2, (5, 9), (7) 
где ^ — корень я. (х, 9), лежащий вне [0,1]. 
Продифференцировав равенство (7) по ®, получим: 


В) (=, $) 


п (№) В, (и, 9) — п0А, (2 3) 2% ое) 


2 Н 8 _ 


=#(2 — 1) 1(=—1) Вл (=, ее УВ 9). 


1=1 
Подставив в крайние части последнего равенства х = с;, найдем: 
98 ыы $) 
п) (<; — ^) ее: 230$ (с: => 1) В; (с:, 9). 
Но 


ЭВ, (с,, 9) 45; 
тт а т - В, (с, 9), 
поэтому 
45; 6; (1 —5;) 
28 — 5 —№ 
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и 
ОВ, (х, 9) 6; (6; —1) 
—55 = 2 ма А ©. 
Итак, 
9 _ _ кт -. $) 


9 быт 


=  9— : 


> но (5, ° 


Введем следующие обозначения: 


6; (6; 

ф (2, 9) = а В; (х, 9) 
п . 

И 


а В; (х, $ 
уп 


6: — А 
= 


тогда имеем: 


ф(2, 9) = > (и —1 Л) Вх, 6) + — 1 ф(о, 9) = 
1=1 


= — У (#— в А, (2, ) +а—1+^№ УВ, 0) + А (А —1) (а, 9) = 


+= 1—1 
= —п А, (2, 9) + (&— 1+ Л) В, (х, 9) + ^ (^ — 1) 1 (5, 9). ‚ № (8) 
Положим 
х (2, 9) = (—^)ф(т, 5); 
тогда 


Х, (1, 9) а (5: ^)ф (+, 9) — В; (+, 9), х (^, 9) == 0, 
откуда ясно, что 
| ’ В, (^, 3) 
Хх (т, 9) = (2 — ^)ф (5, 9) = В, (2,9) — 05“ (х, 9). (9) 


ТЕОРЕМА 5. В каждом торе м Е ЕРЧСЕ норма №к (Е) до- 
стигает один раз минимума в точке ЕЁ = Е, в которой 2 (5,0: =0, 
причем 


№ (Е) = шо № (& <1Т®. (Е | 
(ВА), а) 
1 - 


(=1,0,....пП АА =10,.. п). 
Если В > 5 , то В < в < Е села о, <, то Нл М о, 
м Пусть ОЕ, 9.) = 0, где ао 


Продифференцируем по х равенство (7) К 1 раз, после чего подставим 
в него х=Ё, 9 = 9%, = 9.5; тогда, учитывая, что В * (о; 9) =би 


АТ (Е°, 9) = 0, получим: 
по (Ев — ^) ВР? (Е, 80) = 8% (&% — 1) 2% (Ев, @о) + (К -- 1) 2% (Е, 8). 
(10) 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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а - 


Продифференцируем теперь (8) и (9) пох К раз, после чего подставим 
= и 9 = 9.; тогда получим:. 


9 (Е, 60) = (&№— ^) $°® (Ев, 90) ФА (Е, 90) = Но, 6), 


откуда. следует: 


В (Е, 90) — КФА (Е, 90) | 


и в | 
и, значит, | 
о (Е 80) = &%— 1-5 А) В 6, 60) + | 
+А(А—1) К ре $ (6,69) _ 
о ее, ое Е 8, о 
Так как 


М) = ИЕ в) + Вы) (6) = 


по ВТУ (о, 90) 


$ о 89 
вето (Е, 9) 


= 2? (Еъ, 9.) — 


’ 


то, используя (10) и (11), находим: 


1 (Е, 00) 21 (Её, 9) 
Вот (о, 9) 2® (Ес› о) 


0 (&—14) КА(А—4) 4 (Е 60) 
А о ША ` а (Ес, Фо) 


+1 —1 
К (Е, 0) АА — 1) 


№ (50) = = . (12) 


Полученная формула аналогична формуле (118) работы В. А. Маркова (9 
Величина 


Бе МО. 9 — 9 № о 
&—^ в—^. „ПР бы 


Е. (и). 


т как при возрастании ЕЁ от А® до Зе 9 монотонно убывает и 
<; далее, 

РК (4,90) 

О ео 


по лемме 1 В. А. Маркова, и 


1 (Е, 90) 
ВОО, 6.) . < 0 2 


по лемме 3 В. А. Маркова. Итак, № о) и о (Е, 95) = М» (&) имеют 


ФУНКЦИОНАЛЫ ПРОИЗВОДНЫХ 379 


одинаковые знаки. Следовательно, если верно допущение 


2% (Е, 9.) = 0, 


то 


Мк (50) = што № (5), 
(ВС), а(®) 
р а1 


причем таких точек & не может быть больше одной в каждом золота- 


ревском интервале. Докажем, что существует одна такая точка в каж- 


дом (8, а). Мы имеем: 


("— 1) 23 А, (2) ==(@#—1)Т,_, (а), 
где А„ (5) — резольвента Т„_, (5). Продифференцировав А раз последнее 
равенство, получим: 


(п— 1) 27" 3 А (2) =2(#— 1) 7% (2) 5% (25 — 1) ТР (+) 


ЕЕ ТЬ (2). 
Кроме того, 


(1 — Те (2) — (2% — 1) (2 — 5) 7%. (2) + 
ее А-В (0, 


* 
Подставляя в последние два р. Я == Бык и учитывая при этом, 
что В (Е! к) =0, а затем исключая ТОО (Е: к), найдем: 


Нат + ТАН (вл) = 
5—1) ПЕРА Г+ (5) +1) 7.8. 


К 
Если.в этом равенстве Е ‚т.е. В > то 


1 
2 Их 
еп ТЫ (1) = зо Т®. (Е к) 
и №, (Е +) >0. С другой стороны, 

воз © =— 


Мк (А) = — К| Т® (В) о - < 0. 


7 * 
Следовательно, в интервале (А! ) Ех) есть одна и только одна точка 


*} такая, что 


№ (0) = 


На основании (4), эта точка ее лежит в интервале (лат) если 
Е Теорема 5 доказава. : 
Замечание 1. Если А-Р | =п (1042), то имеется золотаревски! 
интервал (Ви аа а — В: 1), содержащий точку 
2 2 


. 1 
К 

Вы = ВАН к =, 
2-я 2 


4» 
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и 
` О 
м» (5) = |7 (>) |= 
6 2^(п— 1) 1 —Ми.. ФГ) при п четном, 
” [2 ®—1)®—1 —2...п-Г——2)) при п нечетном. 
`’ Замечание 2. Так как ТГ» (2) = с0зп@, где 0 = агс со$ (2х —1), то 
Т» (2) = —пзшп т = О = 4п [с0з (п — 1)9 + соз (п —3)0 +...] 
и 
п—К 
Ро (2) = у ак: 0$ 89, 
—0 


где ак; > 0 [см. (?)]. Отсюда следует, что 
тах №, (Е) = Т4® (4), 
[0,1] 


и мы получаем неравенство В. А. Маркова (2’). 


ТЕОРЕМА 6. Все точки разрыва второй производной от нормы М (Е) 
суть 


(К) \п—К К К —А Е —А 
ов не 
Доказательство. Мы имеем: 


№к (В — 0) = Тя (ВР), 


КА БР 
№, (В® +0) = то. Т® (8®) — Рей ТН (В) 


и, следовательно, 


№: (89 — 0) — №89 +0) — 19 (6%) + те тео (В) — 


п22п—1 = Е 
"уе" - ФИО, (127, = 27,0). 


а при =; Ив — 6-0, пр-д... та 
1 

ФВ) 0. при т Е 1 п 3... 1 учитывая, что 
экстремальными полиномами в сегментах в ца» 2 мчаай 1] 


являются полиномы -|- Г, (5), а в сегментах [2 о в о о Вани 
= п— #8] 
— полиномы — Г» (5) (см. теорему 1), имеем: 


М (В® 1-0) > М, @®--0). 
Используя формулу (4), а для точек аи 


о Мк (№ -- 0) < Мк (а ® — 0). 
алее, 


| и 21 — т 


Му» (А® мые 0) = К(К- 1) 7 ®) (8) с082-+2) ^_ =. 1 Те (8) с оз ЗА?) д 
21 
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МАЮ 0) = [2% 6, 9) 8, 5). И = 


93—22" —1с0в2п 5 
ФО (В) 


+2) п к к 
= со" Е Те? (В) + 


7 ь л 
| соз2("—А—1) я 


“= 


к 
так как я 2 и 


Л 
"02 — 
Ф,, ( 605 5) 


— резольвента полинома 
2п—1 А >.) 
Иа [ 2 с0$ = —= Т» ( 605? 5-). 


Следовательно, 


№ (А -- 0) — № (А® — 0) = 


( и ) 
АЕ А К 
221—1 5 — А( ) 


0 (13) 


= 6085? (+2) — ь Фо Ве о 


2(и-) П_ 


с05 
2п 


где 


Е 


() о И, ый ы 
ЧЕ А — Ф(®) (Е, 9) — АС) 


—22т—1 сов _^ 
‚ 9=2 с0$ 2 


п227—1 со? (+0 =. „ФИ (84°), 


$ ф(® (4, 221—1 052 л >=) Г 


2% 


: — л 
Вычислим ф®) (4, 21 с082 и Так как 


т и 9 БЕ 2—1 
о Е дея пФ, (2005 г) т Ф "(203 5) В „(= 2 03? ".) 
Ф (2, 2 03 э=)= = Е т 
ы а — 2—1) 
605 п 605 Эв 
(см. формулу (8)), то, дифференцируя это равенство А раз и подставляя 
= А®, получим: 


: 2п— л А К 
о (А, 2" оз" е.) = 9 А (А), (14) 
21 2 (п—к—1)_П о 
05 2п 
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л 
1—1 032" — 
д (49) а ПА 27. 603” Эп )| 
< ыы к х—1 = А(® 


где 


ах 


| аз 
Подставим в формулу (13) выражение для (=) ад’ Тогда, используя (14), 
Е=А( 


после некоторых преобразований найдем: 


Ма РОМ 9 


л п 
51025 ` 6052 
2п к к 2% лид) | (4%. 
= в) и - 49° 4 (=) в 
2(п-К—1) —_ Е=А\ 
ее 2п г 5 у 
так как ФТИ (8) и ^® (А), по лемме 2 В. А. Маркова, всегда 
одинаковых знаков. 


Так же как в случае точек (В ое и (5 
№ (А+ 0) > М, (А® — 0) 


))"^11 убеждаемся в том, что 


Мк (1 — А-В) < М 4:9). 
В остальных точках норма М (Е), очевидно, непрерывна. 
ТЕОРЕМА 7. Сумма длин чебышевских сегментов, или мера множе- 
ства Ет, равна = 


Доказательство. Имеем: 


ПЕ пк ПК 
пог Х в -14 УХ а. 
= 3—1 1—2 
Далее, 
п—-1 
Фу (1) == дк (х"— — о о®) .дп—кЫ—1 -.. ) ` 
нЕ (15) 
Ф® (2) Е: Вх (х\— ее м В. дп—к—1 ыы .) . 
=1 


С другой стороны, так как 
4; (2) = а" (7 = пут ое 


2 
имеем: 
(к) к п! Е п--1 (п— 1) у 
Фу Е в р) Е ЕЯ 
(16) 
(к) О их п 1—1 В 
ФИГ ЧН, ^ 
Сравнивая разложения (15) и (16), находим, что 
пк в у п 
(к + (к) _п—1 Е 
> о = (1—-), в = (1—>), 


1=1 


откуда и Н 


шез Ёт = га 
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Из теоремы 7 следует, что при К фиксированном и п-> со все чебы- 


шевекие сегменты стягиваются в точки, т. е. полиномы Золотарева 


вытесняют полиномы Т’„ (2) с [0, 1]. Наоборот, при п — К фиксированном 
и й — со толиномы Т„(2) вытесняют полиномы Золотарева. 


В заключение сравним точную мажоранту № (Е) с мажорантой 
С. Н. Бернштейна (3): 


5 [= 


29 (© < [Еа-5| "1... @ += (@ (7) 
- п мажорантой Шеффера и Даффина (3): 


|2” (Е) 1 < 17° (8) + 25% (| (5» (2) = зшпаге с0з (25 —1)) (48) 
(оба неравенства написаны для приведенных полиномов на [0, 1]; для 
А =1 неравенства совпадают). 


При А =2,3,..., п мажоранта (17) совсем не касается точной мажо- 
ранты Л, (&) [см. (3), стр. 27]. 

Неравенство (17) для больших п было уточнено С. Н. Бернштейном (1), 
который получил соотношение 


к 
ОО 


[$1 — 5) 
из этого соотношения следует, что 
В 
А () = при Св (0,1) 


Лучшее приближение к М, (&) дает мажоранта (18), имеющая точки касания 
с №, (Е) в каждом чебышевском сегменте при & = $2 Ею 
$ =11:2,.... ПА 1), где (р корни уравнения 5) («) =0. 

Например, если К -- 1 =п (то4 2), то при фиксированном К и больших п 


веке 


и 


ны (), 
% (5) 


Пользуясь случаем, выражаю искреннюю благодарность Е. В. Воро- 
новской за постановку задачи и внимание к настоящей работе. 


5 кий Поступило 
Ленинградский институт 
авиаприборостроения 16.Х 1.1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (4961), 385—410 


А. Л. БРУДНО 


СУММИРОВАНИЕ СЧЕТНОГО ЧИСЛА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 


В работе находятся условия для того, чтобы счетное число ограни-. 
ченных последовательностей можно было просуммировать к заданным 
пределам. Рассматриваются обобщения этой задачи. 


В работе рассматриваются две тесно связанные между собой задачи: 

1. Даны два конечных или счетных множества ограниченных после- 
довательностей одинаковой мощности. Существует ли матрица Тёплица, 
преобразующая последовательности первого множества в последователь- 
ности второго множества (с точностью до последовательностей, сходя- 
щихся к нулю)? Можно ли ее выбрать так, чтобы она была сильнее 
некоторой заданной матрицы Тёплица? Сколь малой можно сделать 
ее норму? 

2. Дано не более чем счетное множество ограниченных последователь- 
ностей {5}, причем каждой последовательности поставлено в соответствие 
число {ат} — предел, к которому ее надо просуммировать, и еще одно, 
тоже не более чем счетное множество {у„} ограниченных последователь- 
ностей. Существует ли матрица Тёплица, суммирующая последователь- 
ности первого множества {х.} к заданным пределам {аи}? Можно ли ее 
выбрать так, чтобы она не суммировала последовательностей второго 
множества? Можно ли ее выбрать так, чтобы она была сильнее заданной 
матрицы Тёплица? Сколь малой можно сделать ее норму? 


Введение 


Мы будем пользоваться общими обозначениями из работы ('). Допол- 
нительные обозначения будут взодиться по мере надобности. Через с 
или т, будем обозначать единичную последовательность: 


НВ 


1. Пусть 2, — ограниченная расходящаяся последовательность. Легко. 
видеть, что для каждого числа а, найдется матрица Тёплица В, сум- 
мпрующая последовательность 2, к пределу а1. Таким образом, всякая 
ограниченная расходящаяся последовательность вместе со своим произ- 
вольным обобщенным пределом может быть «включена» в поле. Матрица В 
будет при этом суммировать все последовательности вида 


№е-- № 0 
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(где 0 — последовательность, сходящаяся к нулю) к пределам 

: А - А1а1. 

Если говорить не об индивидуальных последовательностях, а о после- 
довательностях как точках пространства Аь›, то можно сказать, что 
матрица В вместе с последовательностями 1, =е и 2, (которые она 
‘суммирует к 1 и а!) суммирует и все последовательности, которые 
являются их линейными комбинациями в Д.. 

Обязано ли поле В вместе с линейными комбинациями т, =е и 2, 
в А, содержать еще какую-нибудь фиксированную последовательность? 
`Этот вопрос поставил Агнев (?). Ответ на него содержится в работе 


автора (3), где показано, что если даны 1 | т | п ограниченных после- 
довательностей 


В а ба 
и 1 м чисел 1 = а), @1,.... ль 10: 

а) для существования матрицы Тёплица В, суммирующей последова- 
тельности {7} к пределам {а}, необходимо и достаточно, чтобы между 
числами {а,} имели место все .те линейные зависимости, которые есть 
между последовательностями {х,} в В,; 

8) если условие &) выполнено, то упомянутую матрицу В можно 
выбрать такой, чтобы она не суммировала ни одной последовательности 
{у,} в том и только в том случае, если ни одна последовательность у, не 
является линейной комбинацией последовательностей {х,} в В.. 

Таким образом, был выяснен вопрос о включении и невключении 
в поле конечного числа последовательностей. 

2. Естественно, далее, перейти к вопросу о включении и невключении 
в поле счетного числа последовательностей. Матрица Тёплица В задает 
на своем поле линейный (в В,) функционал В” (5), норма которого 
очевидным образом не превосходит нормы |В| (равна норме поля 3%). 
Кроме того, поле есть множество, замкнутое в А.. Эти условия и являются 
достаточными для случая счетных множеств последовательностей. В $ 3 
доказывается, что в случае заданного преобразования или суммирования 
счетного числа ограниченных последовательностей выбор матрицы Тёплица 
в качестве оператора или функционала не несет никаких дополнительных 
ограничений в сравнении`с линейными операторами или функционалами 
в пространстве В,, если только среди последовательностей, подлежащих 
преобразованию или суммированию, содержится последовательность из 
единиц, которую задано преобразовать в себя или просуммировать 
к пределу, равному единице. Попутно показано, что норма матрицы 
может быть сделана равной (в одних случаях) или сколь угодно близ- 
кой (в других случаях) к норме соответствующего оператора или функци- 
онала. 


По поводу теорем о преобразовании и суммировании счетного числа 
последовательностей отметим два обстоятельства. 

1. Очевидность (и до некоторой степени прозрачность) необходимости 
условий. Если задано просуммировать последовательности 


е = %%, 41,... 
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‘к пределам 
= 0. (2 
0, 1)... 


п при этом не просуммировать последовательностей у, у»,..., то эти 
‘условия сводятся к следующим требованиям: 

1). Вместе с последовательностями {7т} нам придется просуммировать 
их линейную оболочку 9. Если хЕЯ, т. е. имеет вид 


м 
т 
$ == >> А ту, 


т=0 


то $ придется просуммировать к пределу 


м 
а (1) = У Аа. 


т—=0 


Поэтому мы заранее должны считать, что нам 'ридется просуммировать 
все последовательности хеЯ к заданным пределам а(2). Первое требо- 
вание состоит в том, чтобы функция а(5) была однозначной функ- 
цией х69 (на В.). Оно так же прозрачно, как и (содержащееся в нем) 
требование, чтобы каждую заданную последовательность хи, если даже 
‚она встречается несколько раз (под разными номерами) среди последо- 
вательностей {т„}, нужно было просуммировать к одному и тому же 
‘пределу. 

2) Второе требование состоит в том, чтобы последовательности х6Я, 
если они имеют малую норму |5|, нужно было просуммировать к малым 
пределам. Это требование необходимо, так как в противном случае была 
бы бесконечной норма матрицы В, суммирующей последовательности 
{т.} к заданным пределам {ат}. Должна существовать константа М такая, 
что все последовательности х, принадлежащие Я и имеющие норму 
|2|<1, задано просуммировать к пределам а(5), не превосходящим 
(по модулю) этой константы М. 

Формально, условие 1) содержится в условии 2). 

Из условий 1) и 2) следует, что на Я с нормировкой |х| существует 
линейный функционал, принимающий в точках {7} значения {ат}. 
Норма его (на Я) будет не более №. 

3) Множество последовательностей, суммируемых матрицей Твёилипа В, 
замкнуто в А.. Поэтому последовательности у, не должны входить 
в замкнутую линейную оболочку последовательностей {тт} в В.. 

П. В вопросе о суммировании счетного числа последовательностей 
мы обращаем особое внимание на то, что норма матрицы В может быть 
сделана сколь угодно близкой к норме (на Я) линейного функционала, 
принимающего в точках {7т} значения {а}. Это замечание вызвано тем, 
что теорема, сформулированная с учетом этого обстоятельства, является 
следствием своего частного случая, когда число последовательностей 
конечно. Имеет место следующий факт. 

Пусть существует константа Л’ такая, что для любого натурального т 
найдется матрица Тёплица В„, имеющая норму | В» | < № и суммирующая 
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последовательности 


* 


о 


* 


к пределам 
1 —@ @ы но то@ия 


тогда найдется матрица Тёплица В, суммирующая все счетное множество» 
последовательностей х., 21,... к пределам а,, а1,.... 

Этот факт я отмечаю 06960 шотому, что он уже не имеет места, 
когда мы хотим суммировать последовательности не произвольными 
матрицами Тёплица, а только матрицами, более сильными, чем заданная 
матрица А. 

3. Перейдем к вопросу о добавлении к заданному полю счетного 
множества последовательностей. Пусть заданы матрица Твилица А, 
счетное множество ограниченных последовательностей 


еее 
которые надо просуммировать к пределам 
1 = а, @5 а СЕ 


и другое счетное множество ограниченных последовательностей ул, У›,...- 

Когда существует матрица Тёплица В, которая сильнее А, суммирует 

последовательности {7т} к пределам {ат} и не суммирует последователь- 

ности {у,}? Этому вопросу посвящен $ 1. Необходимость наших условий 

по-прежнему весьма. очевидна. Здесь мы отметим только один результат:. 
Пусть задана матрица Тбплица А и счетные множества 


т 


Тогда для существования матрицы Тёплица В, которая сильнее А 
(ВА) и суммирует последовательности {х.} к пределам {аи}, необходимо, 
и достаточно, чтобы эти пределы (продолженные по аддитивности) на %. 
давали бы функционал В, однозначный и непрерывный в %-топологии.. 


$ 1. Основная теорема и основная лемма 


1. ТЕОРЕМА (основная). Пусть 
На (1) 


— ограниченные последовательности (из В,), Я — их линейная оболочка 
и В — аддитивный оператор, заданный на Я и принимающий значения 
из В,, причем |В (е) —е|=0. Пусть А — матрица Тёплица. 

1.1. Для того чтобы существовала матрица Тёплаца В такая, что: 
ВА и 


|В (х.) — В (х„) | = О 0245025 ПШ, 


чб 


необходимо и достаточно, чтобы существовала такая окрестность &' 
матрицы А, что оператор. В ограничен на @ [| 9. 


| 
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1.2. Если достаточные условия выполнены и 
зир |8 (2) | = М < оо, 
К 
то матрица В может быть выбрана таким образом, что 


зир| В (2) | = М. 
хе 


1.3. Ограниченность оператора В в естественной нормировке фактор- 
пространства (В. | %) не достаточна, а ограниченность В в А-нормировке 


не необходима. 


Доказательство необходимости условия 1.1. Если 
‘существует матрица В, указанная в теореме, то ВА и 


|В (+) —В(1)| =0 для всех 69. (2) 
В силу теоремы работы (1), в каждой окрестности &в матрицы В 
‘содержится некоторая ‘окрестность &д матрицы А. Беря 
$в = {|| < о, |В(9|< 1}, 
‚для @лС 6в получаем: 
зир| В (2)| < 1, 


тде зар берется по всем хЕбд. В силу (2), это означает также, что 
и 8В(х) ограничено на © [|] Я: 


зар [В (2) | = зар | В (х) | < 1, 


где зар берется по всем ХЕФА [| Я. 

Необходимость условия 1.1 доказана. Доказательству достаточности 
предпошлем ряд замечаний и лемм. 

Определение 1. Ограниченные последовательности у, У»,..., И» 
называются линейно независимыми (в А.), если из равенства 


| ео ми. | =0 


следует 
мА... = А” = 0. 


В пространстве АД, последовательность, сходящаяся к нулю, имеет 
норму, равную нулю. Любая последовательность В (1) (при фиксирован- 
ных 2) представляет собой целый класс последовательностей, различаю- 
щихся на последовательности, сходящиеся к нулю. Последовательности (1) 
‚основной теоремы также могут быть заданы с точностью до сходящихся' 
к нулю. Желая отметить, что в некоторой последовательности х фикси- 
рованы все ее члены. х = {21, 1?,...}, мы будем говорить, что 2 — инди- 
‚видуальная последовательность. 

Замечание 1. Без ограничения общности достаточных условий 
основной теоремы можно предполагать последовательности (1) индиви- 
дуальными последовательностями, а любое их число — линейно незави- 
симыми в А,. При этом & заменяется пространством индивидуальных 
последовательностей, являющихся точными (почленными) линейными 
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комбинациями индивидуальных последовательностей (1) (норму в Я мы 
по-прежнему оставляем равной |2||. 

Действительно, пусть последовательности (1) уже заменены каки- 
ми угодно соответствующими индивидуальными последовательностями. 
ри по индукции индивидуальные последовательности 2, 21, ... - 


Пусть 4. =еиж,2,..., т, уже определены. Среди последовательностей 


ЖЕ р тт. В ВА которая линейно независима в ВА, от 
т, ..., 2. Обозначим ее через 1 Ясно, что последовательности 
т, 2,... линейно независимы в В. в любом конечном числе и что всякая 


ол оВть х„ есть линейная комбинация последовательностей 
т 2, ев 
Если для некоторой матрицы Тёплица В 


|В (2') —В(2°)|=0 для всех й =0,1,..., 
тои 
В (=) =В (а) | = 0 чя'веех п = 0, 1,..., 


ибо операторы В и В аддитивны и переводят последовательность, схо- 
дящуюся к нулю, в посло ‘вательности, сходящиеся к нулю. 

Введем множество ”, представляющее собой множество точных. 
линейных комбинаций последовательностей {4%}. 


д” 6 9*, если д® = оз о, 


где я содержит конечное число членов и ^” не зависит от К. 


От замены последовательностей (1) индивидуальными и множества 
% — множеством Я" константа М в условии (1.2), очевидно, не меняется. 

Замечание 2. Без ограничения общности доказательства основной 
теоремы можно предполагать, что оператор В (1) переводит индивидуаль- 
ную последовательность в индивидуальную же и что он аддитивен.. 
т. е. если х’, х’ЕЯ, то 


|В(2') +В") В+ 2") |= 0, 


причем |В (ег) —е| = 0. 
Действительно, введем по арт р оператор. 
В. (2). Пусть В уе мВ, ол. 8, (х„) уже определены. Если 


В (2и-1) — ^2В (25) — ^18В (21) —...—^" В (жи) | = 0, (+) 


то мы полагаем 
В, (ты) = В, (25) Е АВ, (21) +... №8, (@»). 


Если же оператор В (х„-.) не представим в виде (*), то для значе- 


ния В, (1,1) мы выбираем любую индивидуальную последовательность 
из класса В (2.1). 


Следствие 1. Без ограничения общности основной теоремы можно 
предполагать, что оператор В(х) определяет на % последовательность 
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аддитивных функционалов 


В (2) = {В (2), В (2),...} 


таких, что 


В (ее, 3). 


Эти функционалы, вообще говоря, не ограничены на @[П Я. 

Для удобства дальнейших выкладок введем следующие обозначения. 

Пусть А и 8 -— {21, 2?,...} — соответственно матрица Тёплица и ее 
окрестность, упомянутые в условиях основной теоремы и фиксированные 
до конца статьи. 

Матрицу А будем предполагать точно треугольной усечен- 
ной * и нормированной. Согласно (4), это не уменьшает общности 
основной теоремы. Грань усечения А обозначим через $, = $, (5). ‘Это. 
есть монотонно не убывающая функция, принимающая все натуральные 
значения и такая, что а — 0, если 25 и ЁК< $. 

Обозначим через %„ линейное пространство, порожденное точными 
линейными комбинациями 1--п индивидуальных последовательностей 
10, 21,...,Х,, и положим норму в 9, равной |2 |. 

Пусть @» — общая выпуклая оболочка множеств 


|5, 14) <=) и=1,2,...,т). 


Очевидно, би является центрально-симметричным выпуклым замкну- 
тым подмножеством А.. Оно является телом, ибо содержит сферу 


{12 | < пищ (1, #1: |4}. 
Через @„» обозначим пересечение 
и == Е 


Введем линейное пространство А (5,К) векторов 


2 (5. К). = {5*%, 22°. .., ак—1} 
с нормой 
|2 (5.Ю) |= 128. = вар [2*|. 
3„<х<Ё 


Переход от индивидуальной последовательности х к вектору х ($, К). 
будем называть проектированием в В (5, К). | 

Обозначим через 9, (5, К) проекцию 9, в И (5,К) и через бт (5, №) — 
выпуклую оболочку множества векторов из Р (5, К) (здесь $ — минималь- 
ное число, для которого $5, (5) = $,): 


ЕЕ ы, 140) в <#} для всех р =1,2,...,т. (3) 


* Матрица усечена, если в каждом столбце отлично от нуля только конечное" 
число членов. 
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ААА кб ,_—о———_о—о—о—о_оодоыыдыао—ао—о—— 
Введем пересечение 


бит (5, К) = @т (5, К) ПЭ» (5, К). 
и и. 8", равную проекции би» в В (5,К). Таким образом, 
ть (5, К) = бт (5, К) {проекция 9» в В (5,К)}, 


5 — проекция {8.9} в В (5. №). 


Наконец, положим 


Мп» = зар |В` (2) |. 


ХСС ти 


ЛЕММА 1. Пю М;» <М при любых фиксированных т и п. 


Доказат ельс тво. Аддитивный оператор В (5) задан на линейном 
пространстве Я и ограничен на множестве 8Г]9Я, содержащем сферу 
пространства Я. Следовательно, В (2) на Я является линейным оператором 
и имеет норму |В|е < оо. 

Для каждого хе 


[В (2) 1<1В151=| (269). 


Но, по определению нормы последовательности, 


[8 (2) [= В | В* (2) |. (4) 
$00 
Значит, 
Пш!В" (2) | <1815[=| (269). (5) 
Далее, из последовательности т=1,2,... выберем подпоследова- 
‘тельность, для которой 
Пи Мая = ба Мал (6) 
1->со <> 


и существуют пределы 
: 
В* (м). == Иа В (2,) для вех 12... 
{00 ` 


Согласно (5), числа В” (х,) конечны. Но тогда и для любого х 69 суще- 
ствует конечный предел 


В" (2) = шв" (2), 269. 


Действительно, каждая точка 569 представляется линейной комби- 
нацией конечного числа точек из 121, 15,..., а функционалы В’ (5), 
согласно замечанию 1, аддитивны. Но на конечномерном пространстве ` 
»„ аддитивные функционалы В” = В* (2) ограничены, т.е. являются ли- 
нейными функционалами. Их последовательность В сходится в каждой 
точке 69», т. е. в каждой точке полного линейного нормированного 
пространства к функционалу В”. В таком случае, по известной теореме 
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функционального анализа, предельный функционал линеен, а последо- 
вательность функционалов сходится и по норме. В частности, 


п 1, 


1 - - 
и нормы последовательности В’ на 9, ограничены общей константой. 
Выберем для каждого натурального # точку у: 6 &и„ такую, чтобы 


18" (МИ: (7) 


Так как би» — ограниченное замкнутое подмножество конечномерного 
пространства Я„, то оно компактно и последовательность уз, у.,... 
имеет предельную точку УЕ 6». Семейство линейных функционалов, 


у которых нормы ограничены в совокупности, равностепенно непрерывно. 
Поэтому 


Нш | В” (у) | < 


(8) 


Из (6), (7), (8) и (4) получаем: 
Би Ми» < 


Но уе. СП Я. Значит, |В (у) | < М. Лемма 1 доказана. 

Пусть „ЛМ — множество в линейном пространстве, а х — ‚ действительное 
число. Обозначим через х.№ множество, состоящее из точек хх, где х 
пробегает М. 

ЛЕММА 2. Пусть фиксированы натуральные числа т, п из. Тогда 
для каждого => 0 найдется число Ё такое, что 


(1 в) 21 би) при ети (5. = (3). 


Доказательство. Если лемма неверна, то, очевидно, существует 
1`> =>0 такое, что для бесконечного множества К = {#} значений Ё 
будем иметь: 


ти 2 (1 — в) бил (5, №). (9) 


Множества &* и (1 — г) 8» (5, К) суть замкнутые выпуклые ‘тела 
в 9, (5,К) и содержат общую точку О (5,К) — нуль пространства Р (5, №). 
Следовательно, для каждого А, удовлетворяющего условию (9), найдется 
точка ук (5, Ё), принадлежащая границе &:% и одновременно множеству 
(1 — =) 8 т» (5, К). Множество 8: является проекцией бил в В (5,^), и, 
следовательно, точка Ух (5,К) границы 8 имеет прообраз ух, принадле- 
жащий границе б„». Последовательность Ух зафиксируем до конца 
доказательства леммы 2. 

Множество @&„» замкнуто и ограничено, его граница компактна. 
Следовательно, множество {ух} (КЕ К) имеет предельную точку у, принад- 
лежащую границе бил. 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Рассмотрим пространство 9. Согласно замечанию 1, оно состоит из 
индизидуальных последовательностей, являющихся конечными линей- 


Точка х6% представима в виде 


Е 


причем если |2|=0, то № = =... =А=0 всилу линейной незави- 
симости последовательностей т» по норме | |. Следовательно, и |5 | = 0. 
Обратно, из |2 | = 0 вытекает || = 0. Как известно, две нормы (в данном 
случае |х| и |х|) конечномерного пространства (9) определяют в нем — 


одинаковые топологии, коль скоро условия |2| =0и ||2|| =0 равно- 
сильны. Таким образом, точка у предельна для множества {ук} и по 
норме | |. | 


Для любого ЕК | 
| ув (5, Ю Е — 2) би» (5, А). | 
В более подробной записи это дает: 


Ук (5, Е) {5 Я» (5. К), 


ук (5. К) = 1 — г) У ку (5,^), 


в=1 
где 
№20, УМ«Ь, | Аш (5. Зе, |уь (5, К ЗВ 
тей 
для всех КА и.) 


Введем последовательности у„, С таким расчетом, чтобы уже имею- 
шиеся векторы У,, (5,К) были проекциями ух, В В (5,К): 


У для б< КЁ, 


на 


у. для < > К. 


1—= 
Мы имеем: 
|уныы, ЗВ 1 А (у) <=, №20, УМХИ, 
й 2.=1 
(фе) АИ рее ЕК ие, 0 мнит) 
= 
Выберем последовательность А*, №?,... ‚К... (ЕК) такую, чтобы 


я р 
Е А тозно треугольна и усечена. Поэтому А'(у) зависит “ тько от 
членов у, у которых 5,(<х<. Тем самым однозначно определяется 


Ай (у [8, (8), 24 ]) = АЦ). 
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существовали пределы: 


Мы 28 для всех о =1,2,..., 
‚. | 
ми», 9 94-0 


Тогда 
п, 


р. № . :9С = 
№20, МБ ыы |4 (5) 52. 
р 


Как мы установили, в пространстве 9, из 
[Уи — 1—0 
следует 


у — 0. 


В частности, для каждого 5 
И = у. 
Таким образом, для предельной поеледовательности у имсем равенство: 
т 
а ль 
у Ули. 
1 ь 


Мы нашли, что у6(1 — =) бп», но это противоречит тому, что у входит 
в границу б„»”. Лемма 2 доказана. 

‚ЛЕММА 3. Каждому т=1,2,... можно поставить в соответствие 
натуральные числа $ (т), Ё (т), т (т) и п (т) такие, что 


К (т — 1) < 5, [5 (т)], т (т) >, (10) 
та зар |8" (2) |< М, п(т) > о. (11) 


Значок зар взят по всему множеству &` последовательностей 26%, 
у которых проекция х($ [$ (т)], К (т)) Е Фикс), пс) ($, [8 (®У], К (т)). 
Доказательство. Согласно лемме 1, существует монотонно 
нсубывающая функция 2 (т) = п (т) такая, что 
т (т) = п (т) —> со, (12) 
бт зар 184) |< М. 


72° хе тцт) (т) 


Определим по индукции $ (т) и К(т). Возьмем $(т) столь большим, 
что если / (т— 1) уже определено, то 


$, [$ (*)] >Ё(— 1). 
Далее, с помощью леммы 2 гозьмем К (т) столь большим, что 
1`\ ф»к 1 
(1+ =) бы Я 


5* 
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Тогда получим: 


р 18) < (1+1) эр |8) |= (1+5) зар |8") 


х(3ьК) вии (8»К) х( в.) 6884, 
{аргумент т опущен). Отсюда при т—> со в силу (12) получаем (11). 


„Лемма 3 доказана. 
Сохраним до конца доказательства основной теоремы обозначения 


для фиксированных функций 
$(%), Ва, то) вое 


удовлетворяющих лемме 3. Сохраним также обозначение &° для множе- 
ства последовательностей х6Я, у которых проекция в А (К (т), 5* (*)) 
ВХОДИТ В @ич)и(ч) (5* (т), К (т)). : 

Замечание 3. Пусть у, 6 9х), У. Е Як:) и а а: —0. Тогла 
для 2 = (У, —уУ2) имеем: 


^2 6 Я), | №2 О == 0, 
Л26е8', В’ (^2) = ЛВ* (2) 


при любом действительном /. Таким образом, либо В’ (у!) =В` (42), 

либо В` не ограничено на &°. Согласно лемме 3, существует такое то, что 

при т> т, последнее обстоятельство ‘не может иметь места. 
Следствие 2. При всех т > ту равенство 


В; [2 (5° (т), К (т) = В" (2) (13) 


определяет на Ук) (5* (т), К (т)) линейный функционал В:. 
Действительно, согласно замечанию 3, этот функционал однозначно 
определен при т> то. Кроме того, он аддитивен, а пространство Я, (5, А) 
конечномерно. 
Доказательство основной теоремы. Обозначим 


А (т) = зар В; [2 (5° (т), К (т))] = зар В` (2), 
хе” 


где первый знак зар берется по х(5” (1), К (т)) Е 8х), изу (5" (<), К (<). 
Тогда А (1) < © при всех т %%, и, по лемме 3, 
Па А (т) <М. (14) 

Пусть фиксировано натуральное число > то и числа т = т (т), 
п=п(т), $ = $ (1), К =Е(т), $, = $, [$ (т)]. На 9, (5, К) определен линейный 
функционал В; [5 (5, К)], достигающий на бт» (3, К) С 9, (5.К) максимума 
А=А (5. 

Пусть р — гиперплоскость, состоящая из точек 9, (5, К), где функци- 
онал В) [х (5., К)] равен А: 

А = шах В: [1 ($,К)], 


х(8.К) лил, (3„К) 


Р = {2 (5, К) 6 9» (5.К), В. [2 (5,К)] = А}. 
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Функционал В* отличен от нуля, ибо 
В. [6 (5. К] = В (2) =1 
(см. следствие 1). Значит, число измерений р на единицу ниже числа изме- 
рений 9), (5, К) и р служит опорной гиперплоскостью к бил (5, К) в 9, (5, К). 
Но 9, (5,К) является линейным подпространством В (5.К), а бт» (5. К) яв- 
ляется пересечением выпуклого тела би (5, К) Е В (5.^) с подпространством 
Я» (5, К). Поэтому в Ё- $,-мерном пространстве В (5, К) через р прохо- 
дит К — $, — 1-мерная гиперплоскость Г, опорная для @» (3, К). Она не 
содержит нуля — внутренней точки би (5, К). 
Следовательно, уравнение Г 


т т т НР = 
в 58% -- „а де ...- о 1 = Л 
можно нормировать так, чтобы правая его часть была равна Д = 0. 


Зададим на А (5, А) линейный функционал 


1 


> т. 


6в=5* 


Он равен ДА на р, т.е. на всем множестве, где функционал В" опреде- 
лен и равен Л. Таким образом, новый функционал совпадает с В* на 
всем множестве 9, (5.К) определения В’ и является его про- 
должением на А (5.А). Поэтому мы будем в дальнейшем считать В 
определенным на всем А (5,Ё) условием 
&Ь—1 
В; [2 (5.К)] = У 6х. 


6=5» 


Так как центрально-симметрическсе тело 6„(5.А) лежит между 

% 

гиперплоскостями Ги —Г =(»! 6. 1° =— Л), на которых функционал В’ 
принимает значения А и — А, то 


| В. [2 (5, К)] | < А (т) 
(15) 
для всех (5, К) 6 8т(5,К) (т >%.). 
Числа 6’ определены тслько для т? то и с, удовлетворяющих условию 


$, (< 5< (9. 


Положим 65 равными нулю в остальных случаях и докажем, что матри- 
ца В = {55} удовлетворяет основной теореме. 
Для матрицы В (при всех т > %, и любом 1) мы имеем: 


В (2) = В.[2 (5, (т),  (т))]. (16) 
В частности [см. (15)], 


| В* (1) |< А (т), коль скоро х (5 (т), К (т)) Е &иц (5, (т), К (т)). (17) 
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1. Пусть индивидуальная последовательность х входит в &. Тогда 
для некоторого т, Её, или, более подробно, 


х = Мун с пе едино О, 
= р. =1 
[|< в, [4(4,)|$ 2 И <<”. 
В силу этого, для каждого 1`>28.>0 найдется $1 такое, что 
= в, #1 А (у) <= (15 р «ть, 81, = 5, (81). 


Таким образом, для 2, = у, имеем (1 Зи <т): 


ти 


&х —= йа А 2 ( | 2. м < ы, А (2) | = =). (18) 


р=1 


Возьмем тенерь т, столь большим; что т, > ту, т (т,) > та, 5" (11) > и 
Тогда для любого <> т, будем иметь: 


(т) а 3-Е 
и, согласно неравенствам (18) и определению @ж (5,К), 
22 (5° (т), № (т)) 6 бис) (5° (т), А (т)) (>). 
В силу условия (17), отсюда вытекает, что 
|В* (2) А(®: =. 
Принимая во внимание (14) и произвольность &, получаем неравенство 
| В м. 


2. Пусть х — ограниченная последовательность и |А(5)| =0. Тогда 
В (5) | = 0. 
Действительно, Ахе@ при любом ),, значит, 


18 (2) |5 М и [В (т) | =0. 


3. В частности, из |5] = 0 следует | А (2)| =0 и, значит, | В (2) | = 0. 
4. Пусть п{п = 0,1,...) — произвольное, но фиксированное число. 
Тогда при т> то имеем (см. (16)): 


В” (ли) В. [20 (5. ($), Е). 
Если, кроме того, т так велико, что п (т) > п, то 2.6 Ящ:) и 
Фи (5° (т), № (т)) 6 Я [5° (т), К (т)]. 
Таким образом, в`силу (13), 


В` (та) = В" (2,) (хто, п (т) > п). 


По определению функционалов В` (см. следствие №) 


В (=) = {В (2), В* (2)...}, 
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имеем: 
|8 (х,) —В (2,)|=0 (п=0,1,...). 


5. В частности, 
[В (то) — В (20) | = | В (е) — В (е)|=0. 


Таким образом, В” (е) =1 и, в силу 3, матрица В есть матрица Тёилица. 

6. Из пп. би 2 вытекает, что всякая ограниченная последователь- 
ность, суммируемая матрицей А, суммируется матрицей Ви к тому 
же пределу: ВА. | 

Достаточность условия 1.1 н утверждение 1.2 основной теоремы 
доказаны. Утверждение 1.3 будет доказано в примерах Зи 4 85. 

Определение 2. Пусть в линейном пространстве В лежит вы- 
 нуклое центрально-симметрическое множество „А с центром в нуле, 
Пусть „А пересекается с каждой прямой Ах по (замкнутому) сегменту 
значений А, конечному или бесконечному, но отличному от точки А = 0. 
Если И принято за единичную сферу К, то говорят, что в А введена 
„И-нормировка. 

Ж-ворма удовлетворяет условням: 


1242 |ы АН, У 512-19, 


„И-норма может равняться нулю для некоторых точек х==0. 


ЛЕММА 4. Пусть точки у1, У2,... не втодят в замыкание множества 
$ по Ч-топологии. Тогда найдется окрестность & матрицы А такая, 
что точки у1, Уь,... не будут входить в замыкание Я по &-нормировке 


{© есть замыкание по норме | |). | 
Доказательство. По условию леммы, каждому натуральному 


п можно поставить в соответствие окрестность 
3ек 
6, — {2=1, 2, .. 5} 


матрицы А такую, что &„(у») не пересекается с Я. 
Введем окрестность 


ев = 
полагая . 
=* = шп = (у=4,2,...). 
п<у 
Тогда для 


= (п) = шт [1, = : =] 
ут 


будем иметь: 
У У 
& (п) =* < = 
при всех у и п. Действительно, при п<.\, ввиду = (п) < 1, 
ё (п) =" < = <2, 


а при хп | 
= (п) = < &, 


следовательно, 
в (п) 6 С 6" И 
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Таким образом, для каждого натурального п найдено положительное число 
г (п) такое, что окрестность 2 (п) & -- у» не пересекается с Я. 
ЛЕММА 5 (основная). Пусть А — матрица Тёплица, %, я1,..., 


У, Уз,...— два счетных множества ограниченных последовательностей, 
С`— линейная оболочка (ту, 21,...\1, У,...}, Я— линейная оболочка 
(т, д.,...}, причем ни одна точка у» не входит в замыкание Я по 


9{-топологии. Тогда существует окрестность @ матрицы А такая, что 
ни одна точка {у,} не входит в замыкание Я по &-нормировке, и для 
всякой такой фиксированной окрестности & и положительного числа = 
можно определить на С (без постулата свободного выбора) линейный 
функционал [, для которого 


1(2) =0 для всех 16%, 49 
ЕО Я ря, вы 2 (20) 
11(5)| <= для всех хе8Г]С (21) 
(черта над буквой обозначает замыкание по норме | |). 


Доказательство. Для доказательства леммы достаточно опре- 
делить на С аддитивный функционал [:, ограниченный на 6П]С ив 
удовлетворяющий условиям (19) и (20). Действительно, 6 есть тело в 


В., так что &ПС есть тело в С. Следовательно, функционал [:, адди- 


тивный на С и ограниченный на 6, является линейным функционалом в 
тогда линейный функционал 


= (в: зар |4 (2) |) & 


(где зир берется по всем хе@П(), будет, очевидно, удовлетворять 
лемме 5. 
С помощью леммы 4 образуем и зафиксируем окрестность 6 такую, 


что ни одна точка {у} не входит в замыкание 9 по &-нормировке. 
Обозначим через 9’ пересечение С с замыканием 9 по 8-нормировке и 
образуем фактор-пространство С = (С / 9’). Норму в обозначим 
через | |1. Образы точек и множеств из С при естественном отобра- 
жении @—@ будем обозначать прибавлением сверху значка —. Так 
как 9’ есть линейное замкнутое (в С) подпространство С, то в ДЮ 
(нуль @) переходят только точки 9’. В частности, у„-=0. Мы построим 
|, если определим на С (с естественной нормировкой фактор-простран- 
ства) линейный функционал С, ограниченный на $ и отличный от нуля 
на и, (и =1,2,...). Действительно, тогда достаточно будет положить 


1 (2) =й (2). 


ь | 
1. Покажем, что @ не. содержит ни одного бесконечного луча. 


Пусть х— произвольная точка С, отличная от О (нуль С), а 1’ — ка- 


кой-нибудь ее фиксированный прообраз. Тогда х’6Е %' и, следовательно, 
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существует положительное число 2 (1’) такое, что 2 (5') 8 { х’ не пере- 
секается с 9’. Но если х — любой прообраз х, то 2’ =х- в, где 26%’, 
так что 8 (2') $ + х- 2 не пересекает 9%’, и, значит, 


8 (2') © т не пересекает 9’ — з = 9'. (22) 


Таким образом, константа 2 (2’), удовлетворяющая условию (22), — 
одна и та же для всех х, являющихся прообразами 2. Обозначив ее 
через г (2), получим: | 

= (2) & + х не пересекает 9”. 
Но тогда 


в (2) @-х не пересекает (не содержит) 0 
(2) =52. 


Следовательно, для каждого х==О мы нашли положительное число 


г (2) >0 такое, что 262 (2) 8. Значит, @ не содержит бесконечных 
лучей. 

2°. @ есть выпуклое тело, кроме того, это открытое множество, 
следовательно, @ пересекается с каждой прямой {т} ([^ «ЛА - о) 
по интервалу. Согласно 1°, этот интервал конечен. Добавим к @ концы 


интервалов {^1}[]6 (х пробегает все С) и обозначим получившееся 
тело через 65. 


Перенормируем С, приняв 6», за единичную сферу. При этом С 
превратится снова в нормированное пространство; обозначим его через 


С.. Норма 5 в С, (обозначим ее через |х|.), согласно 1°, равна нулю: 
тогда и только тогда, когда |2|, =0. В частности; 


[у 0 то 


В качестве искомого функционала Д можно взять любой линейный 


функционал [5 на О отличный от нуля в точках у, (п =1, а 9.65 
Построим 4.5. 

3°. Для каждого п=1, 2,... в @», существует линейный функци- 
онал Ф„, отличный от нуля в точке у,. Действительно, положим 
Фа (Ау) = на прямой {№} (— со <«^< - со) и продолжим фи» на все С. 
В нашем счетномерном случае такое ` продолжение может быть выпол- 
нено без постулата свободного выбора. 

Определим по индукции последовательность чисел п так, чтобы, 
для функционалов 


Ев = 21$: - 22. |... - 2" 
выполнялись условия: 
Е» (у) ==0 для всех у< п, (23) 


< 
[67 фи (У) | | Е» (%,)|:2”"" для всех у«х< и, (24) 
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2 |=” | < 1:2"Н. (25) 


Положим 21 =1:2|$: [; тогда при п =1 условия (23) и (25) будут 
выполнены. Пусть $ >21 и числа =" уже определены и удовлетворяют 
условиям (23) и (25) для всех п<5. Если Р, (Уг41) == 0, то положим 
= =0. Если же Е, (ва) = 0, то возьмем =’ столь малым положи- 
тельным числом, чтобы и при п=$--1 выполнялись условия (23) 
и (25). Легко видеть, что для этого достаточно взять 

ве | фа | < 1: а 
#1 тах | Фз+1 (4) | < шщ | Е, (9,) |: 2, 
у<$ у<х<8 


По индуктивному предположению (23) получаем: =°+1 > 0. Кроме того, 


| Ръа (4-) > 18+ (6+) |— | Нфьн (9. |[> 0 для всех у < 5. 


"Гаким образом, и в случае Р, (Ув) —=0 и в случае Р, баз)-Ео усло- 
вия (23) — (25) остаются верными и для п =$- 1. 
4°. Рассмотрим линейный функционал [5, определенный рядом 


Ь = 21$, - 29. | ..., 


сходящимся по норме. Для любого у = 1, 2, 3,... имеем: 
1, (9) = Е, + > =", 
п=у-ы 
так что 


15 (9) >18, 9) У | Ф,) |. 


п=у-1 


Согласно условию (24), при У< п 
— 1 — 
|2" (У, | < г | (У) |. 
Таким образом, 


11, (9, Г>О для всех у=1, 2, ..., 


что и требовалось, доказать, 


$ 2. Преобразование и суммирование ечетного числа 
последовательностей матрицей, более сильной, чем заданная 


Приведем другую формулировку основной теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть е = 1%, 11,... в е=а, 2,...— два равномощ- 
ных и не более чем счетных множества ограниченных последователь- 
ностей, и пусть А — матрица Тёплица. Для того чтобы существовала 
матрица Тёплица В, которая суммирует все ограниченные последова- 
тельности, суммируемые матрицей А(ВОА), и преобразует после- 
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довательность Хи 6 2т (с точностью д0 последовательности, сходящейся 
к нулю): 
ВВ (Фи) 2] =0 (то...) 


необходимо и достаточно, чтобы оператор В, заданный на {тт} равенст- 
зами В(тт) =2т и продолженный по аддитивности на Я (линейную 
оболочку {ти}), был бы ограничен в У-топологи и. 

Ограниченность оператора В в естественной нормировке фактор- 
пространства (В, |[%) не достаточна, а ограниченность В в. А-норми 
ровке не необходима. | 

Если достаточное условие выполнено, то для фиксириванной окрест- 
ности & матрицы А, на которой оператор ограничен, матрицу В 
можно выбрать так, что 


зир| В (2) | = зар |В (2) |. 
хес х6о09 


Необходимое и достаточное условие теоремы 1 можно перефразиро- 
вать еще и так: необходимо и достаточно, чтобы существовала такая 
окрестность & матрицы А, что после принятия & за единичную сферу 
фактор-группы (А /%) оператор В становился бы линейным оператором. 
Если достаточное условие выполнено, то матрицу В можно выбрать 
так, чтобы ее порма совпадала с нормой В (в упомянутом пространстве) 

ТЕОРЕМА 2. 1°. Длз того чтобы существовала матрица Теёплица 
ВРА, суммирующая ограниченные последовательности е = 2%, 41,... в пре- 
делам 1 = аъ, @%,..., необходимо и достаточно, чтобы функционал В, за- 
данный н1 (ти} равенотзамая В (т) =ат (т = 0,1,...) и прэЭолж2анны 
по аддитивности на Я (линейную оболочку {тт}), был ограничен в 4-то- 
пологии. 

2°. Ограниченность функционала В в естественной нормировке фак- 
тор-пространства (В. /%№) может оказаться недостаточной. 

3°. Если достаточное условие выполнено, то для всякой окрестности 
& матрицы А (на которой функционал В ограничен) матрицу В можно 
выбрать так, что 

зир || В (2) || = зар |8 (2) |. 
хЕ4 хе 


4°. Для того чтобы матрица В, кроме того, могла не суммировать 
ограниченных последовательностей ул, у›,..., необтодимо и достаточно, 
чтобы ни одна последовательность у„ неё входила в замыкание Я по 


91-топологии. 
5°. Если условия 1°и 4” выполнены, то существует такая окрест- 


ность & матрицы А, что функционал В ограничен на ©, т. е. 


зир |В (2) |< <, 
м хе 


и замыкание ланейной оболочки {ти} в 8-нормировке не содержит ни. 


одной точки Уп. 
6°. Для- каждой окрестности 6: с. этими свойствами и Е > 0 можно 


подобрать матрицу Т ёплица В, удовлетворяющую теореме и неравен- 
ству 


№ 
` 
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‘ а. |8 (2) | - =. 


7°. Последовательности {хт}, {ат}, {3} и матрица А могут ока- 
заться такими, что для любой окрестности & матрицы А и любой 
матрицы В, удовлетворяющей теореме, будет иметь место неравенство“ 


зир || В (2) || > ' зар |В (2) |. 
хеё хе 


Доказательс тво теоремы 2. Введем оператор 
В, (2) = {В (2), В (2),...} = В (х)е. 
Оператор В, определен всюду, где задан функционал В, причем 


В, (2) | = [В (2) |- 


Если существует матрица В, удовлетворяющая условию 1°, то 
В (2.) — В, (2) | =0 


при всех п. Таким образом, из теоремы 1 следует необходимость и 
достаточность условия 1°и утверждение 3°. 

Проверим необходимость условия 4°. Если искомая матрица В су- 
ществует, то она определяет %-топологию, которая слабее З-топологии 
[см. (1)]. Если матрица В не суммирует некоторой последовательности 
у, то 


Бо В" (у) — Ша В" (> А>0. 


В таком случае окрестность у -| {|| В (х)|| < А} матрицы В вокруг точки 
у не содер::.“т последовательностей, суммируемых матрицей В. В ча- 
стности, эта окрестность не пересекает 9. Необходимость условия 4° 
доказана. 

Обозначим через С общую линейную оболочку 20, 21,..., Ул, Уз»... 
Если условие 1” выполнено, то существует окрестность &, матрицы А, 
на которой функционал В ограничен, т. е. 


зир|В (2) | = М <оо, 


где зар берется по всем хЕ68, ПС. Но тогда, по известной лемме Гана, 
линейный функционал В можно продолжить на С так, что 


зир|В (2) | = М, 


где зир берется по всем 568, [|] С. Для проверки достаточно принять. 
замыкание 8$, [|] С за единичную сферу линейного множества С. Со- 
гласно лемме 4, существует окрестность &, матрицы А, такая, что ни 
одна точка {у„} не входит в замыкание 9 по в» нормировке. Пусть 
$ — какая-нибудь окрестность А, содержащаяся в пересечении &, Г] &›- 
Тогда @, очевидно, удовлетворяет условию 5°. 

Проверим достаточность условия 4°и справедливость условия 6°. 
Если условие 4° имеет место, то существует окрестность & со свойст- 
вами 5°. Согласно лемме 5, для & и любого = > 0 найдется функционал 
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1 со свойствами (19)—(24). Введем оператор 
В. (2) = {В (2), В (2) --1(<), В (2), В(2) 1 (2),...}. 
`Он, очевидно, аддитивен и ограничен на @ ПСи 


зар. В. (2) |< т ||В (2) [- =. 


По теореме 1, существует матрица Тёплица В, для которой 
ВА, `||В (тт) — В, (2т) | =0, т=О0,1,..., 


о | 
зар В (|= вар ИВ.) , В (ин) — В, |0, т 1,2... 

При 2 = 2» функционал 1(2) =0, поэтому последовательность В (2т) 
сходится к пределу а» вслед за последовательностью В, (5). При 
х = У» функционал [ (5) ==0 и последовательности В (у) и В. (у) расхо- 
дятся. Достаточность условия 4” доказана. При этом, по построению 
матрицы В и в силу продолжения В на С, имеем: 


И |В (2) || р а В, (2) | < В (2) | + г. 


Условие 6° доказано. Условие 7° доказывается в примере 1$ 5, а 
‘условие 2°— в примере 2 $ 5. 


$ 3. Преобразование и суммирование конечного числа 
последовательностей матрицей, более сильной, чем заданная 


Если задано конечное число последовательностей, то условия $2, 
естественно, упрощаются. Происходит это потому, что конечномерное 
линейное пространство имеет одну единственную топологию, если в Бей 
разделяется любая пара точек. В этой топологии всякий аддитивный . 
функционал ограничен и, следовательно, линеен. 


Пусть ограниченные последовательности 21, 2.,..., 2» линейно зави- 
симы как векторы в фактор-группе (А /%), т. е. существуют не все 
2 
равные нулю числа Л", ^^,..., " такие, что последовательность 
1 2 т 
А АР... РА бт (+) 


входит в нуль фактор-группы (В / %). Этому факту можно придать 
несколько тривиально эквивалентных формулировок: 


а) существуют такие, не все равные нулю, числа А ато 
последовательность (*) суммируется к нулю матрицей А; 

6) существуют такие, не все ‘равные нулю, числа АТА РО 
последовательность 


АГА (521) Е №А (22) + ... Е АТА (тт) 


сходится к нулю, или, что то же самое, образы {х,} в преобразовании 
матрицей А, т. е. {А (5,)} линейно зависимы как векторы А.. 

Иногда нам будет удобно выражать это же обстоятельство другими 
словами: среди последовательностей {1} в фактор-группе (В/%) 
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нмеется линейная зависимость 
1 2 т р. Е 
МЕ А. кие, | Од): 


Сформулируем частные случаи теорем 1 и 2, когда задано конечное 


число последовательностей. 
ТЕОРЕМА 1’. Пусть даны матрица Тёплица А и 0ва множества 
ограниченных последовательностей: 


| 


20, Ф1,..-, Хт, 
е = 20, 21,..., бт. 


_ Для того чтобы существовала матрица Теплица ВА, переводящая 
последовательности {х,} в последовательности {2} (с точностью д0 по- 
следовательностей, сходящихся к нулю), необтодимо и достаточно, чтобы: 


всякое линейное соотношение между последсвательностями (т,} как 


векторами фактор-группы (В |\) выполнялссь бы и для последователь- 
ностей {2} как векторов В. *. 

ТЕОРЕМА 2’. Для того чтобы существовала матрица Тёплица В А 
суммирующая ограниченные последовательности е = я, 11,..., Ят к преде- 
лам 1 =а‹,а1,..., ат, несбходимо и дсстаточно, чтобы всякое линейное 
соотношение между {т,} как, векторами фактор-группы (В [%) выпол- 
нялось и между числами {а,}. 5 

Для того чтобы матрица В, кроме того, могла не суммировать. 
ограниченных последовательностей ул, у»,..., Уи, необходимо и достаточно, 
чтобы каждая последовательность у, была линейно независима от. после- 
дсевательностей {х,} в фактор-группе (В | %). 


$ 4. Преобразование и суммирование конечного или счетного 


числа последовательностей матрицей Тёплица : 


Эта задача получается из $ 3 как частный случай при А =. Ок- 
рестности & матрицы Е суть сферы А.. Таким образом, мы получаем. 


следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 1”. Пусть даны два равномощных и не более чем счетных 


множества ограниченных псследовательностей 


е — 4%, 11,..., 
е = 2%, 21,.... 


Для того чтобы существовала матрица Теёеплица В, переводящая т. 
6 2т (с точностью 00 последовательности, стодящейся к нулю) (т == 
= 0,1,...), необходимо и достаточно, чтобы сператор В, заданный на’ 
{т„} равенствами В (тт) = 2т и продолженный по аддитивности на % 
(линейную оболочку {хт}), был линейным оператором при нормировках 


ЕЯ и 268 (9), равные | 21| и |2 


т х и 5 
* Это значит: если для некоторых {/^!} У №) Е %, то > №, сходится к 
р=0 = 


нулю. В частности, если последовательности {=} линейно независимы, то в этом 
и только в этом случае последовательности {2,} могут быхь любыми, 
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Если достаточное условие выполнено, то норма оператора В (на: 9) 
равна минимуму (достижимому) норм матрицы В. 

ТЕОРЕМА 2”. Для существования матрицы Тёплица В, суммирую- 
щей ограниченные последовательности е = т, 21,... к пределам 1 = ао, а 
необходимо и достаточно, чтобы функционал В, принимающий в точках 
т значения ат и продолженный по аддитивности на 9 (линейную обо- 
лочку {тт}), был линейным функционалом (норма на Я принята равной 
|2|}). Если это условие выполнено, то норма функционала В (на 9) равна 
минимуму (достижимому) норм матриц В. 

Для того чтобы матрица В, кроме того, могла не суммировать 
ограниченных последовательностей уз, у›,..., необходимо и достаточно. 
чтобы ни одна последовательность у» не входила в замыкание Я (по |х||). 

Если оба достаточных условия выполнены, но норма функционала В. 
на Я равна нижней грани. (может быть, недостижимой) норм мат- 
риц В. : 

Доказательства требует только последний абзац. Оно приведено. 
в примере 1 $5. 

Отметим, наконец, частные случаи этих теорем, когда задано конеч- 
ное число последовательностей. _ 

ТЕОРЕМА 1’”. Для существования матрицы Тёплица В, пресбра- 
зующей ограниченные последовательности е = 2%, 41,....Хт в ограничен- 
ные последовательности е == 2%, 21,..., т, Необходимо и достаточно, чтобы 
всякое линейное соотношение между последовательностями {т} как 
векторами ИН. выполнялось и для последовательностей {2,} как векто- 
ров Во. 

ТЕОРЕМА 2”. Для существования матрицы Тёплица В, суммирую- 
щей ограниченные' последовательности е = 5%, 21,..., Хт к пределам 1 = аз, 
@1,..., @т» Необходимо и достаточно, чтобы всякое линейное соотношение 
между последовательностями {х,} в В. выполнялось и для чисел {а,}. 
Если это условие выполнено, то норма (в В.) функционала В, определен- 
ного на Я (линейной оболочке {т,}) и принимающего в точках х, значе- 
ния а,, равна минимуму (достижимому) норм матриц В. 

Для того чтобы матрица В, кроме того, могла не суммировать 
ограниченных последовательностей ул, Уэ,..., У", необходимо и достаточно, 
чтобы’ ни одна из последовательностей у, не являлась линейной комбина- 
цией последовательностей {т} в В.. 

Если оба достаточных условия выполнены, то норма в В, функцио- 
нала В на Я есть нижняя грань (может быть, недостижимая) норм 
матриц Тёплица В, удовлетворяющих. теореме. 

Доказательства требует только последний абзац. Оно приведено» 
в примере 1 $5. 


Пример 1. Пусть 
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Тогда для каждого в > 0 существует матрица Тёплица 


а, — в, 1, 0, 09.0... 


т 0, ОВО ты —е, 1,... 


< нормой || В. || =| В: |=1--2е, которая суммирует 2 к пределу, рав- 
ному 1, 2. —к 1, но не суммирует у. 

Всякая матрица Тёплица В, суммирующая 2; к 1 и имеющая норму, 
равную 1, просуммирует и последовательность у:. Действительно, для 
такой матрицы 


В* (21) = >} бый ———>1, 


К=1 
со 
т ве т 
Ве 196, 
К=1 
‚следовательно, 
со 
У |8. —>0 
ЕЙ 2-0 .- 
‚и, значит, 
[®.®) со 
В" (у) = УХ 1. 
К=1 К=1 


Пример 2. Существуют матрица Тёплица А, счетное множество 
‘ограниченных последовательностей 2%, 11,... и аддитивный» функционал 
В, определенный на Я (линейной оболочке {х%, 21,...}), такие, что 

а) функционал В линеен в естественной нормировке фактор-проет- 
ранства (А. / №); 

6) функционал В не ограничен по %-топологии. 

Построение. В силу примера 1 из работы (3), существует по- 
следовательность матриц Тёплица А, с А.С... и последовательностей 
21, 1,... таких, что | 


| А„| =1, 12| =4, || А: (2.) |< 1:1, А» (2) =1 (п=1,2....). 


Для построения нужного нам примера положим А = А., В(5„) =1 
и продолжим В по аддитивности на Я. Покажем, что А, В, 9 обладают 
нужными свойствами. 

17. В естественной нормировке фактор-пространства (В,/%) норма 
В не превосходит 1. Действительно, пусть у имеет в (В,/%\)-ноэми- 
ровке норму <]. Тогда у=ё-Но, где ||2|| <1 и || А (5) || =0. Пусть, 
далее, уеУ и фиксирован до конца рассуждения; тогда у представ- 
ляется в виде суммы некоторого фиксированного числа 1 -- т членов: 


т 
у= Ул. 


У=0 
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Обозначим через 9, линейную оболочку первых 1 - п последователь- 


ностей {1, 71... 2.}. Имеем: Я, с Я. На 9„ функционал В(т) совпа- 
дает с функционалом А» (5), поэтому 


` [В (9) =1.4% (9) [< | 48 (2) |+ 148 (®) |. 


Но |Ап(2)|<|Ат||2|, а Ах (5) =0, ибо Апр А, = А, и последова- 
тельность А (5) сходится к нулю. Значит, |В (у) | < |2 || <1 и норма В в 
(В. /%) не превосходит единицы. 


2°. Функционал В(2) (269) не ограничен в %-топологии, потому что 


не существует окрестности @ матрицы А, на которой |8В(2)| ограничен 


константой, меньшей единицы. Действительно, в любую окрестность & 
войдут все точки {х„}, начиная с некоторой. 

Пример 3. В условиях примера 2 функционал В можно заменить 
оператором В,. 

Доказательство. Очевидно, достаточно ввести оператор 


В, (е) =еВ (2) = {В (2), В (2),...}. 
При этом в любой точке, где определен В, будем иметь: 


В. (=) | = В (2) |. 


Пример 4. Существуют матрица Тёплица А, счетное множество 
ограниченных последовательностей {2%, 21,...} и аддитивный оператор В, 
определенный на Я (линейной оболочке {хо, 21,...}), такие, что опера- 
тор В линеен (ограничен) в 9[-топологии, но не ограничен в А-норми- 
ровке. 

Построение. В силу примера из работы’ (!) [$ 2, п. 2)], суще- 
ствуют две равносильные матрицы Тёплица А и В и счетное число по- 
следовательностей {1%, 21,...} такие, что 


тогда для у» = пл, будет: 


НУ» || <”, | А (ул) |< 1, | В (у) | = Ил. 


Оператор В (5) положим равным В (5х). Тогда оператор В(1) не будет 
ограничен в А-нормировке, ибо ||В (у„) |-> со, а все точки У„ имеют 
А-норму || А (у) || < 1. 

Оператор В (5) ограничен в %-топологии. Действительно, матрицы А 
и В равносильны, поэтому %- и %-топологии совпадают. Но в %-топо- 
логии оператор В ограничен. Например, на окрестности @& = {|| В (х) | < 1} 
заведомо ||В (2) || < 1. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (19614), 411—442 


А. Х. ТУРЕЦКИЙ 


О КЛАССАХ НАСЫЩЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ С 


В работе доказываются теоремы о классах насыщения в простран- 
стве С. С помощью этих теорем определяются классы насыщения в про- 
странстве С для многих известных методов суммирования. 


1. Настоящая работа посвящена проблеме Фавара отыскания клаб- 
сов насыщения для методов суммирования рядов Фурье непрерывных 
периодических функций. Проблема насыщения была впервые поставлена 
Фаваром в 1937 г. в работе (!), где она сформулирована следующим 
образом: «Задан метод 1 суммирования’ рядов Фурье, требуется опре- 
делить класс функций, для которых этот метод является наилучшим». 
В обзорных работах (?), (3), а также. в статье (4) Фавар дает определе- 
ние насыщенного метода и класса насыщения для методов суммирования 
биортогональных рядов в пространстве Банаха. Так как в этой работе 
мы занимаемся определением классов насыщения в пространстве С, то 
мы будем пользоваться определением насыщенного метода суммирова- 
ния и класса насыщения в следующей форме. 

Пусть задан метод суммирования 71, определенный последователь- 
ностью функций 71» (Е) (К =1,2,...), заданных на некотором множестве 
изменения параметра Ё с точкой сгущения ®, которая может быть и 
бесконечностью, т. е. каждой непрерывной 2л-периодической функции 
71 (1) с рядом Фурье 


7 (х) — - + р (ак соз Ах -- Бизш Ах) (1) 


К=1 


приводится в соответствие ряд 


Е (ж, ®) = Е(х, Е, /) = > + У 1» (5) (аксоз 2 -- бизш 2), (2) 


К=1 


который мы предполагаем сходящимся равномерно относительно. г;: по 
крайней мере для значений Ё из окрестности ® (эта окрестность, вообще 
говоря, зависит от ]). 

Пусть существует положительная функция $ (8), монотонно. сходя- 
щаяся к нулю при &->®, такая, что для любой непрерывной 2л-перио- 
дической функции /(57), отличной от тригонометрического полинома 
порядка У (у — фиксированное натуральное число или нуль), 


тах | / (1) — Е (х, Е) | > аф- (®, 


6* 
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о ще а 
где а>>0 — константа, зависящая от ], и пусть, кроме того, существуют 
функции (57) (отличные от тригонометрических полиномов порядка у), 
для которых 


шах | / (5) — К (т, 81< 5$, (&), 


где 6`> 0 — другая константа, также зависящая от ]. Тогда будем го- 
ворить, что метод суммирования 1 является насыщенным порядка \ с 
приближением насыщения порядка О (ф- (Е)). Классом насыщения поряд- 
ка у, относящимся к методу 1, назовем множество непрерывных 2л- 
периодических функций, отличных от тригонометрических полиномов 
порядка %, для которых 


шах |/ (2) — Р(т, 5)| =0 ($: (5). 


В случае у=0 мы будем говорить о насыщенном методе и классе на- 
сыщения (опуская слова «порядка нуль»). 

В решении проблемы определения классов насыщения уже получено 
‚ много результатов. Алексич (5), (°) определил классы насыщения для 
метода суммирования Фейера в пространствах С и Ё, (1 < р + 05). 
Заманский (7), ($) определил классы насыщения в пространстве С для 
наиболее употребительных методов суммирования. Бутцер (3) из- 
ложил (без доказательства) теоремы, в которых определяются 
классы насыщения для метода Абеля — Пуассона суммирования рядов 
Фурье в.пространстве Г.» (— л, + л) и процессов приближения сингуляр- 
ными интегралами Гаусса — Вейерштрасса и Пуассона в пространстве 
[р (— со, + со) (1<р<- ©°). Фавар (“) дал некоторый общий метод 
для определения классов насыщения и применил его к методам сумми- 
рования Чезаро в пространствах С и [Г,„(р>1). Альянчич (15), (И), 
пользуясь методом Фавара (“), определил класс насыщения метода Рисса 
в пространстве С и метода Гёльдера натурального порядка в простран- 
ствах С и [, (р>\1). Ф. И. Харшиладзе (1?) доказал одну общую тео- 
рему, на основании которой им были определены классы насыщения 
некоторых методов суммирования в пространствах С и Г. Суноути и 
Ватари (13), видимо, независимо от Харшиладзе, доказали частный слу- 
чай его общей теоремы, на основании которого ими были определены 
классы насыщения некоторых методов в пространствах С и Г»; впрочем, 


большинство их результатов получено другими авторами независимо от. 


них. Автором (1) — (1) были также получены некоторые результаты, 
касающиеся решения проблемы в пространстве С. 

2. Следующая теорема позволяет определить класс насыщения во 
многих‘ случаях; из нее, в частности, следуют почти все известные до 
сих. иор результатн о классах насыщения в пространстве С. 

Эта теорема (523 док? `ательства) опубликована в работе (13). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть для заданного метода суммирования т, опреде. 
ленного последовательностью функций 7Ть (Е) (К =1,2,...), заданных на 
некотором множестве изменения параметра Ё с точкой сгущения ©, 
существуют: 

- 1) положительная функция ф. (Е), монотонно сходящаяся к нулю при 
>, 
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2) натуральное число р и константы 4, +0, 4,,...,а» такие, что 
для всякого фиксированного натурального К 
Ве, 
ее. 1% (3) 


Тогда метод суммирования 71 является насыщенным с приближением на- 
сыщения порядка О (ф- (Е)). Из соотношения 


пах | / (2) — Р (=, $, )|=0 (4, ©) (4) 


следует, что при четном р функция }(х) имеет производную порядка 
р—1, удовлетворяющую условию Липшица порядка единицы: 


а при нечетном р этим свойством обладает функция 7(«): 
72 (® Е Ыр1, (6) 


где 7(х) обозначает функцию, тригонометрически сопряженную с }(%), 
ш. е. 


1(&) = у [0 о Кх — акзйп Кл). (7) 


К=1 


Если, кроме условия (3), метод суммирования 1 удовлетворяет еще 
условию: существует константа К`>0 такая, что 


Ре, Е, 015 КМ, 
М = шах | / (2) | 9) 


то справедливо и обратное утверждение: из (5) при четном р, или из 
(6) при нечетном р следует соотношение (4). 

Таким образом, если метод суммирования т удовлетворяет условиям 
(3) и (8), то класс насыщения для этого метода есть множество функ- 
ций, удовлетворяющих (5) или (6), смотря по тому, будет ли число р 
четным или нечетным. 

Замечание, Заманский (7) доказал, что условие (5) равносильно 
тому, что для всех вещественных т и достаточно малых неотрицатель- 
ных й 


| 4Ё7 (2) | = О (№), (9) 


где А} / (5) — конечная разность функции /(5) порядка р, определенная 
равенством 


Ау = У (СУ в-+ Ф-ЭЮН. (10) 


К=0 


Это обстоятельство мы используем при доказательстве теоремы. 

Доказательство теоремы 1. Тот факт, что метод суммирова- 
ния 1 является насыщенным с приближением насыщения порядка 
О (ф. (Е)), вытекает из следующего утверждения. 
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‚Если для заданного метода суммирования 7 существует положитель- 
ная функция Ф. (&), монотонно стремящаяся к нулю при $ >, и функ- 
ция“ от К с„ +0, такая, что для всякого фиксированного натурального К 


]; 1 — 1» (5) 
11 — 


> Фу (Е) и Го 


то метод суммирования 7 является насыщенным с приближением насы- 


щения порядка О (ф. (5)). 

Это утверждение является частным случаем одной более общей тео- 
ремы Фавара (4). Впрочем, оно было доказано нами в работе (14) неза- 
висимо от Фавара следующим образом. Пусть для некоторой последо- 
вательности „> и функции ] (7) 


ем 7 (7) ЗЕ: К (5, Сы 7) ЕАО (- (Е) 


тогда из равенства 


И (Е) = ие }— К 5», оз ад, 


где К — любое фиксированное натуральное число, мы получаем: 


[1 — тк (8%) ак | = 0 (Ф. (Ем). 


Отсюда и из (11) находим; 


ЕТ 
в | Ст | Ф. (Е„) ь 


Значит, ах =0 для К =1,2,.... Аналогично, 6, =0 для Е =1,2,.... 
‘С ‘другой стороны, например для функции } (2) = созх мы имеем 


Е (х, Е, 1) =Т (2) с05х 


и, учитывая (11), 


| (2) — Кв ЛЕМ — 1, (© с08 1 < Ьф, (©). 


Жоказательство первой половины теоремы — необходимости — может 
бы» получено из упомянутой выше теоремы Ф. И. Харшиладзе (1), 
использующей идеи работы Фавара (*). Нами эта половина теоремы для 
случая 4, =... =4, =0 была доказана раньше, до появления у нас 
работы Фавара, и изложена в работе (14). Хотя наше ДОкаЗАТОЛЕСТВО 
несколько длинно, но по идее оно просто и, на наш взгляд, не лишено 
интереса. Мы изложим здесь это доказательство для общего случая, 
ограничиваясь предположением, что р четное, так как для нечетного р 
доказательство аналогично. 

Пусть дано соотношение (4), которое перепишем в виде 


|7 (2) — Е (2, 5, /)| < 4$, (8), (4”) 


где А`>0 — константа. 
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Из (4) и равенства 


п 


Вт (В = — т [7 (2) — Е (5, &)] соз Кх ах (12) 
получаем: 
2Аф. (5) 
1 ть Г 


откуда, перейдя к пределу при Ё—>+® и учитывая (3), выводим: 


2А 


[ЧР =... Ва 


| ак | < 
у) 


= 2..3). 
Точно такое же неравенство можно получить для коэффициентов 
Вх (К =1,2,...). Значит, ряд Фурье (1) функции / (2) и ряд (7) сходятся 
равномерно. 

В дальнейшем вместо р будем писать 2р. 

Используя равенство (10) и тождество 


р 
2 У! (—1’С *соз2ме-- СЪ = 222 зшР а, (13) 


У=1 
нетрудно получить равенство 
со ? ь 
Аа) = (8 )72' У зи’? АЙ (ах соз К. -- Виз #2). 
К=1 
Обозначим через 5, ›р(х, #) п-ю частную сумму последнего ряда: 
и 
бп, эр(х, №) = (— 1)Р27Р У) зи? АЙ (ак соз Кд -|- Би зла Ка). 
К! 
Подставив сюда значения коэффициентов ах и 6х из (12) (и соответст- 


вующей формулы для 6х), находим: 


зна? ЕВ с05, м 


"увы о 
= 


5”, 2р (т, й) = 


Учитывая (4’), получаем оценку: 


“. = 
|9, эр (2, #) | < 


2р- 
Ре — р и Е)” КЙ с0$ Ки | ац. 


и 
71-0 
В последнем неравенстве перейдем к пределу при &—0. Приняв 
во внимание (3), получим: 


и г 
31122 КЙ с0$ Ки 


ы ац. 
= с, + 45р 


Эт, эр (>, й) | < 


АЗЗРНН 
о 


Перейдя к пределу при п-> со, найдем: 


з112Р АЙ с03 Ки 


о 
о ОР вр 
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Обозначим для краткости 


е| © ор <: пр КВ с08 К 
а (14) 
р. а + р 
тогда имеем: 
2А 
АРА. (15) 
Делением легко получить равенство 
с “2—1 
1 А ИИ ие 
В Ва А 
ФР. о-а, ле ФР < РАЯ а 4 р 
а о ит 
где коэффициенты со, с1,...,Сэр_и весьма просто выражаются через коэф- 
фициенты 4%, 4,,...,4.р. Таким образом, 
ЕСА о 
1 22Р з1п2Р КР с03 Ки ‚ 22Р з1п?Р КВ с03 Ки 
| аканр НХ ево [9 
@ К= 0 К= 
1 2р—1 
тр ЕЕ 
28Р 1и?Р В совки Г Кр 
и 
ок ОЕ Г" ар 


Оценим интеграл /3;. Очевидно, вторая дробь, стоящая под знаком 
суммы, ограничена для всех натуральных Ё: 


С1 с 
а 


где М `>0— константа. Значит, 


р с > 22Р |,20 }2р 3 ыы 
в «М \У рн @а = 3 М2 1. (17) 


ОА=1 


Оценим интеграл Г,. Используя (13), получаем: 


”" р 55 

но | »итр-РУ 00$ К ( + 2%1) К == й Е 

= < 1) съ [2 = Е 5. с05 ". У ) 4 ©. ‚> | и 
= == ==, 


Учитывая формулу 


у созки _ (—1)Р-1 (2л)?Р ( и ) 


р — 2 (2р)! 2 


К=1 


справедливую для значений и из промежутка 0<Зи<2л (В, (5) — 
полином Бернулли степени 2р), перепишем Г, в виде: 
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рев $ 


р 


$=0 25 У=1 


— у Е 1°СР+ [В В Е “) В ыы т Ве па 
(^> 


8-1 
. { |; р 1)*СР+ [В»» (= У") + Вы» (* = Ч СР Вы» (= =.) |4] , 
2рА у=— 


_ Используем теперь формулу 
р 

Вр (а В) + Вы (я — В) =2 М СНомфеи 
= 


р р К 
2К 2К—102р—2 ЗКр2р—2 2 ЭК—2г 
—2 о КСоро В 7 2 № СВ р Сока 
1 = т 
(Вр — числа Бернулли), которую нетрудно получить на основании свойств 
полиномов и чисел Бернулли, и тождества 


25 (- 1+ СЬ=0, 
У=1 
р > 
сс" =0 
У=1 


((=1,...,р- 4), 


получаемые вычислением производной порядка 2[ равенства (13) в точке 
1 =0. Тогда наш интеграл примет вид: 


—1 2(8--)А р 


бя У У : 
п В сс 


8=0 28№ У=1 


8 р ее 
—25(-1'0° У в () ‘в 
=1 | 


У=1 


р рт 
2 1 1'С о-в с (+) и 


у=8-1 Е=0 
р — 2 | < У р 
—26% (3) му (сви. 
м1. 
Отсюда следует оценка 
[1 < бр, (18) 


где константа Ср зависит только от р. 
Оценим интеграл /›. Обозначив 


со : 2 
31077 ЕЙ с03 Ки 
ф (и) ай > 2 ИР ’ 


К=1 
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получим: 


ф' (и) = № =)” $11 Аи. 
К=1 


Легко заметить, что ф’(и) получается применением 2р — 1 раз операции 
усреднения к функции 


ЕР 
у яп Аи 


$ (и) = 
К=1 
[см. (20), стр. 137, 187]. Последняя функция неотрицательна для значе- 
ний 0<и, пл, так как, воспользовавшись равенством ` 


‘ 


со 
в (2925) 0%, 
легко получить, что 
Ви 
1 Зе = 2 0= |: 
ф (и) = 8—5, <и< А, 
яп 5 
с ША 
ь р 
$ (и) = 18 вой’ й<и<л 
яп 5 


Следовательно, Ф’ (и) >0 для тех же значений ии Й, а, значит, Ф(и) 
имеет в (0, л) только один нуль. Обозначив его через ис. получаем: 


м со со 
222 ;1п2Р КА с03 Ки 222 31120 Кр с0з Ки 
д \ > ар 4и — \ №; ры Ча — 
0 К=1 и, К=1 


со 
ео 2-1? АР зп Ко < ‚. РНР р. 


рер-Е2 ` уе 3 ее 


Учитывая (15), (16), (17), (18) и (19), находим: 
АР (2) | = 04”). 


Прежде чем перейти к доказательству второй половины теоремы, дока- 
жем следующую лемму. 
ЛЕММА 1. Если 

"(#6 р1 (20) 
и Т» (2) — тригонометрический полином порядка п такой, что для всех 
вещественных т 
А 
п’ 


И @) Е (24) 


где А`>0 — константа, то равномерно относительно т 


[15| ==0 4). (22) 
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Для доказательства леммы воспользуемся следующим утверждением, 
доказанным Заманским (7): 

Если } (т) © @р1 и Р, (5) — тригонометрический полином порядка п 
такой, что для всех вещественных х 


9 — 2.0 =0(1), 


то величина |Р»(тх)| равномерно ограничена. 
Используем метод С. Н. Бернштейна. Из (21) получаем: 


Ты — Тр) КАТ и) — Ре уф те, 


1 (2) = Т, (2) + У Ти) — Тира 


К=1 


Применяя неравенство С. Н. Бернштейна, находим: 


ри Е 7 1) А ‹ 
7) — 793) ИА. (23) 
Следовательно, 


а) = Та) + У ТВ (Ф 
К—=1 


откуда, учитывая (23), получаем: 


17") ей Ре (2) | са Е >. | (5 2) — (т) аа . (24) 
=тт 


Пусть п — любое натуральное число, и пусть натуральное т таково, 
что 2" <п<2"Н. Тогда, учитывая (24), имеем: 


И) — ТИ ТТ (а) — те < 
КО т т, 
Снова применяя (21), находим: 
|Т^ (@) — Т» (@)|<|Т. (9) — 1 @) 1-1 — Г, (9) |< 


А 
ое, 


Отсюда, на основании неравенства С. Н. Бернштейна, получаем: 


(27-1) А 
ой 


ОА) 2112 (а) & 


Значит, 
О тоя КС 2)| < ЗА т я о. 


Таким образом, функция /” ^ (2) удовлетворяет условиям: 


В (в) вара, |9, |=0(.), 
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где _Рь (1) = роди (2), и, следовательно, в силу цитированного утвержде- 
ния Заманского, величина 


[Рь (2) | = |7? (2) | 


равномерно ограничена, т. е. справедливо (22). Лемма доказана. 
Вторую половину теоремы также докажем только для четного р. 
Итак, пусть. 
| №7 (2) | = 0 (#”?), (25). 


что равносильно условию 
12-1 (2) 6 Шр1. (26) 


В этом случае, как известно, 
а 
Е.) =0 (=), 


где Е„(/) обозначает наилучшее приближение функции } (5) тригономе- 
рическими полиномами порядка п. Обозначим тригонометрический поли- | 
ном наилучшего приближения порядка п через 

| 
| 
Т‚ @) = + У (мк соз Ах Е Вх з1ш Ах). 


АКТ 


Мы имеем: 
7 @) — 7-1 < 5, | (27) 
где А`>0 — константа: 
Далее, 
|7 (2) — 2 (2,5, /)| < |1 (2) — Т» (2) | |Т» (2) — Е (2, ЕТ») |+ 
ЧА (25, Тау (ЕТ). (28) 
В силу (8) и (27), 
Ре, Т,) — |=, 7—0 158. (29) 
По определению функции Ё, имеем: 
й (т, В; Ти) = + у Тк (5) (2 с0$ т = В» 911 Кг). 


К=1 
Значит, учитывая (3), при Ё->® получаем: 


7 (2) — (т, 3, Т,) = У И — тк (1 (ак соз а + Виза #3) — 


К=1 


— Ф.- (5) у (Ч Е2Р--... - 45р) (як соз Ка -- Вх з1щ 2). 


К=1 
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Заметим, что 


п 
У! №? (ах соз К + Вк зи 2) = (— 1)? ТР) (д), 
К=—1 ; 


а из ‚условий (26) и (27), в силу леммы 1, следует, что величина 


2 
|Т 22) (2) | равномерно ограничена, т. е. существует константа М ›> 0 та- 
кая, что | 


У! А?Р (ак созЁх-- Ва 11 #2) | <М. 


К=1 


Используем теперь следующую теорему Н. И. Ахиезера и М. Г. Крей- 
на (21): 
Если функция` 


ф(2) = У) (аксозАх -- бьзйи Ах) 


К=т 


удовлетворяет условию !ф‘” (1) | <1, то 


|ф (2) | = У (6: с03 Кд — ак зп Кл) | < 
К=т 
где 


мана" И: 
ев. (2% ре 4) 


‚ = 
Применим эту теорему в частном случае г =1, т=1,; полагая 


ф(=) = в А?Р-1 (— Вх с03 Ах -- @х 31 Ах). 


1 
Имеем: 


р КР (0х с03 Кх —- Вх зщ 5) 


К=1 


<М. 


|Ф' (2) | = 


Следовательно, 


у , 
1$ (2)| = | У ЕР" (ак со Кл -- Вьзш 2) Ел. 
К=1 
Таким же образом найдем, что все суммы 
% 
| ю (сов Аз + Вьзш йа) | (у=0,1,..>2р) 


К=1 


равномерно ограничены. Значит, существует константа С`>0 такая, 
что для значений &, достаточно близких к ®, 


|Т» (2) —Р (2, 5) Ри < СФ. (5). 
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Из (27), (28), (29) и последнего неравенства выводим: 
А КА 
|1 (2) — Е (т, 5, /)| < зав СФ (6) пар; 


перейдя в этом неравенстве к пределу при п-> со, мы, наконец, полу- 


чаем: 


Теорема доказана. 
Прежде чем перейти к рассмотрению частных случаев теоремы 1, 
заметим, что, как это хорошо известно, требование (8) выполняется 


при соблюдении следующего условия. Ряд 
со 
1 

> + У 1» (Е) со 

Е=1 
сходится равномерно относительно &, по крайней мере, для значений Ё, 
близких к ®, и существует положительная константа Г, такая, что для 
всех таких & выполняется неравенство 


| + Ут» (® сов | < Г. (30) 
0 К—1 

Условие (30), в свою очередь, выполняется, если имеет место неравенство 
Й со 

—- + >) 1» (8) с08%ё > 0. (31) 
К=1 


3. Рассмотрим частные случаи теоремы 1. 
1) Метод суммирования Абеля — Пуассона. 


к (г) =гк (К =0,1,2,...);, г>1— 0. 


Как известно, ядро этого метода неотрицательно, и при фиксирован- 
ном Киг->1 


1 — мк (г) — К (1 —^). 

Следовательно, этот метод является насыщенным с приближением 
насыщения порядка О (1 — г). Класс насыщения есть множество функ- 
ций /(1), у которых сопряженная функция 7 (а) удовлетворяет условию 
Липшица порядка единицы: 71 (2) Е Тар1. Этот результат получен нами 


раньше [см. (№)] другим методом [см. также (“)]. 
2) Метод суммирования Фейера. 


ева ур ОА Ир} 
о (>».. 


Как известно, ядро этого метода неотрицательно. Следовательно 
этот метод является насыщенным с приближением насыщения порядка 


уе 


1 
0е(-,). Класс насыщения — тот же, что и в предыдущем случае. Этот 


результат был получен Алексичем (5), (6) и Заманским (7) [см. так же (“)]._ 
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3) Метод суммирования Чезаро (С, г) при любом п 0, 


Е АТ 1 


[У 1. п), 


Тк (п) || 9% ть 
о (&>п), 


где 


д. ГОРА в п? 
Е п! Ге 1) ° 


Известно, что ядро этого метода удовлетворяет условию (30) 


И [см. (2); стр. 54]: 


Мы имеем: 
п п—К п п 
г—1 т—1 т—1 в 
о И, == У А, — № Е === У м, ы. 
У=К У=0 у=0 у=и—-1 


Но [см. (2?), стр. 48] 


т 

г—1 я 
24; 1 = А», 
у=0 


поэтому 
и : м 
ег. М ЕА, 
У—=К у=и—К-1 
Следовательно, 
п 
1 = 
и а № р о (1 << п). 


п ужи К- 
При фиксированном К и п-> со для п-Е-- 1 << п имеем: 


ты 
м 


Значит, 


Таким образом, метод Чезаро (С, г) при любом г`> 0 является насы- 


1 
щенным с приближением насыщения порядка О (-,-). Класс. насыщения — 


тот же, что и в двух предыдущих. случаях. 
В частном случае натуральных г этот результат был получен Заман- 


ским (7) [см. также (“)]. 
4) Метод суммирования Гёльдера Н’ при любом г>?1. 
Этот метод при любом г>0О определяется следующим образом 
[см. (23)]. Пусть ‘дан ряд 


У А», (32) 
к=0 
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Аа ———Аа—аАА—АА—А/—/:/‚ АА 


и пусть 
к= Я 4, (вы 0,4,...) (33) 


— его частные суммы. Тогда суммами Гёльдера порядка г`> 0 ряда (32) 
называют суммы 


НРУ О 
р . (1) 
где 
— 1)РСР | 
п—К 1 з ) п-—К (34) 


(Е+ 1)" а 


Найдем выражение Н» через члены ряда (32): 


а й 
Нь 5-3 ты. 1 аз В 
> < (&+ 1)” > 
=2 А рае. ГЫ 
2 : >, (У+ 1)” -2 Тк (п) А» 


где 
п 


иде СА 1 


и (У 1’ 


Дадим для множителей тх (п) другое выражение. Используя (34), полу- 
чаем: 


$62 


та (п) = У бы И = 


=  р=0 (Уиия 1 


Е у (—1)°С:С— (35) 
= 5. (41° Ев и 
Но 
Е 
следовательно, 7о (п) = 1, 
п е- 41 : у НСО 
ао У сис еаеы о а 

так как 


1 
2-11 С1СЕР в-Ь...") 
1 


Учусь о >в: 


у=0 
Учитывая, что 


#—1 п к—лит- 
С =Ст-а = Са пк» 
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получаем: 


и Кат 
Тк (п) = пс О АНИ 


к 1+1) 
п— 
я УС, 
в. (35) 


ро (Р-+ 1) (РЕЕ-1)" 


Докажем следующую лемму. 
ЛЕММА 2. 


К 1—1 Е 
1 — т» (п) = “г (+8, ), (36) 


где 1 вл, к =0 при фиксированных Ё и г. 
И—оо р 
При доказательстве ограничимся случаем г>>1, хотя лемма верна 


при любом г>>0 (как известно, при г=1 метод Гёльдера совпадает 
с методом Фейера). 
Докажем сначала формулу 


1 х 


в п—к ый по" 1 , 
О-о (— 2) ве) и —"т-1. (36) 
Действительно, мы имеем: 
1 © 
—1 
Г=\2 1 (1 — 2)" "ах А Ри = 
е 
1 1 
== \( аи \ (1 — 2)" Каз = 
==. | 1) а= 
0 % 
1 ры о 
= ( (з -) в \ У (— 1762 ати = 
0 и Р=0 
пк 1 ч 
се Пи 
ВЫ В ВИ рее ИТ 
=> ит \ ИР › (в-,) ди. 
В силу формулы [см. (24), стр. 214] 
и 
= А \* Г 1 
ыы, ) 44-е” (р>0, ч>-—1, (37) 
0 
находим: 
п—К 
+ Г (г) 
р Е ЛИ, т. 
р р ТИ раза 
Но 
пк п—К 
У (— С = % Сы" 4х —= 
ро Р — о 2=0 
1 
О-о и: 


0 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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ыы 


Подставив это выражение в предыдущее равенство и учитывая’ (35’), 
получим (36°). , 
`Преобразуем интеграл Г с помощью подстановки д = —: 


+ 
та =. и (1— вы а \ (в о ди. 
0 


. мае: 
Положив и = —_ › найдем: 


а И (1 г: и а ( = ты у ‘4. 
0 


Таким образом, формулу (36’) можно переписать в виде: 


Е и И 7—1 
п-—1 #—1 й ро ы 
вт 1271 
НЙ, 
о (38) 
Докажем нужные для дальнейшего неравенства. 
го г 
. 0<= '—(1-*) < < при 0-<#< п. (39) 


Действительно, переписав правую часть неравенства в виде 


+0 =«(1-=) м 
получаем: 


ф’ (0 = 4 [= — (1— 2) ] 50 при << п 


Последнее неравенство (а также левую часть неравенства (39)) проще 
всего доказать так. При { = п оно очевидно. При {< п оно равносильно 
неравенству 


1—#>и—1%(1--) 


или неравенству 
>", 
К=1 к 


или, наконец, неравенству 


и ее 


ка Ап" 
что очевидно. 
Итак, ф(1) возрастает с возрастанием { на промежутке О<Е< и, и 
так как ф(0) =0, то ф(1)>0 для указанных значений &#. Неравенст- 
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во (39) доказано. 


й о | 
п. 0<(1— >) = при 0<#<ам, (40) 


где Е — натуральное число, 0 а< 1, а фиксировано. 
Действительно, переписав правую часть неравенства в виде 


В К 
$ (0) = (1—--) =! Е 


оао, 


Отеюда видно, что \’(1) возрастает с возрастанием &, значит, 1’(В < 
< (ап) =0. Следовательно, '1ф(!) убывает, и так как 1 (0) =0, то 
ф (1) <0 для рассматриваемых значений {. 


получаем: 


1 т —4 
Ш. о< (1— к) -. при 0<»<1, пре. (41) 


Левая часть этого неравенства очевидна, а правую перепишем в виде 


и г—1 
$(5) = (1— и”) Е = Я © 
Имеем: 


р з | 


Ее (1- 1) |= я). 


Далее, 


; 120 \ 3—2 во — п 
Ф'(®) = (1— ео 12 п 


откуда видно, что Ф’ (5) < 0, ф( 5) убывает при возрастании % от Одо 1 
‚а так как Ф(1) =0, то ф(2) < 0. Таким образом, $’ (5) < 0, ф() убы- 


° вает, а так как (1) < 0, то 4ф(5) < 0. 


(п—1)э 


Е. — При фи ГО ое *. (94) 


у. 0<1— (1-Е) "< 


Левая часть неравенства очевидна, а правую перепишем в виде 


(г— 1) 100 "1 
Е ИЕ, о 


Имеем: 


УЕ (Е) |, 


ем 1 120 \" Зв — во-г— 2 
У@®= а Е АВ 


Легко видеть, что 1” (5) >0, а так как 1’ (1) =0, то $’ (5) 20; в сизу 
того, что 


= Ио, 
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28 ор о ое ЕН 


мы получаем: 
| ф (2) >0 
Вернемся к доказательству леммы 2. Установим, что при фиксиро- 
ванных Киа | 


ге ®— Е 
ма \ и (1--) «\(— Е») 45 = 0. (43) 


и—со 
ат 


та 


Действительно, для та 0 << п очевидно, что 
(1— 12%. = 


в <] 


Подстановкой + = пи приведем последний интеграл к виду 


7—1 


п! (в. г. ди = пГ (г) 151 "п. 
0 


Таким образом, 


12п 


К м д о (44) 


На основании этого неравенства получаем: 


аи и а 


п— 


п к 
«Г (ге п \ и (1— =) 48 < пА+ИГ (г) 1" п (4 — а)"-*, 


откуда следует равенство (43). 
Докажем теперь, что при фиксированных Ё, О а< 1, г 1 


Аи и Раки (№) № = 


ее йе (1— и. у ` 3 2», (45) 


0 


где Им =, =0. Действительно, используя (39) и (44), имеем: 
п—оо 
ат 


<) а ( 1— я) ай — №) 4 — 


57% 


7—1 


=} и— ((— =. а — и”) 4 < 


ат . 1 


5 \ ие! (1 —„) & \ (1 — а 42 < 
0 


0 
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«Г 1вет \ ине ((—-) @&< 


1) 


ка 


Не Ш = е,, . Иша, =0, 


пс 


} 


Значит, 


Далее, используя (40) и (44), получаем: 


ат 


о< фан 2)) Ца и 
0 


п 
апт ат 1 


о 0 


ЕГ (") то т — и 
м (1 — а) "т . ы = и, 
0 


где Ит г, = 0. Отсюда и из (46) получаем (45). 


Покажем теперь, что 


ат 


ь ее «(1 Е не =, Ншб,=0. 


п>со 
Разобьем интеграл /, на сумму интегралов по схеме 


1 Ч Е от 1 от 1 
ау И #4) уаз + У Е 


0 


= 


Интегрируя по частям, находим: 


1 7—2 
О и 


0 
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(46) 


ее . и ее: ве \ (1—1) 4. < 


(47) 


Подставив выражение этого интеграла в первый и второй члены пре- 


дыдущего равенства, получим: 


„п 


ке" Ш г Ее во я! 
я т ат \" е аа №) Р-+ 


ыы ат 1 ] 7—2 
Ел Ей 

—й ие &\(1— Е. ао 
1 0 
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Считая, что 1 <г<2, найдем: 


и. 1) < иен (и т < 
0 р | 


12 п 


оп 121 
ре 1 : т ре 7 
А ел ВЕ Бы И га) 
т. | е а \ ( т 42 < ТЕ | е 1 бы . 
1 0 1 
Следовательно, | 
1 ] т ат 
Е т (1 - — = а ) Ире 
А 1 


аль [А 


+: 
+ \ йе . — 1») 4 {О (==) ъ 


1 


Применяя неравенства (41) и (42), получаем оценки: 


{98) 


1 т—1 ) 
ея (ее) фЕ— \ пе РЕ: [( —ку) —1|“< 


п 


е т пе = (==) | 
< ее @ 42 — } пе (1 ты та ав = 
от, с Ре 
= а - = ( — и”) 1% < 
< т | ее 24 =0 (=) : 
Значит, у м у 

ие (— И @ = \ пей -- 0 (=) ; 

х 0 
\ ие! (1 = т -) Ри ы Пе д— (; ке оО (к=)- 
1 1 1 1 


Таким образом, на основании (48) получаем: 


= \ вече +0 (—.). 


а 


(49) 
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Если г>2, то интегрирование по частям интеграла 
р 


; 125. о 
\ а Е 42 
0 


надо повторить [7] раз, в результате чего мы снова получим форму- 
лу (49). Так как 


ат со 


Бла | еее = ее =, 
т—со б 
то из (49) следует (47). 

Используя известное равенство 


НА -ечиг[1-+0(+], 


верное при фиксированном №, и учитывая (43), (45) и (47), мы из (38) 
получаем (36). Лемма 2 доказана. 

Докажем, что ядро метода Гёльдера Н” при г>1 неотрицательно. 
Для этого дважды применим к сумме 


4 У 
ия о к (п) с0з № 


К=1 
преобразование Абеля, заменив в первый раз е0з &Ё по формуле 
+ : + 
эт (2-1) > —ят (28 —1) > 


с0$ аи про ЗИ РЕЯ И т 


№2 
251 


а во второй раз заменив з1п (2^ - 1) 5 по формуле 


р р № 
8112 (Е -- 1) в, 81102 5 


в (28-1) > = 


+ 
яй 2 


Мы получим: 


К 
п п—1 $112 — 
Я) 
ТУ ть @® сов = 2 [Тк—1 (п) — 27 (п) -- Те (п) ох 
ом 2 311? 5: 
а 102 ы е ыы ал 911? 5 
+ [на (®) — 27, (п)] - Ть (п) —=»У&(п) —., (50) 
2 51а у К=1 21? -5- 
2 2 2 
где 
к (п) = Тк—1 (п) — 27 (п) -- Тк (п) при &=1,.... п— 1, 
6, (п) — Ти—1 (п) Е.Б 27 (п), : (51) 


Виа (п) = 1» (п). 
Используя в рассматриваемом нами случае метода Гёльдера форму- 
лу (35), мы для 6» (п) получим следующую формулу: 
п--1—® 


Ь а НЕ Дет. 18а) 
к (п) = в 1 Не ет = ....у у . 
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Найдем для 6» (п) представление в виде интеграла. Умножив тождество 


п 
пн $ (Сны 
р=0 
1 Иа | 
на 21 (№-) и проинтегрировав в пределах от 0 до 1, получим, 
используя (37): 


ет ина очевь 


0 


и - фены (и Е: 1 Пе 
р ( ) . 8 —— п-+1—К вр” 
откуда следует, что 
С ( м г: п-+1—® 
ви (п) Нов \ (85) а*-—1 (1 — 2)" Нар > 0. 


0 


В силу (50), отсюда заключаем, что ядро метода Гёльдера при г>1 
неотрицательно. Таким образом, метод суммирования Гёльдера Н” при 
любом вещественном г_>1 является насыщенным с приближением на- 
у—1 

п 


12 
п 


сыщения порядка о | Класс насыщения — тот же, что и в пре- 


дыдущих случаях. 
В частном случае натуральных г класс насыщения этого метода 
был найден Альянчичем (1), (1) [см. также (1), (%)]. 
5) Метод (БР, у) Бериштейна — Рогозинского; у— любое 
натуральное число. 


#1 \ 
тк (п) = оо АА) при К =1,...,п, 
‹ 


Известно [см. (5), стр. 272, и (2), стр. 194—196], что при у=1 
сумма Бернштейна — Рогозинского В» (2, /) обладает свойством (8): 


| В; (2, )|<2^М, М = шах] (#) |. 


Следовательно, при любом данном натуральном у сумма Бернштейна — 
Рогозинского Р, (5х, п, ]) также обладает свойством (8): 


| Е, (2, п, 1) | < (2^)’М. 
Далее, при фиксированных К, у и п-> со имеем: 
КАИ 
1 — 1х (п) — — 
Те ( ) 812 
Значит, этот метод является насыщенным с приближением насыщения 
й | Н 
порядка 0(-=) . Класс насыщения есть множество функций / (2), имею- 


щих производную, удовлетворяющую. условию Липшица порядка еди- 
ницы: | (1) © Шр1. 
Этот результат был найден Харшиладзе (1?). 
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6) Метод типических средних. 


Е \р | 
в |1 (=) при 1, ып р, 
0 при Ап, 


получим: 


п по я ., п — 2), 
а: 2(п— 1)? (п— 2)Р ра 
а 1 
м п—1)\2 
В, (п) =1— (*— >06. 
Следовательно, 
а $112 ша у 
Г Ти (п) соз #4 — 6, (п) — №0. 
К—1 218 
Далее, имеем: 
п п-—1 
> = 2 Тк (п) соз АЕ | 4 
0 к=1 
п п—1 ВЕ и а я п 
< = = У Тк (п) соз КЕ — В, (п) ае-- \ вып) =. @ — 
0 К—1 251 0 23102 =. 
д за? = № Е | 
= = (п) в 2-5 — У ль (®) сов а -- 
0 23102 = К=1 4 
Г 3102 > ПТ в1щ2 > п? " 
+ 5.) — = 5, (п) а ед" з аЕ- 
0 2 3112 > о 5112 5. 8112 — 
Интегрируя тождество 
щ 
9112 —5- А 
- =п-2 р (п — К) с0з АЕ, 
3112 > #1 
получаем: 
т 8112 -5- 
\ - 4 =пл 
0 8102 5 
Следовательно, 
п я 
\ Е -- > к (п) соз Е |4 < ппб, (п) < пр, 
0 &=1 
ибо 


6, (п) <>. 


Наше утверждение доказано. 


4) ‘ор 
В А О На. 


433; 


р заданное натуральное число. Докажем, что ядро ‘этого метода удов- 
летворяет условию (30). Применяя к этому ядру равенства (50) и (51), 
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алан о Е ВН НЕННЕ НЫЕ БОННЕ в 


Таким образом, этот метод является насыщенным с приближением 
р й 


1 
насыщения порядка 6(->) . Классом насыщения является в случае 
- х п 


четного р множество функций ] (7), у которых ДР (5) Е ТАРр1, а вслу- 


‘чае нечетного р — множество функций (7), у которых РЕ Шра.. 


Этот результат был получен Заманским (8) [см. также (1?)]. 
7) Частный случай метода Рисса в” 


» ^ У 
а Е 5 ы ) при Ё =1,....п— 1, 
Тк (п) == е № р Але р 


0 при. > п, 


где /„ = п?, р — натуральное. 


Учитывая результаты случая 6) и рассуждая так же, как в слу- 


чае 5), убеждаемся, что ядро этого метода удовлетворяет условию (30). 
Далее, при фиксированных А, т и п-—> со имеем: 


7 
и: 


Следовательно, этот метод является насыщенным с приближением насы- 
4 


щения порядка о ь. . Класс насыщения — тот же, что и в преды- 
п 


‚дущем случае. 
Этот результат был получен Альянчичем (15). 
8) Частный случай метода Вороного (И, р»). 
Метод суммирования Вороного (Й’, р»), как известно [см. (23), 
-стр. 88 и след.], состоит в следующем. Предполагая, что 


Ри > к 
Ро > 0, 
Рь = ро РЕ... Ри» 
со к 
мы для данного ряда >} Ах с частными суммами 5х = У А, (=0,1,2,...) 
#=0 У—0 


образуем последовательность средних 


ИЛИ 


где 
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Рассмотрим частный случай этого метода при р», =\+1. В этом 
«случае 


(п Е 2) (п К+ 1) м : 


| ТЕ = (п 2) в- 1) 
0 при Ёп. 
При фиксированном Ё и п-> со имеем: 
К 
пи. 


„Докажем, что ядро этого метода удовлетворяет условию (30). Применяя 
„к этому ядру неравенства (50) и (51), получим: 


нЕ 2 нь: 
Вх (п) "+0120, Е и. 
7 
бич (п) = что. 
‘Значит, 
„д + 
1 С эт ВАО 
> + У 1» (®) 03 Е — Вин (п) 0, 
К—1 й $1? 
‘откуда следует, что 
С (в 1) 
1 ы п 8102 я =: с Се 
\ в ++ р 7; (п) с0з ЁЁ 4 Въ (п) ===. 
0 К=1 0 $112 т 


Таким образом, рассматриваемый метод суммирования является на- 
сыщенным с приближением насыщения порядка О (=) . Класс насыще- 
„ния есть множество функций ] (5), у которых / (5) © р1. 

9) Метод Гаусса — Вейерштрасса — Абеля (А, 2). Сингу- 
‚лярным интегралом Гаусса — Вейерштрасса для функции }(5) назы- 


вается интеграл 
г 


И’ (=) == И’ (в, 5, ) = лее Рав Е>0. 


Е 


Легко видеть, что если ] (1) есть непрерывная 2л-периодическая функция 
с рядом Фурье (1), то И’ (5) также есть непрерывная 2л-периодическая 
функция, ряд Фурье которой имеет вид: 


_ =" 


И’ (1) а е “ (аксоз Ах - Физ Ад). 
—=1 


"Таким образом, для этого метода суммирования 


ЕК 


С о 


Шри любом фиксированном натуральном К и Ё-—>0 имеем: 


1% 
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Ядро этого метода, т. е. сумма ряда 
аа. 
— - № е 41 608 # 
К=1 
т 
4 


1 1 
есть эллиптическая функция —5т (->-) со значением 4 =е ‚ так как 


©о 
9: (#) = ЕЯ", 4“ соз2ки, |4|< 1. 
= 
Но известно, что функция 9.(и) неотрицательна для вещественных и 
и значений 4 из интервала (—1, 1), что видно из представления этой 
функции в виде бесконечного произведения 


со 
$, (и) = [4+ 247" сов 2и + дз@"-5) (1 — 47) 
П=1 
[см. (24), стр. 318]. 

Таким образом, этот метод является насыщенным с приближением 
насыщения порядка О(&). Класс насыщения — тот же, что и в преды- 
дущем случае. 

10) Метод Римана (А, г) тг— любое натуральное 
число. 


эш да \" 
(9) = (Мы) при &=1,2,3,.... 


При фиксированном К и &-›0 имеем: 


1—1, (0) — = "зай, 


Ядро этого метода неотрицательно, так как оно получается примене- 
нием г— 1 раз операции усреднения к неотрицательной функции 


— 


> зщ ка 
Е р с03 А 


Ка 
#=1 


2. 


(на это обстоятельство обратил мое внимание А. Ф. Тиман), равной 
р при < 1<а«<ли равной нулю при О<а<Е<л. 
Следовательно, метод является насыщенным с приближением насы- 
щения порядка О (9?). Класс насыщения — тот же, что и в предыдущем 
случае. 
Частный случай при г =1 был рассмотрен Харшиладзе (1?). 


11) Метод, определяемый интегралом Валле Пуссена.. 
Интеграл Валле Пуссена имеет вид: 


(2п)! 1 
(2—1)! 2л. 


\ 1 (#) соз2" = 4. 


2 


(а) == 


Известно, что если }(5) — непрерывная 2л-периодическая функция 
с рядом Фурье (1), то 09,(х) есть тригонометрический полином 


КЛАССЫ НАСЫЩЕНИЯ 437 


порядка п: 


9» (1) = > + Тк (п) (ак соз Кх -- бк 11 Ёх), 


1 


ТЫ = 


где 
(1) 
т, (п) = @ 2-ю 
0 при Ап 


прив, 


[см. (25), стр. 277—278]. 
При фиксированном А и п-> оо имеем: 


[2 
нЕ 


‚а ядро этого метода неотрицательно. Значит, метод является насыщен- 
1 
ным с приближением насыщения порядка 0 (-,-). Класс насыщения — 


тот же, что и в предыдущем случае. 
12) Метод, определяемый интегралом Джексона. 


Интеграл Джексона имеет вид: 


: Е —х -4 
З этв— 5 


Ил (2) = эле 1 \ (8 ЕЯ 


п 


Известно, что если }(х) — непрерывная 2л-периодическая функция 
‚се рядом Фурье (1), то и„(х) есть тригонометрический полином порядка 
2п — 2: 


21—22 
Е — и -- У 1х (п) (а, соз Кл -- бк эт Ах), 
Е=1 
где 
1 (21 — Е +1)! 4 (п— +1)! ты 
2п (278 + 1) а ы Е | при &=1,...,в—2, 
= 1 (21 — В+ 1)! 


при А =п—1,...,20—2, 


2п (21) О К— 2) 
0 при Е >2п— 2. 


При фиксированном Ё и п-> со имеем: 


За 
Тб — 5, 


а ядро этого метода неотрицательно. Значит, метод является насыщен- 
ы 

ным с приближением насыщения порядка 0 (=). Класс насыщения — 

тот же, что в предыдущем случае. 


13) Метод Джексона — Валле Пуссена. Как известно, этот 

метод ‘определяется множителями 
[ ЗЕ? 
{- 2 
2п 


тк (п) = (2—-) при К =п,... ап, 


ЗАЗ 
НР при 4, Доу м, 


| 0 при А>2п, 
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а ядро его неотрицательно [см. (20), стр, 133]. При фиксированном. 
д 
К ип->с<о имеем: 
` ЗА? 
И 212 ° 
Значит, этот метод является насыщенным; порядок приближения насы- 
щения и класс насыщения — те же, что и в предыдущем случае. 
4. Теорема 1 трактует случай, когда при фиксированном Ки Ё—>®. 


1 —т, (5) —Р(®)Ф(5,, 


где Р(К) есть функция только от №, а ф(Е) — функция только от &. Но 
имеются методы суммирования, для которых подобное соотношение ‘не 
выполняется. В некоторых случаях может быть с пользой применена. 
следующая теорема. | 

ТЕОРЕМА 2. Пусть задан метод суммирования т, определенный 
последовательностью функций 1, (&) (Е =1, 2,...), заданных по крайней 
мере для значений Ё—- <, и пусть существуют вещественные 
числа т, «>20 и 0«а<! такие, что при любом фиксированном нату- 
ральном К и ЕЁ > о 


1 т, (© Ва, | (52) 


где ск == 0 — константа, зависящая только от К. Тогда при любом целом. 
уУ>0 этот метод является насыщенным порядка \ с приближением. 
насыщения порядка О (Е*“ 7 а). 

Класс насыщения порядка у для этого метода совпадает с множе- 
ством тригонометрических полиномов порядка у-Р1, т. е. для того 
чтобы 


|1 (2) — Ех, Е, |= 0 (ЕТ аз, (53) 


необходимо и достаточно, чтобы функция }(т) была тригонометриче-- 
ским полиномом порядка \ -| 1. 
Доказательство. Докажем сперва, что заданный метод является 
насыщенным порядка % с приближением насыщения порядка О о 
Предположим’, что для некоторой неограниченно возрастающей по-— 
следовательности чисел Ё„ и некоторой функции ] (5) 


|1 (@) — Е (о, Е» |= о ай); 
тогда из равенства 


.п 


М т = } И — Е, Ъ 16038242 о (54) 


получаем: 
|1 — ть (Ев) [ах [= 03а); 


откуда, учитывая (52), имеем: 


оо емет) 


а. 
| ак | о ЕЕ ое 
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Следовательно, ах =0 для Ё =у-+ 1, у--2,.... Аналогично, 6, = 0 для 
о 
С другой стороны, например для функции ](2) = соз (у - 1)х, мы. 
имеем: 
Е (х, 8) = Туча (8) соз (у - 1) х, 
7 (1) — Е (х, 8) = [1 — Ту (Е)] соз (у 1) г. 


‚ Отсюда следует, что 


|7 (2) — Р(ж, 8) |5 М — та) [сны Рай = 0 (65° Па). 
окажем теперь, что класс насыщения совпадает с множеством 
р 
тригонометрических полиномов порядка \ -{ 1. 
Пусть дано соотношение (53), которое. запишем в виде 


7 &) Во а, 


где А>0— констаыта. Тогда, как ‘и выше, из (54), учитывая (52), 
получаем: р 


Е АВ от, 
[ак | < ее] [< | ь . 

Следовательно, ах = 0 для А =у-- 2, у 3,.... Аналогично, 6, = 0: 
для К =У--2, У-З,..., т. е. 7 (1) — тригонометрический полином по- 
рядка *- 1. 

Наоборот, пусть 

У-1 
Пе = > -- я (ак соз Ах - бизш 2); 
= 
тогда 
у-1 
7 (<) — Е (х, &) = У М — т» (&)] (ах соз Ех -- бу защ Ё2). 
К=1 
Обозначив 
М = шах шах | ах с0зАх -- бьзш Ах |, 
15 & 
получим: 
У-1 у О - 
|7 @) — Е (а, |< МУ |411 ©|--М У |+ а — 
1 = 


ыы М и ЗА а ры Г) (2) а). 


Теорема 2, на наш взгляд, интересна тем, что выделенные в ней 
методы суммирования имеют наименьший класс насыщения. 

5. Частные случаи теоремы 2. 

1) Метод Эйлера (Ё, 4). Этот метод определяется следующим, 


со 
образом [см. (23)]. Суммами Эйлера ряда У Ак с частными суммами 
к=0 
к 
Ва = р А, (К =0,1,2,...) называются суммы 
© 


Л =: К К 
= =" б. 5 0.120.) 
И 
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где 9> 0 — данное число, или 


ь= Ут(п) Ак п=0,1,2,....), 
К=о 
где 


ть (в) = И. 14° &=0,1,...,п), 
0 (Е > п). 


При фиксированном А и п-> со имеем: 


п^—1 а ц 
1 —1* п — 1 0 


Следовательно, при любом заданном целом у>0 метод суммирова-. 


ния Эйлера (Е, 9) является насыщенным порядка \ с приближением 


т 
насыщения порядка 0" ( ) И Класс насыщения порядка У для 


а 
9-1 
этого метода совпадает с множеством тригонометрических полиномов 
порядка м -- 1, т. е. для того чтобы 


769 — 9, 9 = 9["* (9) |, 


необходимо и достаточно, чтобы функция } (5) была тригонометрическим 
полиномом порядка у - 1. 


2) Метод Хаттона (Ни, г). Этот метод определяется следующим 
к 


со 
‘образом [см. (?3)]. Пусть дан ряд У Аки $к = У А, (К =0,1,2,...)— 


К=0 у=0 
его частичные суммы. ми суммы 5’ для г=1,2,... формулой 
г г—1 ИЕ 
$, — ат 5% ) "> 0) 


при условиях 
= (“> 0),; азы 0). 


Методом математической индукции легко доказать формулу 
Й г 
т 21 Сб чы (п =0,1,2,...) 


у=0 
при условиях 


п—г г 
г 4 
а, у Ах ъ С, 
К=0 2 =и—и--1 У=А—п-т 
‘или, обозначив п — г =[, $1 = ых в виде 
п-—1 


би = Би = Ак У Аи Аь 


К У —о 


ео урна _› ДЕ тимати > 


КЛАССЫ НАСЫЩЕНИЯ 441 


где 
[1 при К:= Одень 
= 
п ты у СИ: при К ==е-ЕЧузуп, 
у=А—1 
0 при А >п. 
При фиксированных К и [, К`>[1, ип-› со имеем: 
1—1 
ыы 21 в 1 
1 — ть (п) = г х СЕ м 


Следовательно, при любом заданном натуральном % > 1 метод Хат- 
тона (Ни, п{) является насыщенным порядка \ с приближением 


в 
насыщения порядка 0("— . Класс насыщения порядка у>{ для 


| этого метода — тот же, что в предыдущем случае. 


3) Экспоненциальный метод суммирования Бореля(В). 
со 


Этот метод определяется так [см. (?3)]. Для ряда уз Ах с частными 


К=0 
к 


суммами 5х = У А, (& =0,1,2,...) образуем ряд 


пе У а, 
или та 
(= Ут» (© Аь 
К=о 
где во вт О ААА 


При Е Ки ЕЕ со имеем: 


1 — т» (Е) =е* ы ка 
У=0 


Таким образом, при любом заданном целом \% > 0 экспоненциальный 
метод суммирования Бореля (В) является насыщенным порядка % с 
приближением насыщения порядка О (Ее =). Класс насыщения поряд- 
ка у для этого метода — тот же, что в предыдущем случае. 

4) Обобщенный метод Бореля (В’, а). Для этого метода 


имеем: Е 


о] 
та (= тар) и 4, ео, 594 
Е 

При фиксированных А, о и Ё-> -|- со получаем: 

я РУ 1 Ка Е 

1—1 (5) "гео е^. 

Следовательно, при любом заданном целом у>0 обобщенный метод 

суммирования Бореля (В’, а) является насыщенным порядка У с при- 
ближением насыщения порядка О (Е“^+® =). Класс насыщения — тот 


же, что и в предыдущем случае. 
Поступило 


17.Х1.1959 
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Настоящая статья посвящена общей теории расщепляющих эндомор- 
физмов структур, которая является дальнейшим развитием как общей 
теории однородно расщепляющих эндоморфизмов структур, изложенной 
в работе (1) и нашедшей свое приложение к прямым разложениям струк- 
тур [см. (2)], так и теории эндоморфизмов связанных © прямыми -раз- 
ложениями структур, разработанной в статьях (3) и (“). 


В $1 настоящей работы вводятся основные понятия и доказывается 

‚ ряд вспомогательных теорем, которые используются в последующих 

параграфах. При этом понятие гомоморфизма, которое дается в $1, 

отличается от определения, введенного в работе (!)*. В этом же пара- 

графе доказывается теорема 1, полностью решающая вопрос, постав- 
ленный и оставшийся открытым в работе ('). 

В $2 приводится несколько видов расщепляющих эндоморфизмов 
и устанавливается некоторая связь между ними. В частности, вводится 
понятие "-расщепляющего эндоморфизма, позволившее найти необхо- 
димое и достаточное условия для того, чтобы эндоморфизм был одно- 
родно расщепляющим. 

В $3 находятся условия, при которых эндоморфизм структуры яв- 
ляется одним' из расщепляющих эндоморфизмов, указанных в $ 2. 
В этом же параграфе доказывается теорема, из которой, в частности, 
следуют все результаты раздела П п. 3 работы (1). 

В $4 результаты, полученные в предыдущих параграфах, используются 
для эндоморфизмов связанных с прямыми разложениями структур 
и устанавливаются дополнительные связи между некоторыми видами рас- 
щепляющих эндоморфизмов. 

Заметим, что многие результаты работы (5), полученные при несколько 
другом, чем в настоящей работе, определении гомоморфизма и обобща- 
ющие некоторые результаты из теории эндоморфизмов векторных про- 
странств [см. ()], содержатся в первых трех параграфах данной работы. 

$ 1. Всюду в дальнейшем под словами «структура 5» мы будем по- 
нимать полную и модулярную структуру. Однако нам часто придется 
рассматривать структуры с дополнительными ограничениями. 

Взедем следующие обозначения: обозначим через 5” структуру 5, 


в которой выполнено условие 
(*): если хи ц, #=1,2,...,— элементы структуры 5, причем 


* См. замечание на стр. 449. 
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со со 
Уи = У 
1—1 1=1 
[ем. (°)]- 
Обозначим через .5” структуру 5, в которой выполнено условие 
(**): если хи У, #=1,2,..., — элементы структуры 5, причем 
О ао, СМ вр» то 
со 
Ху =0 
$=1 
[см. (?)]. 


Обозначим через 5”” структуру ©, в которой выполнено условие 
(***): если х и {у.} — элементы структуры 5, причем элементы 
у« образуют возрастающую цепочку, то 


и да 
[ем. (3). 


Пусть а, 665, где 6 <а. Обозначим через а/6 множество всех эле-` 


ментов г65, удовлетворяющих условию 6 <х<а. Очевидно, что а/б 
образует подструктуру структуры 5, которую будем называть фактор- 
структурой. В дальнейшем фактор-структуру а/0 будем также обозна- 
чать через 5.. Через 1 и 0 будем обозначать соответственно единицу и 
ноль структуры 5, а через 1’ и 0’— единицу и ноль структуры 5°. 

Определение 1*. Однозначное отображение и структуры `5 на 
структуру 5’ называется гомоморфизмом, если при этом выполняются 
следующие условия: 

1) (ут = 21 м. 

2) Если 2.65’, то в сруктуре 9 существует элемент 2 такой, что 
22: 

3) Если г, у65 и “= у\, то в структуре 5 существуют элементы 
хиу такие, что 2 =. ум = 0’ из я=у- у. 

4) Существует максимальный среди элементов структуры 5, отобра- 
жающихся при 1 в ноль структуры ©’: 

ЛЕММА 1. Если п — гомоморфное отображение структуры 5 на 
структуру 5’ и если для элементов т, Ув 5 выполняется соотношение 
< у, то и < ум. | 

В самом деле, так как х<у, то гт-- у=у. Следовательно, хм —— 
-- УП = ум, т. е. 21 < уп. 

Определение 2. Максимальный элемент структуры 5, который 
при гомоморфном отображении \ структуры 5 на 65” отображается в 
ноль 5’, называется ядром гомоморфизма т. Будем обозначать его через 
К (1). Очевидно, это будет сумма всех элементов структуры 5, которые 
при гомоморфизме \ отображаются в ноль структуры 5”. 

ЛЕММА 2. Если п — гомоморфное отображение структуры 5 на 5’, 
то т = у тогда и только тогда, когда х - К (т) = УЕ К("). 


* Это определение не требует полноты структуры. 
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Доказательство этого утверждения аналогично доказательству лем- 
мы 1 работы (1). 


Замечание. Если 1] индуцирует гомоморфное отображение струк- 
туры 5 на структуру 5’, то он индуцирует и гомоморфное отображе- 
ние подструктуры 5, на подструктуру &%, где у = 21, ядром которого, 
очевидно, является элемент як (1). 

В самом деле, при гомоморфизме п структуры 5 на 5”, в силу 
леммы 1, каждому элементу 1,60, будет соответствовать элемент 
6 5,. Покажем теперь, что и, обратно, для каждого элемента 
у’Е5у существует по крайней мере один элемент 1.65, такой, что 
_ 1 =’. Действительно, при гомоморфизме п структуры 5 на 5’ су- 
ществует по крайней мере один элемент 265 такой, что 24 =у’. Но 
тогда 

(2 2) | = 21 - 21 = 51 = У. 

Следовательно, (х- 2) 1 =\, что, в силу леммы 2, дает: 


К (п) т 8=(т) + =. 
Из последнего равенства будем иметь: 
К (п) + 4 К(п) - =, 


„откуда, согласно модулярному закону, получаем: 


К (п) 2=((1) + $ [Е (и) - 21. 


Из этого равенства и условия 1), а также из определений 1, 2 следует, что 
21 = {2 [# (1) + 2} 1=У. 


Таким образом, в структуре 5. мы нашли элемент 5. = 5 [® (") - 2] 
такой, что 12 =У’. Тем самым условие 2) определения 1 для отобра- 
жения | структуры 5. на 5, выполняется. Условие 1) определения 1 
выполняется в силу того, что оно имеет место при гомоморфизме \ 
структуры © на 5’. Покажем, что выполняется и условие 3) определе- 
ния 1. Действительно, пусть для 41, 12265. имеет место равенство 
х\ = 151. Тогда, согласно лемме 2, 


11 Е Е(П) = 2 К (м); 
отсюда, так как 2, <хи 1. < т, в силу модулярного закона получаем: 
11 -- жЁ (1) = 2» -- 2К (1). 


Очевидно, последнее равенство и доказывает справедливость усло- 
вия 3) определения 1 для отображения 1 структуры 5. на $,. Тем са- 
мым мы показали, что \ есть гомоморфное отображение структуры 5х 
на 5’, где у= хи, ядром которого, очевидно, является элемент 2к (1). 

Определение 3. Взаимно однозначное соответствие между струк- 
турами 5 и 65’, сохраняющее существующие в этих структурах отноше- 
ния порядка для элементов, называется изоморфизмом этих структур. 

ЛЕММА 3. Если \ — гомоморфное отображение структуры 5 на 5’, 
то 


1/К (1) = 17. 
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Доказательство. Пусть 1 индуцирует гомоморфизм структуры 
$ на 5”.’При этом гомоморфизме каждому элементу из 1/Ё (1) ставится 
в соответствие` элемент из 5’. Покажем теперь, что и, обратно, для каж- 
дого элемента х’6 5” существует в 1/К (1) такой элемент 1, что 24 =#”. 
Действительно. при гомоморфизме \ структуры 5 на структуру 5, ©0- 
гласно условию 2) определения 1, для элемента с’ 65’ найдется в 9 
такой элемент у, что ум =2'; но тогда и (у-- А(1)) у =’. Отсюда и из 
того, что (у--К(1)) Е 1/Ё (1), и следует наше утверждение... Пусть 
х, УЕ1/К (1). Если хм = УЦ, то х =у. В самом деле, если хи = У\, то, 


согласно лемме я. имеем: 


+ (1) =у- (т); 


но так. как 2 й(1) иу> (1), то х=у. Таким образом, мы показали, 
что гомоморфизм 1 индуцирует взаимно однозначное соответствие меж- 
ду 1/Ё (1) и 1’/0’, которое, в силу леммы 1, сохраняет порядок элемен- 
тов. Следовательно, гомоморфизм | индуцирует изоморфное отображе- 
ние 1/^ (1) на 1'’/0’, что и требовалось доказать. 

Следствие 1. Гомоморфизм | структуры 9 на 5’ тогда. и только 
тогда будет изоморфизмом, если К (1) = 0. 

Следствие 2. Если \ есть гомоморфное отображение структуры 
5 на структуру 5’ и т. С1/К (1), где а пробегает некоторое множество 


индексов, то 
(> 1» = Умет, (Пе) п= Пот. 


[2 


Доказательство: Так как ео 1, то, согласно лемме 1, 


а 


имеем: 


той < (2 ше | Ц 


а 


тт < (> и т. 


д, 

Но У яме’; следовательно, на основании леммы 3, в факторе 1/А(\) 
- : 

найдется элемент 2 такой, что 


2 = Ул. 


и иоэтому 


Таким образом, 


[2+ Хз) ч= а Е (=) "= (222+ )\- 


№ а 


Отсюда, в силу леммы 3, получаем: 
< 
ВНЕ ры, — р То, 
[74 [24 


что дает: 
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Аналогично можно показать, что для любого & +. 2 и поэтому 
я: 
[22 


я р < 1 
Итак, из соотношений 2< » ОИ т. = 2. выводим: 
[#4 а 


м 
2 = а 


а 


(5 = т 21а. 


а 


Но тогда 


Второе равенство следствия доказывается аналогично. 
’ЛЕММА 3’. Если \ есть гомоморфное отображение структуры 5 


на 5’, то 
(> 1. | ЦЕ Е 


[3 & 


Доказательство. Так как 


К (п) + Хх = УМ(м) + 24], 


вито 


[ (и) > ть т = { [® (1) пы} т 


а 


и потому 


(> т» 8 У (м) + 2] 1. 
[23 [4 

Далее, так как для любого © [Ё (1) + 1] 6 1/К (1), то, по следствию 2, 
из леммы 3 будем иметь: 


[Ум + хм = УЕ) зы т. 


Но 
[А (п) + 2] М = а, 


поэтому 
| [К (п) + га] ПЕ. 


Таким образом, 
| [Хе] я = зе, 
а & 
что и требовалось доказать. 
Замечание. Если в определении 1 предположить, что структуры 
$5 и 5’ полные, а требования 1) и 4) заменить условием 
(> т. 1 == Рей, 
[2 а 
то мы получим другое определение гомоморфизма, которое, как легко 
проверить, учитывая лемму 3’, эквивалентно в полных структурах 
определению 1. Утверждение, доказанное в замечании на стр. 447, с0- 
держится в определении гомоморфизма, данном в работе ('). Этим оно 
отличается от определения гомоморфизма, приводимого в настоящем 


замечании. 
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Определение 4. Изоморфное отображение п структуры 5 на себя 
называется автоморфизмом структуры 5. 
Определение 5. Гомоморфное отображение структуры [5 на не- 
которую свою подструктуру 5« называется эндоморфизмом структуры 5. 


В дальнейшем вместо выражений «эндоморфизм \ структуры [5 цин- 


дуцирует изоморфное отображение подструктуры |5. ма подструктуру 
5, где у= р, или, в случае, когда у =, «эндоморфизм [1 структу- 
ры '5 индуцирует автоморфизм подструктуры 6х», мы будем говорить 
соответственно: «эндоморфизм {1 структуры 5 индуцирует изоморфное 
отображение элемента х`на элемент у = 2\» и «эндоморфизм т струк- 
туры 5 индуцирует автоморфизм элемента 4». | 1 

Определение 6. Произведением эндоморфизмов структуры 5, взя- 
тых в конечном числе, называется результат их последовательного при- 
менения. 

ЛЕММА 4. Если \ есть произведение конечного множества эндомор- 
физмов структуры 5, то 1 (1) =11/0, где К (т. — максимальный эле- 


мент структуры ©, который отображается при 1. в ноль — 
х п 
Д оказательство. Пусть т = П ":;, где \; — эндоморфизмы струк- 
8—1 
1 


туры 5. Обозначим через т: произведение |] ть, т. е. положим 
1 


1 
и = П ". 
ы = 
Для (2 = справедливость нашего уг. “ения [следует из леммы 3. 
— Предположим теперь, что лемма уже доказана для [ = т, где тп, 


т. е. что 
1/Ё (тт) = Ето. 
Тогда, согласно лемме 3, для эндоморфизма \м»-,: будем иметь: 
17/ ри К (Прянл) 5 Арни 0, 
где 
ии = мы. 
Так как 1/К (пт) = Иии/ 0, то существует, и притом единственный, эле- 
мент х61/К (т) такой, что 


ть = Чьи К (Пиза). 
Отсюда получаем: 


т. =0 


и, значит, Х< К (та). Следователь»о, 


1х Е (Ит-а) = ттт < р. (пил) тут, 


1 Е (Иту1) ЗК (Пт) < «т». 


* 
Мы не можем говорить о ядре К (1) эндоморфизма \|, так как еще неизвестно, 
что произведение эндоморфизмов структуры (взятых в конечном числе) есть эндо- 
морфизм структуры. 
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Но так как 
[Е (Пт) Ти] та = 0, 
то 
р: (рту < Чт Е (Пт). 
Таким образом, имеем: 
Е (Ит1) Пт = 1 Е (та) = А 
Отсюда, в силу изоморфизма 1/К (пт) == 11 /0, получаем: 


т = Е (Пт). 
Теперь легко заметить, что 


1/К (Ит-) = ти А Е (Пт) 
и поэтому 


1 (Пина) = Симы 0. 


| Следовательно, лемма доказана и для /[ =т 1, а потому, в силу 
' индукции, и для любого натурального числа. 

Следствие 1. Произведение конечного множества эндоморфизмов 
) структуры 5 есть также эндоморфизм структуры 5. 

| Действительно, если 1| есть произведение конечного множества эн- 
доморфизмов структуры 9, то, очевидно, 11 < 1 и, как легко проверить, 
' для 1 выполняются условия 1), 2) и 4) определения 1. Покажем, что 
’ и условие 3) определения 1 выполняется для эндоморфизма 1. В самом 
деле, нусть 21 = уп. Тогда 


[2 + Е (1) 9 = 9 - А (п)] 1. 


Но, согласно лемме 4, 1/Ё (1) —=11/ 0, и так как 


К (п) <#- (и) <! 


К (1) ЗУ (1) < 1, 


то 
& + Е(п) =У- К (1), 


что и требовалось доказать. 

Следствие 2. Если эндоморфизм '\, структуры 5 индуцирует 
изоморфное отображение элемента х на элемент у, а эндоморфизм \› 
индуцирует изоморфное отображение у на элемент т, то эндоморфизм 
| = 1:12 индуцирует автоморфизм элемента т. 

Если — эндоморфизм структуры 5, то 1% #=1,2,..., также 
является эндоморфизмом структуры 5, ядро которого есть К(”), 
#=1,2.... Очевидно, что 


к (п) < К (1’)<...< (1) <... - 
со 
Определение 7. Назовем элемент г (1) = У Е (1#) радикалом эн- 
+1 
доморфизма п структуры 9. 
Определение 8. Пусть 1] — эндоморфизм структуры 5. Назовем 
элемент 65 \-допустимым, если хп < т. 
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Легко заметить, что если \ — эндоморфизм структуры 5“, то он ин- 
дуцирует эндоморфизм подструктуры 9х, где х — 1-допустимый элемент 
5*, ядро которого есть 2 (1), а радикал — 2т (1). Очевидно, что мно- 
отно всех |-допустимых элементов структуры © образует подструк- 
туру структуры 5. Мы ее будем обозначать через 5 (1). 

ЛЕММА 5. Пусть | — эндоморфизм структуры 5. Если существует 
такое ‘целое положительное число 1, что К (1!) = К (1*"'), то 


К (п!) = (1) = Е (12) =... = 7 (и). 
Доказательство. Пусть условия леммы выполнены. Тогда 
К (1) = (12). 


Действительно, так как 
(ПН) На — 0, 


то 
[Е (ИЕ?) м] ме: = 0 
и поэтому 
К (ПЕ?) 1 < Е (М1) = # (и); 
следовательно, 


(пез) на — 0. 
Отсюда имеем: 
К (1'+2) < Е (Е) 
и, значит, 
К (п) = & (11) = 2 (172). 
Предположим, что наше предположение доказано для 7} — 1, т. е. что 


К (18) = А (ПЕ) =... = (ИЕР). 


Тогда из равенства 
[Е (ИЕН?) ре = 0 


следует: 
К (т чз Е(ИР) = (9). 
Поэтому 
& (17) пе = 0 
и, значит, 


® (1?) < К (Па) = К (и). 
Отсюда получаем: 
® (1) = (и), 


т. е. наше утверждение доказано и для 7. Тем самым равенство 
К (18) = А (МЕН). 


справедливо для любого натурального [, и лемма полностью доказана. 
ЛЕММА 6. Если \ — эндоморфизм структуры 5, то К (1) = К (п) 
тогда и только тогда, когда 1тйК (1!) = 0. 


Доказательство. В самом деле, пусть 1 (и) = 0. Тогда эндо- 
морфизм \ индуцирует изоморфное отображение элемента 11 на эле- 
мент 11, так как (11) м = 11 и К (1) 11 =0. Поскольку эндомор- 
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физм 1: индуцирует изоморфное отображение 1/* (11) на 11/0, сущест- 
вует такой элемент т611!/0, что 

К (пт) ф=х 
и потому 

К (ИЕ) ЕН = И = 0. 

Следовательно, 1 = 0. Но тогда и А (1+1) 1 = 0. Отсюда получаем: 

К (ИЕ) < А (1). 
“Но А (11) < К(П!) и, значит, 

К (п!) = (11). 

Обратно, пусть А (1?) = А (1:1). Тогда, так как эндоморфизм п ин- 
дуцирует изоморфное отображение 1/Ё(\) на 11/0, найдется такой 
элемент у61/Ё (1'), что 

ут = 1 (1) < 11. 


Отсюда имеем: 
уп =0 
‚и потому, согласно лемме 5, 
у<(т’). 
Следовательно, уп = 0. Но 
ут" = 11% (и') 
и, значит, 
11 (17) = 0. 

ЛЕММА 7. Пусть | — эндоморфизм структуры 5. Если элемент х 
структуры © удовлетворяет условиям хЧ=х и а (1) = 2 (1), то 
ЖК (9) = 0. 

Доказательство. Так как х| =, то найдется такой элемент 
у<х, что 

УТ = 2 (1). 
Отсюда получаем: уп"! = 0. Следовательно, 
у < 2 (ПЕ!) = 2К (1) 

и потому у = 0. Но так как ут = 2 (1), то 

[К (пе) че = 0 
и, значит, 

тк (1) ЗА (И). 
Отсюда следует, что 

«К (1) < К (Пт); 


но 
ФК (1) < К (и), 


К (171) = 2 (1). 
Предположим, что мы уже доказали, что 


ЖА (92) == 28 (м) == (т. 


поэтому 
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"Тогда, как и выше, можно доказать, что 
к (п) = К (1’). 
Предположим теперь, что при 21 = 
21 = 2 (1) = 2% (1?), 


где 2<«.х. Тогда 212 =0 и потому 2< (т). Отсюда следует, что 21= 0 
и, значит, 


2% (п) = 2 (1?) = 0. 
Таким образом, мы получили: 


тк (1!) = К (11) = 0, 


‘что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 8. Если | — эндоморфизм структуры 5 и аул аА( 
= А (ПТ), то 


0 = 26 (м) = 2 (7) =... = 58 (® =2А(Т И") =рвы. 


Справедливость этой леммы следует из определения элемента т ('“) 
и лемм би 7. | 

ЛЕММА 9. Если | — эндоморфизм структуры 5"" и хч = т, 1К (= о 
= жк (пт), то =т (1) = 0. 


Согласно лемме 8, имеем: 


О = 2% (п) = 2 (1) =... =2%(19 =... 


Но тогда, на основании свойства (**), будем иметь: 


г (п) ==> К (1 =0, 


4=1 


ЯР) = 0. 


ЛЕММА 10. Пусть п — эндоморфизм структуры 5 и + — -допусти- 
„мый элемент этой структуры. Если существуют такие целые положи- 
тельные числа Е и ], что тК (17) =0, 21: = 2, то 2 = Хх. 

Действительно, из равенства к (1) = 0 следует: 


0 = 26 (1) =. -- = (1) = 2 (19. 


Отсюда, согласно определению элементов 2 (1!) и в силу пеммы 5, по- 
лучаем: 
0 = 2К (1) = - = 26 (11) = 26 (1) А 


Из равенства 21; = 21/41, на основании леммы 2, имеем: 


# (12) = (1?) + 29. 


ЭНДОМОРФИЗМЫ СТРУКТУР 453 


г 
Гак как 21 <х, то, умножая обе части последнего равенства на х, 
получим: 


$ = К (12) + 21. 
Но 2 (12) = 0; поэтому 1 = 2. 
ЛЕММА 11. Если эндоморфизм | структуры 5 индуцирует изоморф- 
ное отображение элемента х, на элемент у1, а элемента х» — на элемент 


’ 9», причем У1-Уз = 0, то эндоморфизм: | индуцирует изоморфное отобра- 


жение элемента х = 1: -- 1. на элемент у = у. + уз; при этом я: -1.= 0. 

Доказательство. Действительно, 21 = 2. + 22 = у, + Уз =, 
т. е. ху =у. Пусть для элемента х’ < х выполняется равенство х’м = 0; 
тогда из соотношений 


[(2’-- 21) 25] 1 < жима = уз = 0 
следует равенство 
[(2’ - 21) 2] п = 0. 
Так как 1 индуцирует изоморфное отображение элемента т, на у», то 
(х’-Е 1) х, =0. | 


Прибавляя к обеим частям последнего равенства 1х, и применяя моду- 
лярный закон, мы получим: 


А 


Следовательно, 1’< а. Так как 1’ =0 и \ индуцирует изоморфное 
отображение элемента т, на у, то х’ = 0. Покажем теперь, что 2:.1.=0. 
В самом деле, из соотношений 


(1155) 1 < л = у1У = 0 
следует: 
(1172) 1 = 0 


и, в силу того, что п индуцирует изоморфное отображение элемента 
21 нА У:, получаем: т -2, = 0. 

Следствие. Если эндоморфизм т структуры $ индуцирует авто- 
морфизм элементов т: и 1, причем 21-1. =0, то он индуцирует авто- 
морфизм элемента 1 = 11 а, 

ЛЕММА 12. Пусть ти, 1. — два эндоморфизма структуры 5, обла- 
дающие свойством (1 = э\. =, ий пусть элемент св 5 удовлетворяет 
условиям: 

а) эндоморфизм п индуцирует автоморфизм с, 

Ь) если эндоморфизм 1 индуцирует автоморфизм с'65, то с’ < с. 

Тогда каждый из эндоморфизмов 1: и 1» индуцирует автоморфизм 
элемента с. 

Доказательство. Пусть ст: = с’. Тогда с’» = с. Отсюда, соглас- 
но лемме 3, получаем: с/с (11) == с’/О и с’/с’К (2) —=с/0. Из соотношения 
с/сК (1) = с'/О следует существование такого элемента х6с/сК (11), что 


ть = СЁ (12). 
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Поэтому хт:1> = 0. Но так как эндоморфизм \ = ':\» индуцирует авто- 
морфизм элемента с, то 2 = 0 и, значит, 


ск (11) == СЁ (12) = 0. 


Таким образом, мы показали, что эндоморфизм '": индуцирует изо- 
морфное отображение элемента с на элемент с’, а эндоморфизм 1» — изо- 
морфное отображение элемента с’ на с. Пусть теперь с\» = с”. Тогда 
с"т: =с. Аналогично предыдущему можно показать, что эндоморфизм 1 
индуцирует изоморфное отображение элемента с на с”, а эндоморфизм 
"1 — изоморфное отображение элемента с” на элемент с. Таким образом, 
мы доказали, что эндоморфизм 1 индуцирует автоморфизм элемента с’ 


и автоморфизм элемента с”. Следовательно, согласно условию Ь) леммы, 
мы имеем: с’<си с"<с. Из этих неравенств получаем соответственно: 


’ и и / 
С = С 2 < СП: =”, С=С\ С =С, 
тело" ис-ы с’. В силу сказанного выше, © =сис =е т в 
Ст — с, С — С. 


Из этих равенств и вышеприведенных рассуждений и следует справед- 
ливость леммы. 

Определение 9. Пусть | — эндоморфизм структуры 9. Элемент 
265 называется |-афтоморфическим, если 2 < и из уч < у<х сле- 
дует у = ут. В дальнейшем мы также будем говорить, что эндоморфизм 
\ индуцирует п-автоморфизм элемента х. 

Очевидно, что если эндоморфизм 1 структуры 5 индуцирует \-авто- 
морфизм элемента х, то он индуцирует и автоморфизм этого элемента. 
Понятие \-автоморфического элемента было введено впервые Хостин- 
ским в работе (*). 

ЛЕММА 13.’Сумма =: 42 0вух \|-автоморфических элементов 
1 и 1. есть также т-автоморфический элемент. 

Доказательство. Действительно, так как дм = 2, хм = 2%, то 


т = (2, - 42) | == 211 -- 251 = 21 - 2. =, 


т. е. 2 =. Пусть теперь 21 < х’<х; тогда, согласно модулярному 
закону, имеем: 


я =: + (5 2.) то. 
Отсюда получаем: 


хи ат = т + [(2' + 21) 2] 1 
ИЛИ 


ща =: + [(2’- 21) <]. 
так как эндоморфизм 1 индуцирует -автоморфизм элемента х., то из 


[(х’-- 11) 2] м < (+ 21) 25 < 2 
следует 


[(2’- 11) 22] 1 = (хо). 


поэтому 


а а = 2: + (2 а) а = (Ра) Ра). 
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ту = +. 


Умножая обе части последнего равенства на х’, будем иметь: 
ЖЕ аа =”. 


Но эндоморфизм \ индуцирует \-автоморфизм элемента 2, и поэтому 


из соотношений 
я (25) пт 
вытекает равенство 
(2х) ме. 
Таким образом, 


/ ы Й ’ - ’ 
трее жит эре (лия (аи) ее’, 
Е ах. 
Следовательно, из равенства 
И 


имеем 
К 
что и требовалось доказать. 

Следствие. Сумма конечного множества т-автоморфических эле- 
ментов структуры 5 есть |-автоморфический элемент. 

Так как произведение двух |-автоморфических элементов, очевидно, 
есть также '"-автоморфический элемент, то множество всех |-автомор- 
фических элементов структуры 5 образует подструктуру структуры 5. 

ЛЕММА 14. Пусть \ — эндоморфизм структуры 5“. Тогда сумма 
счетного множества т-автоморфических элементов структуры 5” есть 


"-автоморфический элемент. 
Доказательство. Пусть дано счетное множество \-автоморфи- 


ческих элементов 21, 2, 43,... структуры 5”. Тогда элементы 
Уз = 2, Уз = + 4,...,У, = м - 2-9, ..., 
образующие возрастающую цепочку 
Уи. 


будут, согласно следствию из леммы 13, также п-автоморфическими. 
Покажем, что их сумма есть -автоморфический элемент. Если 


у= му, 


1=1 


то у= ут. Пусть теперь д << и; тогда 


Отсюда следует: 


хи = № (ту). 


&=1 
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Но так как п индуцирует |-автоморфизм элемента у,, то из 


(2у;) 1 < 2, < У, 
следует 
(ту) 1 = 25, 
Поэтому 
со со со 
т= >} (ау)т= Узи ==» изу =, 
#=1 1=1 $=1 


т. е. мы получили, что х = 21. Этим лемма доказана. 

В работе (1) было установлено, что сумма произвольного множества 
1-автоморфических элементов структуры 65“”” тогда и только тогда будет 
1-автоморфическим элементом, если сумма любых двух 1-автоморфиче- 
ских элементов есть |-автоморфический элемент. Из этого утверждения 
и леммы 13 вытекает следующая 

ТЕОРЕМА 1. Сумма произвольного множества т-автоморфических 
элементов структуры 5“*° есть -автоморфический элемент. 

Замечание. В разделе П п. 4 работы (1) были указаны необхо- 
димые и достаточные условия для однородного расщепления эндомор- 
физма п структуры 5” в предположении, что сумма любого множества 
"-автоморфических элементов структуры есть 1-автоморфический элемент. 
Последнее условие, как следует из теоремы 1, является лишним в струк- 
туре 5*”". | 

ЛЕММА 15. Если эндоморфизм п структуры 5 индуцирует авто- 
морфизм элемента 1х. и |-автоморфизм элемента х., то он индуцирует 
автоморфизм элемента х = т: - 1. 

Действительно, мы имеем: 


хт = (2, + 25) 1 = 211 -- 221 = 11 + 1. = 2, 
ФЕ. 


Пусть теперь для 1’<х выполняется равенство 5’ = 0. Покажем, что 
х’=0. В самом деле, согласно модулярному закону, 


ха: = а: + (2-11) <», 


и, следовательно, 
хт + 2 = хм - [(2' + 21) 2] 1 
21 = 2, + [(2'- 21) 2]. 


Так как эндоморфизм 1 индуцирует \-автоморфизм элемента х., то 
из соотношений 


или 


[(2’ - 1) <>] 1 < 251, < (т’- 11) < < 1. 


получим: 
[(2’- 2;) 25] м = (2' + 2) 5. 
Поэтому 
9 = я - [(2'- 21) 25] 1 = 2, + (2 - 21) <», 
т: е 


91 = 21 + (2'- 21) хо. 
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Отсюда, согласно модулярному закону, будем иметь: 
= х. 


Следовательно, х’<.11. А так как эндоморфизм \ индуцирует авто- 
морфизм элемента 21, то из соотношений 1х’ <: и я’ = 0 следует, что 
#' ==0. 

ЛЕММА 16. Пусть | — эндоморфизм структуры 5. Если среди мак-. 
симальных элементов структуры 5, отображающихся при 1 изоморфно: 
на ‘себя, есть т-автоморфический, то он будет единственным макси- 
мальным элементом структуры 5, изоморфно отображающимся при 1 
на себя. 

Доказательство. Пусть среди максимальных элементов струк- 
туры 5, изоморфно отображающихся при 1 на себя, есть |-автоморфи- 
ческий элемент с, и пусть с’— любой элемент структуры 5, изоморфно: 
отображающийся при 1 на себя. Тогда, согласно лемме 15, эндоморфизм 
| индуцирует автоморфизм элемента с =с-+ с’. Согласно определению, 
элемента с, имеем: с = с, т. е. с=с- с’ и, следовательно, с < С 

В связи с леммой 16 интересно отметить следующие результаты из: 
теории групп. 

ЛЕММА 17. Пусть | — эндоморфизм группы С. Всякая периодическая 
абелева подгруппа Н группы С, все примарные компоненты которой 
удовлетворяют условию минимальности и которая изоморфно отобра- 
жается при 1 на себя, есть т-автоморфическая подгруппа группы С, 
т. е. подгруппа, изоморфно отображающаяся при \ на себя и такая. 
что для всякой подгруппы Н’СН, для которой Н’чС Н’, выполняется: 
соотношение Н” = Н'. 

Действительно, пусть эндоморфизм 1 группы С индуцирует изоморф- 
ное отображение подгруппы Н на себя, и пусть для Н’СН выполняется 
соотношение НС НУ’. Тогда Н’ч = Н’, так как в противном случае в 
одной из примарных компонент группы Н существовала бы бесконечная: 
убывающая цепочка подгрупп. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть \ есть эндоморфизм группы @. Если среди 
максимальных нормальных делителей группы С, отображающихся при 
\ изоморфно на себя, есть периодическая абелева подгруппа Н, все при- 
марные компоненты которой удовлетворяют условию минимальности, 
то Н будет единственным максимальным нормальным делителем группы: 
С, отображающимся при т изоморфно на себя. 

Справедливость этой теоремы следует из лемм 17 и 16. 

ЛЕММА 18. Пусть 1: и 12 — эндоморфизмы структуры 5, удовлет- 
воряющие условиям: 

а) 11а = П21: = 1; 

Ь) всякий элемент структуры 5, допустимый относительно одного из 
этих эндоморфизмов, является допустимым и относительно другого. 

Тогда если среди максимальных элементов структуры 5, отображаю- 
щихся при | изоморфно на себя, есть тП-автоморфический элемент с- 
то элемент с является т\-автоморфическим и "|›-автоморфическим. 

Доказательство. Если эндоморфизм 1 = 11|» индуцирует авто-’ 
морфизм элемента с’, то, по лемме 16, с’<с. Отсюда и из леммы 12 
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следует, что каждый из эндоморфизмов "1 и 12 индуцирует автоморфизм 
элемента с. Если теперь 21, < х<с, то и 21; < 5 <с и поэтому 


2 < 51. << Сс 
21 < 2 31 с. 


Так как элемент с есть 1-автоморфический, то х = 21 и, следовательно, 
из предыдущих неравенств получаем: х=1\, и т= 21». Этим лемма 
доказана. 

В дальнейшем нам понадобятся еще два понятия, введенные в ра- 
боте (3). 

Определение 10. Если  — эндоморфизм структуры 5, то 1-до- 
пустимый элемент 4 этой структуры называется минимальным т-допус- 
тимым над г, если из г<. $< 4, где $ — 1-допустимый, следует $ = 0. 

Определение 11. Будем говорить, что элементы а, = 0,1,2,..., 
структуры 5 образуют \1-цепь Леви, если а, =0 и каждый элемент а, 
для &>0 есть сумма минимальных \-допустимых над а; : элементов. 

ЛЕММА 19. Если эндоморфизмы 1: и 1. структуры 5 удовлетворяют 
условиям а) и Ъ) леммы 18, то всякий минимальный \!-допустимый над 
г элемент является минимальным \э-допустимым над г и обратно. 

Справедливость леммы следует из свойства) и Ь) эндоморфизмов 1; и 1 
и определения 10. 

ЛЕММА 20. Если эндоморфизмы 1. и 1. структуры 9 удовлетворяют 
условиям а) и Ъ) леммы 18, то всякая \:-цепь Леви * является и -цепью 
Леви и обратно. 

Справедливость леммы следует из леммы 19 и определения 11. 

ЛЕММА 21. Если эндоморфизм | структуры 5“ индуцирует авто- 
морфизм каждого элемента цепочки у < у,<...<у,<...,то \ инду- 

со 


цирует автоморфизм и элемента у = й у. - 
= 
Действительно, согласно определению 4 и условию леммы, имеем: 


у уме УЕ у, 


4—1 4=1 


т. е. у= ут. Пусть для х<у выполняется равенство хи = 0. Тогда, 
поскольку 1 индуцирует автоморфизм элемента у, &=1,2,3..., из 
{ху,) | = 0 следует гу, =0 для #=1, 2,3... Отсюда и из условия (.-) 
получаем: ху = 0. Но,ху =х и потому х = 0. Лемма доказана. 


$ 2. Определение 12. Назовем эндоморфизм 1 структуры $ рас- 


щепляющим, если существует такой элемент с65, что 

а) с = с, 

Баг (+. 

Элемент с, удовлетворяющий условиям а) и Ъ) этого определения, 
называется дополнением эндоморфизма 1. Из определения 12 следует, 
что эндоморфизм п индуцирует автоморфизм элемента с. 


* См. (°). 
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Определение 13. Эндоморфизм \ структуры 5 называется одно- 
родно расщепляющим, если он индуцирует расщепляющий эндоморфизм 
' в любой подструктуре 5», где х — п-допустимый элемент структуры 5. 
Как понятие расщепляющего, так и однородно расщепляющего эндо- 
’ морфизма лупы было введено Р. Бэром (1). Перенесение понятия одно- 
родно расщепляющего эндоморфизма в структуры было сделано Хостин- 
<ким (1). 

Определение 14. Эндоморфизм \ структуры 5 называется А-рас- 
ацепляющим, если существует такой элемент с65, что 

а) эндоморфизм \ индуцирует автоморфизм элемента с; 

Ь) если | индуцирует автоморфизм элемента с’65, то с’<с; 

© 1=е (п) |. 

Определение 15. Эндоморфизм 1 структуры 5 называется \-рас- 
эцепляющим, если существует такой элемент. с65, что 

а) эндоморфизм п индуцирует 1-автоморфизм элемента с; 

Ба =. то 

ТЕОРЕМА 3. Если эндоморфизм | структуры 5 является однородно 
расщепляющим, то он есть -расщепляющий. 

Доказательство. Пусть эндоморфизм п структуры 5 есть одно- 
родно расщепляющий. Тогда 1=т(1) + с, где сп=с, и также для 
любого 1-допустимого элемента у структуры 9 имеем: 

у = гу (п) и, ит=и 
{через г, (1) обозначен радикал эндоморфизма, который индуцирует 1 
в 9). Если у<с, то г, (1) =0 и поэтому у= и. Следовательно, у = 
= И = и = У, т. е. у= ут. Последнее равенство и доказывает \-авто- 
морфизм элемента с. 

ТЕОРЕМА 4. Если эндоморфизм п структуры 5" является т-рас- 
зцепляющим, то он есть однородно расщепляющий. 

Доказательство. Пусть эндоморфизм \ структуры 5” есть т-рас- 
щепляющий. Тогда 1=т(1) -с, где с — 1-автоморфический элемент 
структуры 5”. Пусть д — произвольный 1-допустимый элемент структуры. 
Тогда, поскольку эндоморфизм | индуцирует п-автоморфизм элемента с, 
из соотношений. 


[с (2 ® (19)1 1 < с (®- К (17) < с 


следует равенство 
[с (#-- К ("г))] п = с (2 - ® (19) 
и, значит, 
[с (2 - К (и) Е = с (= К (п). 
Но так как 
сх < с(т- К (19) 
[с (+ К (п1))] 1 < сх, 


с(# + К (1) = сх. 


и 
то 


Отсюда имеем: 


Усе) с (#-+ (19) = (= Хк(т9) = [= "(11 = с. 
#=1 $=1 4=1 


9* 
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Прибавляя к обеим частям последнего равенства г (1) и применяя моду- 
лярный закон, получаем: 


х-Н г (п) = сх - г("). 
Отсюда, на основании модулярного закона, имеем: 


= 27 (п) - сх, 
где 
(сх) 1 = сх. 
В самом деле, так как эндоморфизм \ индуцирует 1-автоморфизм 
элемента с, то из (с2) | < сх < с следует: (сх) | = сх. Теорема доказана. 
Из теорем 3 и 4 вытекает 
ТЕОРЕМА 5. Эндоморфизм | структуры 5" тогда и только тогда 
будет однородно расщепляющим, если он Т-расщепляющий. 
ЛЕММА 22. Если эндоморфизм | структуры 5"* — 1-расщепляющий 
и индуцирует автоморфизм элемента с’6 5”, то он индуцирует т-авто- 
морфизм элемента с’. 
Доказательство. Согласно условию леммы, 1 =г(1) с, где 
с — 1-автоморфический элемент. Если \ индуцирует автоморфизм эле- 
мента с’, то, на основании леммы 15, получим, . что эндоморфизм \ 
индуцирует автоморфизм элемента с -- с’. Следовательно, 


ес =" (1) -(е- с’). с. 


Очевидно, что г(т).(с- с’) =0 и поэтому се с’=с, т.е. с’ с. 
Отсюда и следует наше утверждение, так как П индуцирует \-автомор- 
физм элемента с и автоморфизм элемента с’. 

Следствие 1. Если эндоморфизм п структуры 5"" есть 1-расщеп- 
ляющий, то сумма любого множества \-автоморфических элементов есть 
-автоморфический элемент. 

Следствие 2. Если эндоморфизм \ структуры 5” есть \-рас- 
щепляющий, то он является и А-расщепляющим. 

ТЕОРЕМА 6. Если эндоморфизм структуры 5“ есть т-расщеп- 
ляющий, то дополнение с эндоморфизма \ определено. однозначно и равно 
сумме всех Т-автоморфических элементов структуры 5“. 

Первое утверждение теоремы следует из леммы 22. Докажем второе 
утверждение. Пусть 


в’ = Уса 
а 


есть сумма всех \-автоморфических элементов с„ структуры .5**. Тогда 
с<с’,, но, по лемме 22, с. «с и поэтому 


дека 


т. е. с’<с. Следовательно, 


е=с' = Ува. 
[* 4 
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Следствие. Пусть эндоморфизм п структуры 5” есть \-расщеп- 
ляющий и с — его дополнение в структуре 5“. Тогда если х — произволь- 
ный т-допустимый элемент 5“, то сх есть однозначно определенное 
дополнение эндоморфизма, который \ индуцирует в 5”, и равно сумме 
всех |-автоморфических элементов структуры 5’. 

Справедливость этого утверждения вытекает из теорем 4 и 6. 

Определение 16. 

А) Будем говорить, что элемент х структуры © удовлетворяет условию 
А), если из того, что для некоторой пары элементов у и 2(2<у<«»1) 
у/0 — у/2, следует 2 =0. 

В) Будем говорить, что элемент х структуры 5 удовлетворяет ус- 
ловию В), если из того, что для некоторой пары элементов у и 2 
(2 < у<1) у/0 > 2/0, следует у = 2. 

Определение 17. Пусть 1 есть эндоморфизм структуры 5. Назовем 
фактор-структуру х/у структуры © \1-автоморфической, если х = х, 
у =уи из у<2|<2<хл следует 2 = 21. 

ЛЕММА 23. Если каждая из фактор-структур 11/0 и л./т, есть 
-автоморфическая, то и фактор-структура т.|О есть \-автоморфи- 
ческая. 

Доказательство. Действительно, пусть х61›/0 и хЧ<х. Тогда 


3151 


и 
0<31< 2, 
следовательно, 
0< (212) | < 21 (21) < 115 < я, 
и 


д < (та -1< 1. 
Отсюда, согласно условию леммы, имеем: 


2 (22 
2 =, + х. 


Так как 21<х, то, в силу модулярного закона, получим: 5 = 21. 
Лемма доказана. 
Определение 18. Назовем ряд 


0<1:<2.<.. < АЗ и<. 5 =У 


подструктуры 5, Ч-автоморфическим, если каждый его фактор х/х 
есть |-автоморфический. 

ЛЕММА 24. Пусть | есть эндоморфизм структуры 9. Если под- 
структура 5, структуры 5 обладает \-автоморфическим рядом, то т 
индуцирует \-автоморфизм элемента у. 

Справедливость этой леммы, очевидно, следует из леммы 2: 

$ 3. ТЕОРЕМА 7. Если для эндоморфизма у структуры 5’ сущест- 
вует такое целое положительное число 1, что | индуцирует автоморфизм 
элемента 1, то эндоморфизм п есть 'А-расщепляющий. 


10 известия АН СССР, серия математическая, № $ 
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Д оказательство. Согласно условию теоремы, 11 = 1+ и по- 
этому 
11 = (119) м. 
Отсюда и из леммы 2 имеем: 
1 = (ие) т. 


Так как эндоморфизм | индуцирует автоморфизм элемента 11", то 


11. (19 = 0. 
Отсюда, в силу лемм 6 и 5, следует, что 
К (п) = К (ПН) =... =Г(1). 
Таким образом, 
1=т (и) + с, 


где с = 11. А-расщепляемость эндоморфизма 1 следует из того, что если 
эндоморфизм \ индуцирует автоморфизм элемента с’65, то из нера- 
венства с’<1 получаем с’ < 11 = с. 

ТЕОРЕМА 8. Если для эндоморфизма п структуры 5 существует 
такое целое положительное число 1, что К (1?) = К (ПН), то эндоморфизм 
тогда и только тогда будет А-расщепляющим, если найдется такое 
целое положительное число }, что 117 = 1. 

Доказательство. Пусть существуют целые и положительные 
числа Ги ] такие, что выполняются равенства 


К (18) = (7!) 
1 = АН. 
Отсюда, в силу леммы 5, имеем: 
К (16) = К (ИЕН!) = А (12) = ... = (п), 
а в силу леммы 7 
11 (1) = РА (ИНН) = 0. 
Так как 117 = 117", то 117 = (117) 17 и потому, в силу леммы 2, 
1=# (12) + 41:. 
Легко заметить, что как для ] <Ь так и для ] > 
117 А (12) =0 
и, следовательно, 
1 =К(1?) + 1. 
Если < Ь, то 
К (1?) < (18) 
и поэтому, умножая последнее равенство на К (1), получим: 


К (1) = (12) - 112 К (10). 
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Очевидно, что эндоморфизм п индуцирует автоморфизм элемента 
112, поэтому 


11? (11) = 0. 
Таким образом, 
К (1!) = (и), 
и, следовательно, 
1=^ (и) с, 
где 
с == 117. 


Доказательство А-расщепляемости эндоморфизма и проводится так 
же, как в предыдущей теореме. 
Докажем обратное утверждение. Если 


К (пе) = А (1!) 


и 

тс, 
где с = с, то, по лемме 5, 

г (1) = (1), 
и поэтому 

1=А (т) с. 
Отсюда получаем: 

Че == ЧИН, 


Следствие. `Ёсли # есть наименьшее целое положительное число, 
для которого Ё (1) = К (+1), то равенство 117 = 1 Н может выпол- 
няться лишь при ] >21. 

ЛЕММА 25. Пусть "и и › — эндоморфизмы структуры 5, удовлетво- 
ряющие условию 111» = >": =. Если для эндоморфизма т: существует 
такое целое положительное число 1, что эндоморфизм т, индуцирует 
автоморфизм элемента 111, то 11 = 111-112. 

Действительно, пусть условия леммы выполнены. Тогда, на основа- 
нии теоремы 7, имеем: 

1=А(те) 1. 
Отсюда находим: 


Ат = © (Е) МЕ 1 1 = (1) Е 116 


11 = (11) + 11. 
Так как (1) < А(1) и М" < МИ, то, умножая обе части послед- 
него равенства на 11!, мы получим: 
Е. 1 = 4%. 


ТЕОРЕМА 9. Пусть т: и 1› — эндоморфизмы структуры 65, удов- 
летворяющие условию "11 = 12: =". Если для эндоморфизмов т! и 1» 
существуют такие целые положительные числа соответственне ти }], 
что эндоморфизм 1: индуцирует автоморфизм элемента 1, а эндомор- 


10° 
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физм |» — автоморфизм элемента 11), то эндоморфизм 1 индуцирует 
автоморфизм элемента 11 4еде 1 = тах (1, /), и Е (1!) = (11) | К(п)). 
Доказательство. Согласно условию теоремы, имеем: 


и 
ВЫ 
17 = АН. 
Очевидно, эти равенства можно переписать в виде 
АИ 
17 — И Иы 
и 
АЕ 
1 ба Ти ’ 


где / = шах (1, /). Отсюда получаем: 


1 и 11 — щен. т 


1 


откуда, на основании леммы 25, будем иметь: 


Те == ЕН. 
Легко видеть, что 

(19) п: = М 
и 

(117) м» = 117. 


Но так как 11' < МИ и 11 <11, то, согласно условию теоремы, полу- 

чим, что каждый из эндоморфизмов 1; и 1› индуцирует автоморфизм 

элемента 11"; поэтому эндоморфизм \ индуцирует автоморфизм элемента 

11". Таким образом, мы доказали первое утверждение теоремы. 
Докажем второе утверждение. Умножая равенства 


ТПО 1 


ТЕ = А (ПИ МЕ 1" 


на- А (1'), получим: 
К (= (т (10.1! 


К (1') 11; = А (15) 1. 
Следовательно, : 


К (1) = (и) (1): = # (11) + # (12) м, 


К (1!) = (1!) Е (12). 


Прибавляя к обеим частям последнего равенства К (12), учитывая при 
этом, что К (1) (10 и К (12) т <#(то, получим: 


К (и) = А (ин) Е ® (2). 


Теорема доказана. 
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Следствие. Если выполнены условия теоремы 9, то эндоморфизм 1 
есть А-расщепляющий. 

ТЕОРЕМА 10. Если для эндоморфизма п структуры 5 существует 
такое целое положительное число 1, что 11 = М +1, и если подструк- 
тура 5.(т), где и ==1 1, удовлетворяет условию А), то эндоморфизм 1 
является 4-расщепляющи.м. 

Доказательство. Пусть существует такое целое положительное 
число #, что 11 = 1 +1. Тогда эндоморфизм \ индуцирует изоморф- 
ное отображение 11/11]. (1) на 11 '/0 и поэтому, в силу условия А), 
имеем: 


11 -К (1) =0. 


Следовательно, эндоморфизм \ индуцирует автоморфизм элемента 11. 
Теперь справедливость нашей теоремы следует из теоремы 7. 

Приведем несколько критериев для \-расщенпляемости эндоморфизма и 
структуры 5 и, следовательно, для однородной расщепляемости этого 
эндоморфизма. } 

ТЕОРЕМА 11. Если для эндоморфизма ц структуры 5 существует 
такое целое положительное число 1, что эндоморфизм \ индуцирует 
\-автоморфизм элемента 11, то \ есть |-расщепляющий эндоморфизм 
структуры 5. 

Доказательство проводится точно так же, как и доказательство теоремы 7. 
При этом следует только учесть, что элемент 11 является \-авто- 
морфическим. 

ТЕОРЕМА 12. Если для эндоморфизма | структуры 5 существует 
такое целое положительное число 1, что К(\) = (1 +!), то тогда 
и только тогда будет т-расщепляющим, если для любого \-допустимого 
элемента 65 существует такое целое положительное число й = (т), 
О ЖИ == 21. 

Доказательство. Пусть для некоторого целого положительного 
числа # 


ви) = (+1), 
и пусть для любого \-допустимого элемента хе существует такое 
целое положительное число й =й(х), что 
де = а +1 


Тогда, так как единица структуры 5 есть \-допустимый элемент, су- 
ществует такое целое положительное число ], что 


= Чт. 


Согласно лемме 7, 
А (И ") =0. 
Отсюда следует, что, независимо от того, будет ли |< или |2, 


эндоморфизм | индуцирует автоморфизм элемента 117. Покажем, что | 
индуцирует 1-автоморфизм элемента 117. Действительно, пусть 


уи<у< 1. 
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о аа нА НН НИНИИ 
Тогда существует такое число 1, что 


уп = у +! 
и поэтому 
уп’ = (у). 


Отсюда, в силу леммы 2, имеем: 


У-+Е(и: ) =^(1') ум 
и, следовательно, 
у = ук (и!) { у’. 


Но так как эндоморфизм п индуцирует автоморфизм элемента 11, то 
ук (п!’) =0. Значит, у = У1'. Отсюда получаем: 


у = УП! +1 = УЧ? =У, 


т. е. у= ут. Таким образом, мы показали, что эндоморфизм \ инду- 
цирует \|-автоморфизм элемента 117; следовательно, по теореме 11, 1 
есть П-расщепляющий эндоморфизм структуры 5. 

Обратно; пусть К (1) =А(1' +1) и пусть эндоморфизм 1 есть \-рас- 
щепляющий, т. е. 1 =г(1) Р с, где с есть |-автоморфический элемент. 
Согласно лемме 5, г(\) = А (1?) и потому 

1=А(щ ) - с. 
Отсюда следует, что 
Е = Тс, 
Далее, для любого \-допустимого элемента 565 имеем: 
че Е 
Так как элемент 1 является |-автоморфическим, то 
А а 
Теорема доказана. 

Замечание. Из доказательства теоремы 12 следует, что числа 
# =1(7), упоминаемые в формулировке теоремы, удолетворяют усло- 
вию #=й(т) <} (1). Теорема 12 является усилением теоремы 3 раздела 


П работы (т). Весьма частным случаем теоремы 12 является теорема 4 
раздела П работы (1). 


ТЕОРЕМА 13. Если для эндоморфизма ц структуры $ существует. 


такое целое положительное число 1, что К(\)=К(Т +), и если эле- 
мент 1[Ё (1) удолетворяет условию В), то эндоморфизм \ есть -Расщеп- 
ляющий. 

Доказательство. Так как эндоморфизм '! индуцирует изоморф- 
ное отображение 1/Ё (1) на 11 /0, то, очевидно, и 411} /0 удовлетворяет 
условию В). Далее, так как К (п) =^(1:+1), то, по лемме 6, имеем: 

1 -К(Т) =0 
и потому эндоморфизм | индуцирует изоморфное отображение элемента 
11’ на 1'1'+!. Отсюда, на основании условия В), следует: 


а, 
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Пусть теперь 21 <5<1. Легко заметить, что эндоморфизм 1 инду- 
цирует изоморфное отображение элемента х на элемент 21. Поэтому, 
на основании условия В), которому удовлетворяет элемент 1, будем 
иметь: х = 21. Таким образом, мы показали, что эндоморфизм п инду- 
цирует 1-автоморфизм элемента 11. Следовательно, согласно теореме 11, 
\ является П-расщепляющим эндоморфизмом структуры 5. 

Следствие. Еслит — эндоморфизм структуры 5 и если подструктура 
5и (п), где и = 1, удовлетворяет условию максимальности и условию В), 
_то \ есть Т-расщепляющий эндоморфизм структуры 5. 

ТЕОРЕМА 14. Пусть \—эндоморфизм структуры 5. Если подструктура 
би (п), где и =1щ, удовлетворяет условию минимальности и условию А), 
то | является т-расщепляющим эндоморфизмом структуры 9. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность элементов 


М 


Так как подструктура фи (п), где и = 11, удовлетворяет условию мини- 
мальности, то найдется такое целое положительное число $, что 


и =? =.... 
Из соотношения 11/1 -Ё (1 ) == 1 /0 и условия А) следует, что 
1 (т) =0. 


Отсюда вытекает, что эндоморфизм \ индуцирует автоморфизм элемен- 
та 1. Пусть теперь 51<5< И. Тогда рассмотрим убывающую 
последовательность элементов: 


А — 


В силу условий минимальности найдется такое целое положительное 
число [, что 


а 
Отсюда имеем: 
тт! = (21')1, 
и в силу леммы 2 получаем: 
Ки ) = (М) + 21'. 
Умножая обе части последнего равенства на х и применяя модулярный 
закон, будем иметь: 
2 = 2 (1!) 21". 
Но эндоморфизм \П индуцирует автоморфизм элемента 1\', поэтому 
хЕ (п!) =0 и, значит, х = 117. Отсюда имеем: 
2 = ФАН = 2 = 2, 
т.е. х=21. Таким образом, мы показали, что эндоморфизм \ инду- 


цирует \-автоморфизм элемента 11. Следовательно, согласно теоре- 
ме 11, \ является -расщепляющим эндоморфизмом структуры 9. 


468 : Е. Н. МОЧУЛЬСКИЙ 


'ЗЕОРЕМА 15. Пусть |— эндоморфизм структуры 9. Если под- 
структура 5и (п), где и = Шт, обладает главным рядом, то \ есть 
1-расщепляющий эндоморфизм структуры 5. 

Справедливость этой теоремы вытекает из теоремы 14 и следствия из 
теоремы 13. 

ТЕОРЕМА 16. Если для эндоморфизма | структуры 5 “** существу- 


ет такое целое положительное число 1, что 11 есть элемент какой-ли-. 


бо |-циепи Леви, то эндоморфизм | является Ч-расщепляющим. 
Доказательство. Пусть О=4&<а<а<... Зах... есть 
\-чепь Леви, и пусть 11 = аз. Согласно лемме 5 работы (*), 


@ = а! @ К (1) и (а 9’) | = 411. 


Из только что сказанного следует, что эндоморфизм \П индуцирует ав- 
томорфизм элемента а! \!’. Следовательно, эндоморфизм \ индуцирует 
автоморфизм и элемента 1\+', так как очевидно, что 


аи. 


Покажем теперь, что 1 индуцирует -автоморфизм элемента 17! = а: 1/. 
Пусть 
3х1. 


Рассмотрим цепочку элементов 
0. = а 73а < а. арааатах. 


Так как 
@—1 < @)—1 Е ах < ау, 7 5 1,2, .. св 


то, по лемме 2 работы (8), элемент а; (-- ах есть сумма минимальных 
-допустимых над а; 1 элементов. Отсюда и из соотношения 


арка а, пана. 7-1 
следует, что 

0О—=а < ах< ал... Заря <ам=а 
есть П-цепь Леви. Поэтому, по лемме 5 работы (8), 

хо 2 (7), 
где 
(21) |= 217. 

Но так как эндоморфизм \ индуцирует автоморфизм элемента а1!, то 
хК(1!) =0 и, следовательно, х = г\!. Отсюда вытекает, что 


м —> жа! = 2 ==; 


т. ©. х=у\. Таким образом, мы иоказали, что эндоморфизм м инду- 
цирует \-автоморфизм элемента 11+; следовательно, согласно тео- 
реме 11, | является |-расщенляющим эндоморфизмом структуры 5. 

$ 4. Определение 19. Если 


фена сета зечеОНеЬЫ (1) 
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— два произвольных прямых разложения единицы модулярной струк- 
туры 5, то отображение, ставящее в соответствие всякому элементу х 6 5 
его компоненту в прямом слагаемом а;, &=1,2, или Ь;, ] =1,2, будем 
называть эндоморфизмом разложения структуры 5 и обозначать соот- 
ветственно через ф;, #=1, 2, и 0; } =1, 2. Будем говорить, что фл, 
ф2 и 8,, 0, образуют пары дополнительных эндоморфизмов разложения 
соответственно первого и второго прямых разложений (1) единицы 
структуры 5. 


Легко заметить, что ф1, фо и 0,, 8, удовлетворяют определению 5. 


’^ Это следует из определения 19 настоящей работы и лемм 2, 3, 4, 5 ра- 


боты (*). Следовательно, произведение эндоморфизмов разложения, взя- 
тых в конечном числе, согласно следствию 1 из леммы 4, есть также 
эндоморфизм структуры 9. 
ЛЕММА 26. Пусть х<а.. Если 10. ф’< т, то и. хф,в5ф, < т. 
Действительно, так как структура 5 модулярна, то 


20, - х0, = (2 Ь.) (х-Е В!) = 20, - х. 
Отсюда, по лемме 2 работы (“), имеем: 
20, ф. — 205ф, = х0.ф. Е хф1. 
Но 2$, =, ноэтому 
тфуву фу - хф195ф: = хф19.ф, - <. 


„Согласно условию леммы, 1ф;91ф. < х. Следовательно, 


2ф191ф: -- хф105ф, = х. 


‚ Отсюда получаем: 


2ф19.ф! < т, 


что и требовалось доказать. 


ЛЕММА 27. Пусть 1=а фа = |6, — два произвольных прямых 
разложения единицы структуры 5. Тогда: 


а) а1-г (191 ф10ф1) = пт, 

ау -г (ф1б1ф1) = плз, 1-7 (1651) = пи”; 
Ь) г ($101$195$1) = ал (фуд фие> фл) - а», 

г (ф19,ф1) = а,т(фи фл) - а», 

г (ф19ф1) = ат (ф185ф1) -| а; 
©) г ($101 $1651) = г(ф1б9ф1) - г (ф19.ф). 


Доказательство. а) Положим 


И = $6, ф:05$1, "= $1 0:ф1, 12 = Ф1054. 
'Гак как 


ыы Ч 


* Определение элементов пл и 112 см. в работе (“). 
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то, по лемме 2.работы (“), имеем: 


где: = 2). 


Но а. < Ё(1); следовательно, 


со (.®) 7 
алт (п) = У ак (п) = 7 = п. 
4=1 1=1 


Равенство а. (1!) = п следует из определения элементов а1А (1) и п®. 


Таким образом, 
ат (1) = па. 


Остальные равенства доказываются аналогично. 
Ь) Равенства этого пункта очевидны. 
с) Так как п: = п. {пи [см. (7)], то, согласно а), имеем: 


алг (1) = алг (11) - ат (12). 
Отсюда следует: 


ат (т) - а» = [ат (11) - а>] + [ат (1з) аз] 
или, так как а. <г(1!) и а. < т (1), 


г (п) = (11) - т (из). 
Лемма доказана. 
ЛЕММА 28. Тогда и только тогда 


1 = т (10, $105ф1) - с, 
где сф!9:ф10.ф, = с, когда 
а: = алг (ф161ф10ф) - с. 


Действительно, если 1 = т ($19, $105$.) | с, где сф101ф105ф, = с, то 
в силу того, что с<а1, и в силу модулярного закона, имеем: 


а1 = ат (ф10, $1851) -| с. 
Обратно, пусть выполняется последнее равенство. Тогда 
1 = [а1-т (Ф19,<105ф1) - а] Не = 
= (а, + а5) г ($161165Ф1) Е с = т (101Ф165$) - с, 


1 =х ($10:Ф165ф,) Е с. 


Этим лемма доказана. 
ЛЕММА 29. В структуре 5“ элемент плз является ф10.ф\-автомор- 
фическим, а элемент пи! — $101ф1-автоморфическим. 
Доказательство. Согласно лемме 12 работы (“), пи» = п12ф1 9 фа. 
Пусть для < п: выполняется неравенство 


2410.ф: < т; 
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тогда, по лемме 26, и 


Далее, имеем: 


Следовательно, 


Отсюда, на основании леммы ‘2 работы (“), получаем: 


24ф105ф! = р [5т\{0] Ф1дФ1. 


1=1 


Покажем теперь, что для любого целого положительного числа Е 
выполняется равенство 


[21] ф16ф: = тп. 
Так как 


[57] Ф19ф, < хп, 


то, по лемме 26, имеем: 
тп) = [219] ф191 4: [21] ф19>ф; 
но [24] ф191ф. = 0. Поэтому 
хп) 8 [273] 10а фа. 


Пусть для некоторого числа { уже доказано равенство 


хп) = [хп] ф10ыфу. 
По лемме 26 очевидно, что 
хтЕРО = [2000] ф.дф, - [210] Ф1 0.91, 


откуда, ввиду неравенств 


[тт РО] ф1 0, ф, < лт® 


[21] ф102ф! < тт, 
следует, что 


тт РО < [по] ф19ф, тп) == [т ЕН] ф192ф, + 


+ [2709] ф10ф: = [27059] Ф10ёф, <; 2. 
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Таким образом, мы получили: 
РИ = [дп] ф105 фл. 


Следовательно, равенство 
хп® = [219] ф 951 


справедливо для любого натурального и и мы имеем: 


со со со 
ы Е В . 
та Е. 4 т = 
2ф105ф1 = я [210] ф19ф: = У хп 57 > По = —5, 
1=1 1=1 1=1 


2ф105ф: = т. 


Это и завершает. доказательство того, что эндоморфизм $195ф, индуци- 
рует $10.ф.-автоморфизм элемента п... Аналогично доказывается ф10\ф1- 
автоморфичность элемента пт. 

Из леммы 12 работы (4) и леммы 29 вытекает 

Следствие. В структуре 5 для любого натурального & элемент 
п есть ф10.ф!-автоморфический, а элемент п ф19,ф.-автоморфический. 

ТЕОРЕМА 17. Пусть 1 =а, фа. =В, |+ Ь, — два произвольных пря- 


мых разложения единицы структуры 5“, и пусть 


\ = $6, $10.Ф1, т, = Ф101ф1, 12 = $1051. 


Если эндоморфизм \ является |-расщепляющим, то и каждый из эндо- 
морфизмов 1, и 1» будет соответственно \!- и \э-расщепляющим. 
Пусть эндоморфизм \ является Ч-расщепляющим. Тогда 


1 =х(и) с (“), 


где с (п) есть Ч-автоморфический элемент. Отсюда, согласно лемме 27, 
получим: 


а, = ат (т) | с (п) = ат (и1) + ах (п) -- с (1), 


а = ат (11) + ал (15) {с (п). 


Согласно лемме 2 работы (7), лемме 26 и теореме 6, на основании 
леммы 18 заключаем, что каждый из эндоморфизмов 1, и \› индуцирует 
сооветственно '!- и |›-автоморфизм элемента с (1). Но тогда, по лемме 29 
п лемме 13, эндоморфизм 1, индуцирует \!-автоморфизм элемента 
алг (п?) - с(1), а эндофорфизм 1. индуцирует |2-автоморфизм элемента 
ат (7.) |- с (1). Таким образом, 


а, = ат (11) + с (11) = ал (2) - с (пэ) 
где с (11) = алт (12) с (п), а с(\›) = ал (и,) + с(1). Отсюда следует, что 
1=^ (та) + с (п) =л (12) -Е с (15). 


Теорема доказана. 
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ТЕОРЕМА 18. Пусть 1 =а фа, =В 6, — два произвольных пря- 
мых разложения единицы структуры 5“"". Если существует ф.0:ф:-цепь 
Леви, сумма которой равна 1, то эндоморфизмы $1019: и ф1в.ф, будут 


соответственно Ф16:ф»- и ф10.ф:-расщепляющими. 
Доказательство. Пусть 0 =2<а<а<...<и<.... есть 
С 


Ф16:ф:-цепь Леви, и пусть 1 = и а;. Тогда, по теореме работы ($) и тео- 
+= 
реме 3, имеем: 
1 = г (ф161ф1) - сл, 


где с, есть ф,0:ф!-автоморфический элемент. Покажем, что 


1 =х($109>Ф1) - с», 


где с› есть ф105ф!-автоморфический элемент. Действительно, 


со [®.®) 
а, =а1-1 =а, 2) => а1а:, 


= = 
т, е. 
со 
=. 
@1 — у @1а;. 
=1 
Так как а. <а.- аа <а, то, по лемме 2 работы (*), элемент 
а 1-- а:а, есть сумма минимальных $ф,0,ф!-допустимых над а: элемен- 
тов. Так как р 
а -- ааа: — алла, 


то отсюда заключаем, что а:а; есть сумма минимальных $10,ф.-допусти- 
мых над а1а; „ элементов, т. е. элементы аа; образуют $ф!0,ф,-цепь Леви 
в подструктуре 5а,, сумма которой равна а!.. Но тогда, согласно лемме 2 
работы (7) и лемме 26, на основании леммы 20 получим, что ф16,ф-цепь 
Леви является и $10.ф,-цепью Леви. Поэтому, в силу теоремы 7, 


а = ат (ф16>Ф1) - с», 
где с› есть ф10.ф:-автоморфический элемент. Из последнего равенства 
имеем: 


1 = г ($165$1) - с», 


что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 19. Пусть 1 =а та, =6, +6. — два произвольных пря- 
мых разложения единицы структуры 5“. Если каждый из эндоморфизмов 
ф19:ф, и ф10.ф: является А-расщепляющим, то эндоморфизм ф101 105 
будет расщепляющим. 

Доказательство. Пусть условия теоремы выполнены. “Тогда 


1 = (101 Ф1) сл = т ($1641) - с», 
где с, удовлетворяет условиям а) и Ъ) определения 14 относительно 
эндоморфизма $16;:ф:, а с, удовлетворяет условиям а) и Ь) определе- 
ния 14 относительно эндоморфизма Фф,6.ф.. Из последних равенств 


получаем: 
а, = ал ($101 ф1) -- с, = ал ($10>ф1) - с». 
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Согласно лемме 12 работы (4) и лемме 19, на основании условий а) и Ъ) 
определения 14 будем иметь: 


ат (ф101Ф1) < с», алг ($10 $1) < с: 
Следовательно, 


с1 = ат (фивуф!) | с1с›, с» = ат (фл 011) | сс. 
Отсюда находим: 
1101 ф1 = [ал (ф105Фл) - с1с»] Ф1@1ф: = [алг (Ф102$1)] Фиби фа - (С1с2) Фа@1ф: = 


= ат (ф165ф1) - (с1с>) фл01Ф. 
Таким образом, 


с1 = ал" (ф16,ф:) - (с1сэ) фл би фа. 
Но так как 
с1 = алт (ф16.ф1) - сс», °—(с1с>) 191 фа < ас», 
алт (Ф10»Фл) [(слс») Ф1@фи] = ал (Ф105Ф1) (слс›) = 0 
то, согласно модулярному закону, будем иметь: 
С16з = (с1с2) фа01 фл. 
Аналогично доказывается равенство 


С1Сэ = (С1с2) ф1@>Ф1. 


Следовательно, 


@1 = алг ($10:ф1) + алг (ФФ!) -- с1с› = ат (ф1 0,16!) - с, 


где с = с1с›, причем каждый из эндоморфизмов Фф,0;ф: и $!0.ф: инду- 
цирует автоморфизм элемента с и поэтому эндоморфизм Ф10:ф.6.ф: 
индуцирует автоморфизм элемента с. Это значит, что 


1 =л ($10: Ф16>ф1) -| с. 
Теорема доказана. 


ТЕОРЕМА 20. Пусть 1 =а + а). =6, |6, — два произвольных пря- 
мых разложения единицы структуры 5, и пусть 


1 = 4$10:$165ф1, 1: = $10.ф1, 1 = Фи фа. 


Тогда и только тогда эндоморфизм п индуцирует автоморфизм элемента 
1", если эндоморфизм ти индуцирует автоморфизм элемента 11, 
а эндоморфизм 1» — автоморфизм элемента. 11. 


Доказательство. Пусть эндоморфизм 1 индуцирует автоморфизм 
элемента 11. Тогда 1% = т и потому 


11" = (11), 


откуда, согласно лемме 2 и условию, что эндоморфизм 1 индуцирует 


< 
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автоморфизм элемента 1\., имеем: 


| АА, 
где с = 11’. Следовательно, 
а; — аа (1) с = а.К (ти) + а. (5) + с. 


На основании леммы (12) работы (4), эндоморфизм '\‚, индуцирует 
автоморфизм элемента а:Ё (12), а эндоморфизм 1» — автоморфизм эле- 
мента ак (11). Очевидно, элемент с удовлетворяет условиям а) и Ъ) 


‚определения 14. Поэтому каждый из эндоморфизмов 1], и 1. индуцирует 


автоморфизм элемента с. Значит, в силу следствия из леммы 11, эндо- 
морфизм 1: индуцирует автоморфизм элемента а. (12) -- с, а эндоморфизм 
"2 — автоморфизм элемента ак (т!) + с. Поэтому из равенства 


а; = а1Ё (и!) + а (1) с 
следует, что 


ат = а1Ё (из) + с 


а: = а (11) - с. 


Так как 1$, =а:, то последние равенства можно, очевидно, перепи- 
сать так: 


Аи = аа (в) с 


12 = а. (па) + с. 
Из этих равенств вытекает, что эндоморфизм ‚, индуцирует автомор- 
физм элемента 111, а эндоморфизм 1, — автоморфизм элемента 1тр. 
Обратно, пусть 1, индуцирует автоморфизм 17, а эндоморфизм 
"2 — автоморфизм 112. Тогда, очевидно, 


1 = (1). с = © (1) + с», 
где с; = 1, п Е 1. Отсюда, как и в теореме 19, получаем: 


1 = (1') с, 
где с = с:с›», причем каждый из эндоморфизмов "1 и 1, а поэтому и их 
произведение \ = 1:1», индуцирует автоморфизм элемента с. Из послед- 
него равенства следует, что п индуцирует автоморфизм 11*. 
Теорема доказана. 
Следствие. Если \;, индуцирует автоморфизм 11, а 12 — авто- 
морфизм Лт, то 11 = 1.41. 


Поступило 
4. У1. 4959 | 
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ОБ ОДНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ 


В работе рассматривается вопрос об оптимальном достижении 
управляемой точкой малой окрестности другой, стохастически движу- 
щейся точки. В связи с этим решается задача с малым параметром для 


параболического дифференциального уравнения с частными производ- 
ными. 


$ 1. Постановка задачи 


Точку 2 фазового пространства А переменных 2/,..., 2" назовем 
управляемой, если ее движение в пространстве А описывается системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений 


Я к со Ш. (1) 


где и = (и,..., и’) — управляющий параметр. 

Точку О фазового пространства Ё назовем случайной, если процесс 
ее движения есть марковский процесс. Как известно [см. (!)], вероят- 
ностную характеристику этого процесса дает функция р (60, х, т, у), 
равная плотности вероятности того, что случайная точка 0, находящаяся 
в момент о в положении х, в момент т будет находиться в положении у. 
Функция р (6, х, т, у), как функция первой пары переменных о и фх, 
удовлетворяет параболическому дифференциальному уравнению второго 
порядка — первому дифференциальному уравнению А. Н. Колмогорова 

9?р 
д21дх 


рвы 
о (2) 


д ; а 
РЕ 489 (в, ЧР. (6, 2) 
и является фундаментальным решением этого уравнения. Таким обра- 
зом, решение уравнения (2) Р (0, 1), имеющее наперед заданное началь- 
ное значение К’ (2): 


Е (с, 2) > Е1 (1), ат, (3) 
дается формулой 


р (0,2) = р (6,5, у) Е, (9) 4. (4) 


(В этой формуле, как и всюду в дальнейшем, если специально не ука- 
зана область интегрирования, интегрирование ведется по всему про- 
странству А.) 

Отметим еще одно важное свойство функции р (0, х, т, у). Пусть тре- 
буется решить неоднородное параболическое уравнение, соответствующее 
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уравнению и. 


ан т, т НИ (с, == —=Р (с, 2) (5) 


при нулевом начальном условии. Тогда искомое решение дается формулой 


ик = | 4 \ роз Р (9 4. (6) 


В настоящей работе мы будем предполагать, что правые части системы 
уравнений (1), описывающей движение управляемой точки 2, непрерывно 
зависят от всех переменных и непрерывно дифференцируемы по 2", ..., 2". 

Относительно же коэффициентов уравнения (2), описывающего движе- 
ние случайной точки О, мы сделаем следующие предположения: 

а) коэффициенты а (0, 2), 6* (а, 1), в, 1 =1,..., п, определены и 
непрерывны при с > 0 и при любых хЕД; 

6) все собственные значения матрицы | а* (о, 1) | при этих значениях 
аргументов ограничены сверху и снизу положительными константами; 

в) коэффициенты К’ (0, 2) при возрастании | х| возрастают не бы- 
стрее, чем ем. 

Итак, пусть в пространстве А движутся управляемая точка 2 и слу- 
чайная точка О. Пусть вместе с управляемой точкой 2 движется некоторая 
ее окрестность Х,, например шар или, вообще, область, ограниченная 
произвольной кусочно гладкой поверхностью, кусочно гладко меняющей- 
ся вместе с 2. 

Если задан закон управления точкой 2, т. е. если параметр и задан 
как кусочно непрерывная функция времени и = и (1), то система диф- 
ференциальных уравнений (1) однозначво определяет непрерывное дви- 
жение точки 2 в пространстве А. Следовательно, если заданы начальные 
положения управляемой точки 2 и случайной точки О, то однозначно 
определяется ВоротиОСлЬ встречи точки О с окрестностью »Х, на отрезке 
времени с < { < т или на бесконечном отрезке времени 0 ЕЁ с, или 
вероятность встречи с тем или иным весом. Эти вероятности являются, 
таким образом, функционалами управления и (1), и естественно возни- 


кает задача о таком выборе управлений и ({) точкой 2, при которых эти ` 


функционалы достигают экстремальных значений. 

Чтобы точно формулировать задачу, введем в рассмотрение неотри- 
цательную и не превосходящую единицы функцию # (1), определенную 
на всей оси {. Обозначим через ф, (6, х, т) вероятность того, что случай- 
ная точка ©, находящаяся в момент времени © в положении х, на отрезке 
времени о << т встретится с окрестностью Х, управляемой точки 2 
(при этом предполагается, что начальное положение точки 2, равное 


2 (0), задано). Ставится следующая задача: выбрать управление и (1 
точкой 2 таким образом, чтобы функционал 


=\ 195. - [фи (0, х. 5) 45 (т 


достигал максимума. 
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Управление и ({) и соответствующую ему траекторию 2 (1) системы (1), 
обеспечивающие максимум функционала (7), будем называть оптималь- 
ными. Таким образом, решение задачи сводится к принципу максиму- 
ма [см. (2)], если только функционал (7) известен как функционал от 
и (1, 2(1. 

Само собой разумеется, что функционал (7) зависит также от размеров 
и формы окрестности »Х, управляемой точки 2. Как мы увидим 
ниже, для его вычисления нам потребуется решать граничную задачу 
‚для уравнения (2). При этом нас будет интересовать эффективная, хотя 
бы и приближенная, формула для этого решения. Оказывается, что такую 
формулу можно получить, если размер окрестности Х, считать малым. 
Но задача «накрыть» малой управляемой окрестностью случайную точку 
О как раз и является естественной. 

Итак, в настоящей работе окрестность УХ, мы будем считать малой. 
Для простоты мы будем предполагать, что Х, есть п-мерный шар радиуса 
8 с центром в точке 2. Однако внимательный читатель сможет ‘увидеть, 
что все наши рассуждения и сам результат почти не изменятся, если под 
». понимать произвольную область малого «радиуса», ограниченную 
произвольной кусочно гладкой поверхностью, кусочно гладко меняющей- 
ся вместе с 2. 


$ 2. Сведение вычисления функционала 7 к решению граничной 
- задачи для уравнения Колмогорова 


Прежде чем указать подход к вычислению функционала (7), сделаем 
несколько замечаний, относящихся к произвольному марковскому про- 
цессу. 

Выделим в пространстве А фиксированную область Г, ограниченную 
(п — 1)-мерной кусочно гладкой поверхностью 5. Обозначим через 
4 (6, х, т, у) плотность вероятности точки О, находящейся в момент © 
в положении х, быть в момент т в положении у, не заходя при этом на 
протяжении времени о ЗЕ < т в область Г. Очевидно, что 


[1 (с, Хх, т, 9) < р (с, 2, т, у), 


(8) 
Ишь \ (0, 2, т, у) ау = Ив \р (6, 2, хуау=1. 


в—>7т те 


Далее, известно, что функция 4 (6, х, т, у) вне области Г является 
фундаментальным решением уравнения (2), а при приближении точки 
х к границе области Г справедливо соотношение 


4 (©, х, т, у) ду —0 при х>ж65. (9) 
ВЕ 


Пусть теперь область Г не фиксирована, а движется вместе с в, т. е. 
имеется однопараметрическое семейство областей Г'. Обозначим через 
4 (0, х, т, у) плотность вероятности случайной точки О, находящейся 
в момент времени с в положении х, быть в момент т в положении у, и? 
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встрёчаясь на протяжении времени с < {< т с движущейся областью 
Г.: Тогда, очевидно, функция 


90, 2 4 (10) 


является решением уравнения (2) и удовлетворяет следующему гранич- 
ному значению: 


\ч (о, х, т, у) ау ->0 при х-5.. (11) 


Теперь мы можем указать подход к вычислению функционала (7). 
Пусть движущаяся область Г: есть шар радиуса = с центром в управляе- 
мой точке 2 (1). В соответствии с $ 1 будем обозначать его через Х, (у. 
Положим 


р (в, х, 1) = 1—\ч (о; ъуау. (12) 


Непосредственно из определения следует, что функция \ (6, х, т) 


есть вероятность того, что случайная точка О, находящаяся в момент 
о в положении т, на отрезке времени © < :< т будет «накрыта» окре- 
стностью Х,() управляемой точки 2. Следовательно, функция \р (0, х, т), 
определенная формулой (12), есть та же самая функция, которая фигу- 
рирует в функционале (7). 

Таким образом, для вычисления функционала (7) мы должны решить 
уравнение 


9% а о : О 13 
5 + 47 (6, 2) ин -Ь (5, 1) ге 0 (13) 
при условиях: 
(с, х, 1) > 0, (14) 
ф (©, х, т) > 1 при х-›б.. (15) 


Мы покажем, что решение задачи (13), (14), (15) представляется в виде 
№: (0; мг) = = (био (=), (16) 


и получим эффективную формулу для Ф (6, х, т), представляющую глав- 
ную часть вероятности \р (6, х, т). 


$ 3. Некоторые предварительные оценки 


В настоящем параграфе мы докажем ряд вспомогательных неравенств, 
связанных с фундаментальным решением уравнения (2). Кроме того, 


мы решим внешнюю задачу Дирихле для многомерного уравнения Лап- 
ласа вне эллипсоида 9. 


М... М = 22 (17) 


с единичным граничным значением. Результаты этого параграфа элемен- 
тарны, однако мы выделяем их в специальный параграф, чтобы в после- 


дующем можно было на них ссылаться не прерывая основных доказа- 
тельств. 
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Обозначим через в (0, Е, т, п) фундаментальное решение уравнения 
теплопроводности 


‘95 -- да? Е -- де"? —— 0.. (18) 
Как известно, оно имеет вид: 
Й т 9-—Е1 
5 (с, $; т, 1) Ее ЭЙ - (19) 
[2л (т— в)] * 
Положим, далее, 
И 
г =И Е... Е (20) 
и введем следующие обозначения: | 
ок (6 =, Б-р, (21) 
г. (1) 
о, — С: 
к (0, 59) ве, т) та (22) 


Чтобы интегралы, стоящие в правых частях формул (21) и (22), имели 
| смысл, мы, конечно, должны считать, что К < п. 

Нам понадобятся следующие три неравенства, оценивающие функции 
к (5, & т) и 9, (6, ЕЁ, т) при г (& = 


6 (г) 


к (0, Ё, т) и = те при т—б`> в, (23) 

ок (6, Пир при т-9<ь, (24) 

9 (6, О, < бы. (25) 
‚ Здесь С — константа, не зависящая от &, ад (=) > 0 при е - 0. 


Вывод неравенств (23), (24). Легко видеть, что 


Е Ре, ©) =. (0, 7 (5) 0.0, © = 

. (ме (Е) Е... 4 
— \е (о) ат. (26) 
ыы г" (п) 


[2л (т — <}] 


Положим 
а = о (5 


Тогда из (26) получим: 


4 
= 27 
к (с, 5, т) и (Е) У (0), ( ) 
где 
_ рн ай | в 
у (#) в -: \е 44 ь —— ах. (25) 
2 
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Очевидно, что 


с У => Тпри 20 (29) 
Для дальнейшего отметим, что Г (1) при больших значениях { имеет сле- 
дующую асимптотику: | 
у 1 : 
Ио. (30) 
Е 
Действительно, положив в формуле (28) 
2уёл =, `(34) 
получим: 
1 2 2 2 
К » ч— [((- = Ну Е у® ] й 
УИ Уд и а 2 
(1 к) у (32) 


= 


{К — константа), откуда и следует (29). Итак, имеем: 


Ей, т—б 
ок Зы (0 т (33) 
Но легко видеть, что | 
"(-—=) < 8 (=). при 1—6 > @; (34) 
т — _ при т — сб < &, (35) 
откуда и вытекают неравенства (23), (24). 
Вывод неравенства (25). Мы имеем: | 


[9 (с, 5, ... Е т) == 52 (с, Г (5), 0, ово" 0, т) я 
Е (ии (Бун... 51° 
= \ 45 ее е 4—5) И, | 
: > | " 
[2л (5 —5)] | 


Отсюда, полагая 1 = г (& 2, $ — о = 7? (&) &, получим: 


у 


72 (Е) | 
0; (©, 2% 1 х оу! 
о у (0 &, (36) 
где И (1) — функция, определенная формулой (28). В частности, 
и. 
бе (И (37) 


Если теперь учесть асимптотику функции Г (1) при больших значениях 
1 (см. формулу (30)), то сразу найдем: 

—с 

т 


\ Уш<Сше при Ё=2, 


\ у (1% С при >> 2, 


0 


откуда и следует неравенство (25). Одновременно мы установили, что 


©, (в, Е, т) и (38} 
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Замечание к неравенствам (23), (24), (25). Пусть 
р (5, 6, т, 1) — фундаментальное решение общего уравнения Колмогорова 


ди и ди ыу ди р Е 
и. (©, Е) ев Гоа 5) Е 0. (39) 


\ Исходя из этого фундаментального решения, определим функции 
к (0, Е, т) и ©, (0, ЕЁ, т) соответственно по формулам (24), (22), подста- 
` вив в них вместо 4 (0, Е, т, |) функцию р (с, Ё, т, 1). Оказывается, что 
| для так определенных функций ®х (0, 6, т) и ©, (6, Ё, т) справедливы те 
| же неравенства (23), (24), (25). Действительно, в теории параболических 
| уравнений доказывается, что при тех ограничениях на коэффициенты 
Уравнения (39), которые мы предположили выполненными в $ 1, фунда- 
’ ментальное решение уравнения (39) мажорируется фундаментальным 
’ решением некоторого уравнения теплопроводности, т. е. для него имеет 
' место неравенство: 


: Е 
рее "т, 


«—5)? 


` где | — константа. Эта оценка обеспечивает возможность буквального 
' повторения вычислений, проведенных при выводе неравенств (23), (24), 
| (25). 
Для дальнейшего нам потребуется также решить внешнюю задазу 
Дирихле для уравнения Лапласа 
д», ‚ 0% 


Е —- 


д дЕ 


со (40) 


‘при единичном граничном. значении на эллипсоиде 9. (17). 


Мы докажем следующее предложение: 
ЛЕММА. Исчезающее в бесконечности решение внешней задачи Дирихле 


для уравнения (40) с граничным условием 


2(Е) ея. =, (41) 


где 5: — эллипсоид (17), имеет вид 
(=== +я(Е, 8) (42) 
п—2 =. >’ ? 
г. ‘5 
где а — положительная константа, однозначно определяемая размерами 


эллипсоида (42), а г (&) = ИУ? +... - Е. При этом функция п Е, г) 
при т (Е) <1 удовлетворяет следующим неравенствам: 


Е вы 43 

|7 ты =) = тп—1 (Е) ( ) 
9 — = 2-1 

ыаВ М ый 44 

| БЕЯ г" (&) (94) 


{М — константа). 
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‚ Доказательство. Будем искать решение задачи (40), (44 
в виде 


(Е) ==" * = С +л (Е, ®), | (45 


где а — пока не определенная константа, а л (- =) — потенциал двой 
ного слоя, создаваемый эллипсоидом 5. в точке &, с не известной пок: 
плотностью п (1). (через 1 мы обозначаем координаты точек, лежащи? 
на эллипсоиде 9.). Так как л (ЕЁ, г) — решение уравнения (40), то об: 
слагаемых в правой части формулы (45) при любом значении констант 
а являются решениями уравнения (40). Таким образом, функция Ф (&) 
представляемая формулой (45), является решением уравнения (40) 
В силу хорошо известного свойства потенциала двойного слоя, гранично* 
условие (41) дает: | 


Е п—2 
Ле ‚ 8) = 1 —а о -ЕВЫ 4 
(1, =) 2 (46 


для любого п6о., где через л. (|, =) обозначен предел функции л (Е, = 
при стремлении точки & к точке п поверхности 9. извне. Но так как 


ле (1, г) = —2лр (п) + м (1, 2), (47 


где л, (1, =) — значение л (Е, =) в точке 1 поверхности 5., то из (46) полу 
чаем: 


п—2 
= 


ле РВ, (48 


Известно, что 


с05 ф 


а 49 
5" 1 (1, 11) 


ль (1, ®) = \ в@) - 


5: 


где ф — угол, составленный направлением нормали в точке 1: < ради 
сом-вектором р (1, 11), проведенным из точки 11 в точку 1. 
Введем обозначения: 


о 05 ф 
К (п, По 2 ат), 


(50 


п 


= т 
Ф (п) = (2 кт 1). 


Тогда из условия (48) мы получаем неоднородное интегральное уравнени 
для неизвестной плотности п (1): 


в ® = | к, тв 0 43. + $. _ в 


5 


Уравнение (51) есть уравнение Фредгольма второго рода. Согласно изв 
стной теореме Фредгольма, для его разрешимости необходимо и’ дост! 
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) точно, чтобы свободный член был ортогонален ко всем собственным функ- 
| циям сопряженного однородного интегрального уравнения 


у (п) = \ кс, ть (11) 45. (52). 
8: 
Известно также [см. (°)], что если ядро К (1, ии) дается формулой (50), 
то уравнение (52) имеет только одну собственную функцию. Обозначим 
’эту функцию через %, (1) и будем считать ее известной. 
Условие ортогональности дает возможность определить константу а. 
” Запишем его: 


1 5-8 — < 
== Ё т! | 948. = 0 (53), 


‚ Отсюда следует: 
В 


ва о _\ ()_ С 
а (п) 5: 
8. в“ 


_ В полученной формуле константа а зависит от &, но зависимость эта лишь 
кажущаяся. В самом деле, обозначим через 5 эллипсоид 


МР... + Ам" = 4, (54) 


| 


й 


ь а Е | 
’ получающийся из эллипсоида 5. увеличением всех осей в -_ раз. Без труда 
обнаружим, что 


(55) 


Таким образом, а не зависит от & и полностью определяется размерами 
эллипсоида (54). 

Итак, функция © (Е), даваемая формулой (45), при а, определяемой | 
по формуле (55), является решением задачи (40), (44). Остается лишь 
проверить выполнение неравенств (43), (44). Но они непосредственно сле- 
дуют из определения потенциала двойного слоя л (Е, в: 


= С с03 ф а 
А 


$ 4. Вычисление функционала 7 в случае, когда уравнение 
Колмогорова имеет постоянные коэффициенты 


В этом параграфе вероятность 1 (0, х, т), а следовательно, функцио- 
нал (7) будут вычислены для одного важного частного случая, когда урав- 
нение (2) имеет постоянные коэффициенты. Мы будем предполагать, что. 
размерность фазового пространства А больше двух: п >> 2. 
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Итак, мы будем решать уравнение 
в 


где ат, ы — постоянные коэффициенты, при начальных и граничных 
условиях (14), (15), которые в дальнейшем будем записывать в виде: 
ф (т, х, т) = 0, (57) 
ф (0, х, т |, ее № (58) 
где Х,(‹) — сфера радиуса = с центром в точке 2 (0). 


Прежде всего перейдем от этой задачи к задаче с граничным условием 
на сфере радиуса & с центром в начале координат. Для этой цели в про- 
‹<транстве (2, #) введем новые координаты по формулам 


в ЕЕ 2 (В), о (59) 
так, что | 
=Е-Е 2 (0), У=Т- 2 (3). (60) 
При таком преобразовании координат сфера У, (с) перейдет в сферу 5: 
вы... Е =, (61). 
Положим 

Ф (6, 6, т) =\ (0, Е + 2 (6), т). (62) | 
Тогда для функции ф (0, &, и мы получаем дифференциальное уравнение; 

ев т. к (5) =0 (63) 

и условия: 

ф (т, 5, т) = 0, (64) | 
ф (0, &, |5, ==. (65) 


Чтобы решить уравнение (63) при условиях (64), (65), нам потребу-. 
ются вспомогательные построения. 
Нашим первым шагом будет конструкция некоторого специального) 
решения уравнения 


а ыыа р | 
Е (66) 
95 дЕТ0Е? 
Для того чтобы получить это специальное решение, перейдем с помощью ) 
линейного преобразования от координат &,..., & к координатам! 
ы, ов которых уравнение (66) приведется к виду 


О Афь = 0, (67)) 


где Д — оператор Лапласа. При таком преобразовании координат сфера! 
5. перейдет, очевидно, в эллипсоид 5. 


М... м = 28, (68)) 


где Л.,..., Ав суть собственные значения матрицы | а1 ||. 
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Обозначим через & (с, Е, т, 1) фундаментальное решение уравнения (67): ° 


т 1—2 
во, Бъ т) = = р |-- МЕ. (69) 
[2л (т — )] * 
' Положим 
= — к я ЕЕ 
Фо (©, &, т) = =" Е — -л (5, г) — 
Рот [я 5) вт, (70) 


тде а — константа, определенная формулой (55), а л К =) — потенциал 
двойного слоя, создаваемый эллипсоидом 5. в точке Е. Перепишем фор- 
мулу (70) в несколько ином виде: 


Фо (0, 6 Э = (©, 5 Э- 8% ©, Е ®, (71) 
где 
= ыы в"? и 
Фо (0, Ё, т) = ="? НЕ т —\& (ОЕ, ъ п) т (72) 


Очевидно, функция фо (0, Е, т) является решением Уравнения (67) 
‚ и удовлетворяет начальному условию 


(о): ° (73) 


Е А Е = п 
Перейдем теперь от координат &',..., " вновь к координатам Ё!,..., Е", 
’ и пусть при этом функции 


фо (с, Е, т), Фо (с, Е, и 6 фо (с, 5, т) 8 (0, 5. т, 1) 


_ перейдут соответственно в функции 


Фо (с, 8} т), Фо (с, Е, т), 9 фо (с, Е) о) 8 (с, 8 т, т). 


Нам впоследствии понадобится явное выражение для функции 
ро (0, Ё, т). Чтобы выписать его, надо знать, как запишутся в координа- 
тах #,..., Е функции г() и & (о, Е т, 1). Это легко выяснить. В са- 
мом деле, обозначим через а;; элементы матрицы, обратной матрице |а# |, 
так что | 


аа" = 81. (74) 
Тогда легко можно убедиться, что 
г(5) = аз, 
1 —Е| = (44; (" — &) ( — 8). 


Учитывая еще, что 


(75) 


не 
2 


т=УМ№... № а, (76) 
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мы получим для функции Фо (0, &, т) следующее явное выражение: 


- =” 2: а- И №. 

Фо (0, Е, т) = =" * (8, , х, и (77; 

[4 ? [ай] 2 . 

где 
о | 
[.; (1 — ВИ)? р 
8 (в, 2 т, 1) —= м. ехр =—= Е ИЕ . (78} 
[2 (х — в)] ? 


Итак, доказана следующая 
ЛЕММА 1. Функция 


фо (с, $ *) = Фо (с, 5, т) +6 Фо (с, 6, т), | 


где Фо (с, Е, т) определена формулой (177), является решением УровнеВН 
(66) и удовлетворяет нулевому начальному условию} 


ФБ =0. (19) 


Следует отметить, что функция Фо (о, Ё, т) не равна единице на сфере. 
5.. Однако, как будет выяснено дальше, ее граничное значение в некото- 
ром смысле лишь несущественно отличается от единицы. | 

Теперь уже все подготовлено, чтобы решать уравнение (63) при усло- 
виях (64), (65). Сначала мы найдем некоторое специальное решение урав- 
нения (63), удовлетворяющее лишь нулевому начальному условию (64). 
Оценив затем граничное значение этого специального решения, мы уви- 
дим, что оно лишь несущественно отличается от единицы. Отсюда мы 
выведем, что и само это специальное решение лишь несущественно, 
с точностью до величин более высокого порядка малости по 2, отличается 
от точного решения задачи (63), (64), (65). После этого получениее ‘6п6- 
циальное решение будет упрощено путем отбрасывания некоторых чле- 
нов и, таким образом, мы получим приближенное решение задачи (63), 
(64), (65). Перейдем к осуществлению этой программы. 

Будем искать специальное решение уравнения (63), удовлетворяющее 
условию (64), в виде 


Фо = БОЯ, & т), -_ (86) 


где фо (о, Е, т) — только что построенное специальное решение уравне- 
ния (63), удовлетворяющее условию (64), а ф, (с, 5, т) — пока не извест: 
ная функция. Непосредственно проверяется, что фа (0, Ё, т) Донни 
удовлетворять неоднородному параболическому уравнению 


дФ „_9$ с ае дФ ПИ: дФь (с, &, 
Е | 


и начальному условию 


фк 0. а, (82 


Вы 
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Решение задачи (81), (82) во всем пространстве В с помощью формулы, 
‘аналогичной формуле (6) $ 1, очевидно, невозможно, так как правая часть 


уравнения (81) при & = 0 имеет полюс порядка п, получающийся при 


дифференцировании функции л (Е, г). Однако эту трудность можно обой- 


ти, так как нас интересует решение ф1 (0, &, т) лишь вне шара, ограни- 
ченного сферой 5:. Для этого рассмотрим функцию 4 (0, д, $, у), введен- 
ную в начале $ 2 и равную плотности вероятности того, что случайная 


точка О, находящаяся в момент времени о в положении х, в момент т 


находится в положениии у, не встречаясь при этом на протяжении вре- 
‘мени 0 < {< $с шаром, ограниченным сферой », () радиуса = с центром 
в управляемой точке 2 (1). Очевидно, функция 


4(0, & $1) =9(0, & + 2(6), 3, п + 2(5)) =4(6, #, $, у) (83) 


см. формулы (59), (60)) является вне сферы 5. фундаментальным реше- 
нием уравнения (63), удовлетворяет граничному условию 


90, зп ьв, =0, (84) 
м решением задачи (81), (82) будет функция 


2 ( Ее 4 17 дФ ) Й 
ое О- | Чьи а, 65) 
в В: 


где А. обозначает дополнение в В к ЕР, ограниченному сферой 5.. 
Очевидно, что 


Фа (с, = т) | ев. т 0 


Таким образом, нами получена следующая 
ЛЕММА 2. Функция 


Ф(о, Е, ) = (о, 6 ЭФ, (6, 6), (86) 


‚где фо (с, Е, т) определена формулой (10), а Ф, (в, ЕЁ, т) — формулой (85), 
является решением уравнения (63), удовлетворяет нулевому начальному 
‘условию Ф (т, Ё, т — 0 и имеет те же граничные значения на сфере 5., 
что и функция Фо (6, Е, ®). 

Теперь мы докажем, что функция Ф(, Е 97) вне сферы радиуса То 
{т, — любое конечное, не зависящее от = число) аппроксимирует решение 
‚задачи (63), (64), (65). 

Доказательство этого факта базируется на одной лемме об оценке 
‚решений параболического уравнения. Сформулируем эту лемму. 

ЛЕММА 3 (0б оценке решений параболического уравнения). Пусть 
р (0, ЕЁ, т) — решение параболического уравнения 


ди О 
д — 26, Эн, = Е, (87) 
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удовлетворяющее условиям: 


и (т, Е, ®) =0, | (88 
и (с, Е, т) [све == И (6; т), | (89). 
где 
а Гб при *—06< в, 
ан ий при торе | 


(С — константа, 6 (=) > 0’ при = - 0). Тогда для решения и (0, Е, т} 
справедлива следующая оценка: 


|ш(о, < А Эх, Ь 7), А 


где А (Е, =) — положительная функция, имеющая при |Ё|`>тг, порядок 

о (="—?), ах(0, Ё, т) — решение уравиения (87), имеющее при в = т нуле- | 

вые начальные значения и принимающее на сфере 5. единичное значение. 
Доказательство. Положим 


ш (в, т) = и (в, т) + ш» (о, т), (92. 
где функции ш (0, т), ш› (©, т) определены следующим образом: 


[С при т—Сб< в, 


2; >10 при т—б>> в, о. 
ых 0 при т— сб < &, 
тд, (6, нА при *— с >> &. (98 


Решения уравнения (87), имеющие нулевые начальные значения и крае- 
вые значения, равные 1 (0, т), ш, (с, т), ш. (с, т), обозначим соответствен- 


но через и (в, Е, т), и, (в, ЕЁ, т), из (о, Е, т). Очевидно, 
и (о, Е, т) = цв (©, & ти, (0, Е, т). (95}, 


На основании теоремы о максимальном значении для решений пара- 
болических уравнений, решение и (0, &, т) задачи (87), (88), (89) оцени- 
вается следующим образом: 


и (с, Е 1) и (6, Ё, $. (96). 


Оценим отдельно функции и, (6, Ё, т) ии. (0, Ё, т). Для и? (0, &, т) оцен- 
ка получается из той же теоремы о максимальном значении решения пара- 
болического уравнения: 


из (с, Е, т) < 6 (=) х (в, &, т). (97) 
Для получения оценки функции р (с, Е, т) потребуются более тонкие: 


рассуждения. Прежде всего оценим и» (0, Ё, т) при т — с < в. 
Положим 


о-к, (98) 
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где К — константа, К `> С. Будем теперь искать решение уравнения 
`(87) с начальным значением, равным 1 (2), и с граничным значением на 
сфере 5., равным А, в виде 


(6 =т (8+ & <, & т. (99). 
Тогда для функции % (0, Е, т) получается неоднородное уравнение 
д» # =) 02 : де. 
С 9) (0, = ей : 1 
д, вЫ, ЕН (100) 


которое мы должны решить при нулевых начальных и нулевых гранич- 


ных условиях. Такое решение, как мы знаем, вне сферы 5. дается форму- 
лой: 


(о, = — | 48 \ 90, & & у (т. (101) 
Итак, У 
Бо -т® шов а Ета, (102) 
Очевидно, ы ев 
и> (в, Ё, т) < и(, Ё, %.. (103) 


Нам остается, таким образом, оценить лишь функцию о (6, &, т) при 
[2% и *-—в<. Заметив, что 
А А. 
Г, гт—1 - , (104) 
а и 
где А|, А» — достаточно большие константы, и принимая во внимание 
неравенство. 


9 (с, 5, т, п) < р (о, 6, т, 1), (105), 
из формулы (102) получаем: 


п—1 


С 5 = ид, | 
[0 (в, 5. < \4 \ рб, С, 5, т А -= 
в В: 
в * Г. й 
+ 4 \ ро а. (106) 
Е. (1) 


Интегралы, стоящие в правой части неравенства (106), обозначим соот- 
ветственно через Г, /› и оценим отдельно их величины. Мы имеем: 


. 1 
У ое 6$ \ р (0, в ©. 1) РУ) 9" ==: 
о Е: 


ко Ах. в” \ 48-0, (о, Е $) + о(="—2), (107) 
где 0 < у< 1. Отсюда, принимая во внимание неравенство 
С 


ЕЯ ЕЕ 
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находим: 


и в"—2— ) 48 о (в”—?). (108) 


т ый 


‘Следовательно, при т—с<аи |Ё| > 1% 


П=о(в”3). (109) 


ОВО получим, что при т —с<еи || > *% 


Фо 0 (87): (140) 


Таким образом, функция о (о, &, т), мажорирующая на границе сферы 
5: решение и, (в, Е, т), при || > 7% и т— с < в имеет порядок о (=”—?). 
‘Отсюда следует, что и само решение и (©, &, $) при |5 |2 пит 6 & 
имеет порядок о (="?). Несколько изменяя предыдущее построение, 
можно убедиться, что такая же оценка для и: (с, Е, т) имеет место и при 
т —с_›> в. Лемма доказана. 

Теперь мы можем доказать, что функция Ф (о, Е, т), фигурирующая 
в формулировке леммы 2, вне сферы любого конечного радиуса © точно- 
стью до величин порядка о (=”-?) аппроксимирует решение задачи (63), 
(64), (65). Иными словами, справедлива следующая 

ЛЕММА 4. Пусть ф (6, Е, т) — решение уравнения (63), удовлетворяю- 
щее начальным и граничным условиям (64), (65), а Ф (с, Е, т) — решение 
уравнения (63), определенное в лемме 2. Тогда для любого гу, не зависящего 
от = при || > по, решение Ф (в, ЕЁ, т) с точностью [о величин порядка 
.о (="—?) аппроксимирует решение ф (с, &, т): 


ф(в, $ ® —Ф (6, 5 =20 (=. (111) 
Доказательство. Обозначим через и (0, 8, т) разность функ= 

ций ф и Ф: 
и (с, , ) =Ф (0, & 9 —Ф(б, & %. (112) 


‘Функция и (0, 6, т) является решением уравнения (63) и удовлетворяет 
нулевым начальным условиям. Далее, из формулы (85) видно, что гра- 
ничные значения функции и (6, &, т) на ‚сфере 5: совпадают с граничны- 


ми значениями функции Фи (6, &Ё, т) — Фо (5, Е, т). Оценим эти послед- 
ние. Для этого запишем разность ф — фо в следующем виде: 


Ф (6, Ё, ) фот = {* < Е — ее 
Не 


ее +” )}- 


зу +7 2) | 4. (113) 
Граничные значения слагаемого, заключенного в фигурную скобку в 
правой части формулы (113), равны нулю (см. $ 3). Остается, таким обра- 
зом, оценить лишь граничные значения второго слагаемого на сфере 5. 
(в координатах Ё,..., Е" — на] эллипсоиде 5.). 
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Так как для потенциала двойного слоя л(Ё, =) справедлива оценка 
(43), то, очевидно, имеем: 


ао, Бот [за Ня бь 9) [|< 


< А. =". Фи (с, ы т) а Аз. Я и—1 (с, в т), (144) 


где А, и А> — константы, а ®„_о (6, Е, т) и ®. 1 (0, Е, т) — функции, 
определенные формулой (24) соответственно при А = п — 2, А=п-— 1. 
_ Используя теперь неравенства (23), (24), получаем, что граничные зна- 
чения второго слагаемого в формуле (113), а следовательно, и граничные 
значения 1 (0, т) функции и (с, Е, т) удовлетворяют условиям леммы 3. 
Следовательно, на основании леммы 3, мы можем заключить, что соотно- 
шение (111) справедливо. Лемма 4, таким образом, доказана. 
Упростим полученное приближенное решение Ф (6, &, т), отбросив 
в нем величины, имеющие при | | > гу порядок о (="_2). Чтобы сделать 
это, выпишем решение Ф (о, ЕЁ; т) в явном виде. Вспоминая формулы 
(70), (71), (80), (85), мы можем написать: 


Ф (©, Е т) = фо (6, & ® Е 84 (6, Е т) + 


ее 4 \ Чо, т) а т [Фо (6, Е, + 6% (5, Е, 14. (445) 
с Е: 


Прежде всего ясно, что при || /% 


Фо (="—?). (146) 


Поэтому второе слагаемое в правой части формулы (115) можно отбро- 
сить. Несколько сложнее упрощается интеграл, стоящий в правой части 
формулы (115). Во-первых, можно отбросить член 


р \4 ) ао О [9 фо ($, п, т). = (447) 


В самом деле, 


— й ох д — 
17148 | р, ту — 7 61| ль (5 1 9 49. 


5 В: 


| Но так как [см. формулы (70), (74), (43), (44)] 


|794 9 |<), (118) 
9 


где А (1) в нуле имеет полюс порядка не выше п, то 


Ве ро Быт и), (9) 
Св. 
где Д, (1) имеет теперь в нуле уже полюс порядка не выше п — У 


(0 < ух 1). Таким образом, 
Г = 0 (8"—*). (120) 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Нам остается упростить член 
х = т 9 : 
Г. =\4 \ 4 (6, ЕЁ, 5, 1) 6—2 (91-5 [Фо (5, п, =) ам. (1214) 
[2 ВЕ 


Покажем, что при | | > о 


ре | р, 51) И — 27 (9) г [Фо ($, и, т) 4 + 0(="-*). (422) 


= ро Бы т о (5, ь 9+ 


+ |} 43 | [В (о, зп) —9(0, 6, ИИ 2 т [фо (5, п; т) 49 


аа 


+4 \ ро, Бат) (5) у 1 ($ у, 191. — (423). 


в. 


Последнее слагаемое в правой части формулы (123) имеет, очевидно, _ 
порядок о (="2). Обозначим через и (в, Е, т) второе слагаемое. Функция 
и (с, &, т) при о =т имеет нулевое начальное значение и является в 
области В. решением уравнения (63). Так как 


ет Фо (в, 1, 91| < =" (9), (124) 
т 


где В (1) имеет полюс порядка не выше п — 1, то граничные значения 
функции и (0, &, т) оцениваются следующим образом: 


[и (в, &, т) | вв, < М. ="? ОЕ, 8) | вз.. (125) 
Отсюда, на основании неравенства (25), заключаем, что 
|6 (0, & 5, < 8 (9), (126) 


где 6 (=) > 0 при 2 -» 0. Следовательно, всюду в области А. 
[1 (с, Е, т) |< 6 (2) а (, Е, т. (127). 


Лемма 4 и неравенства (120), (127), а также формула (123) доказывают 
следующее предложение. 
ЛЕММА 5. Функция 


ФБ, о ов 9, (128) 


где Фо (с, 8, т) определена формулой (77) при [812 ^о (го — произвольное, 
не зависящее от & положительное число), с точностью до величин порядка 
о (="—?) аппроксимирует решение ф (0, 6, т) уравнения (63), удовлетво- 
ряющее условиям (64), (65). 
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Чтобы подвести итог всем рассмотрениям настоящего параграфа, 
нам остается вновь возвратиться к старым координатам 5 и у согласно 
формулам (59), (60). Проведя соответствующие замены, на основании 
леммы 5 мы можем сформулировать следующее предложение. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть движение управляемой точки 1, имеющей в на- 
чальный момент времени в положение 2 (6), описывается системой диф- 
ференциальных уравнений 


‚адоодь : №4 
й=(21,..., И А 

где (и`,..., и’) — управляющие параметры. Пусть в пространстве В 

переменных 2',..., 2” движется еще случайная точка О, плотность пере- 


хода которой р (0, х, т, у) удовлетворяет уравнению Колмогорова с по- 
стоянными м 


, : др 
и. ая рр ро, 

Обозначим через Х, шар радиуса = с центром в управляемой точке 2, дви- 
жущейся вместе с 2. Обозначим, далее, через ф (0, х, т) вероятность того, 
что случайная точка О, находящаяся в момент в в положении т, на отрезке 
времени в 3{< т будет «накрыта» шаром »№,. Тогда вероятность 
4 (0, х, т), являющаяся функционалом управления и (1, представляется 
при | — 2(0)| > г, где то — произвольное `положительное, не зависящее 
от = число, в следующем виде: 


ф (0, 2, 5) = ="? [ф. (6, , т) ф, (6, г, т)]- о(=”—?). 


Чтобы выписать явные выражения для функций 4 (6, х, и 
р, (с, т, т), введем следующие обозначения: 


а) ^.,..., м — собственные значения матрицы |а*“ |; 
6) |а:;] — матрица, обратная матрице |а*?|; 
в) С (0, х, т, 1) = 8 (6, 1 — 2 (6), т, 1) = 
а; (фа 2 (9)) (1? — 27 27 (6)) |. 
ыы — = ер{- 4—5) Г 
[2л (т — в)] ? 


г) а — константа, не зависящая от уравнений, описывающих движе- 
ние точек 2 и О, и определяемая формулой (55) $ 3. 


Тогда т 
аро (©, Хх, т) о а г. 


п—2 


[ай — 1 (9)) (#7 — 27 (в))] 2 


ЕЕ 


— (6 д, т, т), 41} 
[ам 17] а 


\ + рр 9% (8, 5, 
1 (©; 2, т) = 48 \р(с, Л а. Чу. 


Таким образом, теорема 1 дает явное выражение для главного члена 
вероятности 1 (0, х, т) и, следовательно, для главного члена функцио- 
нала (7). 


9* 
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$ 5. Вычисление функционала (7) в общем случае 


В настоящем параграфе вероятность 1 (0, х, т), а следовательно, и 
функционал (7) будут вычислены для случая, когда коэффициенты урав- 
нения Колмогорова зависят от о и х. Мы предполагаем, что эти коэффи- 
циенты удовлетворяют условиям а), 6), в), сформулированным в $ 2. Схема 
вычисления в значительной степени воспроизводит схему, которой мы 
следовали в предыдущем параграфе, поэтому подробно мы будем про- 
водить лишь существенно ‘новые построения. 

Итак, нам нужно решить уравнение 


О а (о, = +Ы (в, 2) =0 (129) 

при условиях ° 
ф (т, х, т) = 0, (130) 
ф(&, 2, );,=1. (131) 


Какив$4, с помощью формул (51), (60) приведем эту задачу к за- 
даче решения уравнения 


5 + а (Е 2(0), в) 


+ (Е 200), 0) — 2" (в) 65 (132) 


— ог + 
при условиях 
ф(т, `5, т) = 0, (133) 
ф (6, &, т) в, =1. (134) 
Перепишем р (132) в несколько иной форме: 
т + а# (2 (6), 0) ——— с - [а8 (Е - 2 (0), 0) — а? (2 (6), в)] —. г" + 
- [6 (& + 20), о) т =0. _ (135) 


Нашим первым шагом будет конструкция некоторого специального реше- 
ния 9? (©, & ®) уравнения 


9Ф 8) в 
о + а9 (2 (8), 9) ото == 0. (136) 
Для того чтобы получить это специальное решение, перейдем с по- 
мощью линейного преобразования от координат &1, ..., &" к координатам 
2...) в которых уравнение (136) запишется в виде 
д, 
ее + Афь = 0. (137) 


Такое преобразование координат теперь уже зависит от параметра 0. 
Сфера 5. перейдет, очевидно, в эллипсоид 


№ (0) ЕР... (60) Е" = 22, (138) 
где ^. (0),..., ^»(0) суть собственные значения матрицы |а# (2 (0), 6]. 


Так же как и в предыдущем параграфе, мы можем сконструировать 
функцию 


9 р ф (с, з т) + о Фо (о,Е, т), (139) 


СТАТИСТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 497 


где 
а (0). 
=) 


а (0) ="—2} 


Фо (0, & т) = ="? т"? (т) 


— 0, Бът) @, — (440) 


которая является решением уравнения (137) и удовлетворяет нулевому 
начальному условию. 


Перейдем теперь от [координат Ё,..., вновь к координатам 
й,...Е, и пусть при этом функции 
— = = — 
Ф› 9» 60, #9 
перейдут соответственно в функции 
о 9 = 9 
Фо, Фо, 6 Фо, 5. 
. =) . 
Мы можем выписать функцию Фо (0, &, т) в явном виде. Для этого, как 


и раньше, обозначим через ах; (2 (9), 0) элементы матрицы, обратной 
матрице || а# {2 (6), 0) ||, так что 


а (2 (0), 0) аз (2 (0), 8) = 484. (141) 
Тогда 
ъа 0) 
фе (©, Ерт) = 29 о те 
[а;; (2 (0), 0] * 
п—2. * АИ 
ео ау. ®, (142) 
[а;; (2 (0), 0) м * 
где 
4 а;; (2 (0), 0) (""— Е) (м 
Я (бт, п) = ЕЙ ехр т ны (143) 


[2л (1— в)] * 


Рассмотрим теперь функцию фо С построенную нами функ- 
цию при значении параметра 0, равном 0. Функция Фо (0, &, т) уже не 
удовлетворяет уравнению (136), в коэффициентах которого вместо 0 
подставлено 0. Однако очевидна следующая 

ЛЕММА 1’. Функция 


Фо (с, 5, т) а фо (с, , т) ар д фо, 


где фо определена формулой (142), является решением дифференциального 
уравнения 


79 


о — 9, =0 (144) 


ВУ 
и имеет нулевые начальные значения при в = т. 

Теперь, как и в 'предыдущем параграфе, мы можем искать специаль- 
ное решение уравнения (132), имеющее нулевые начальные значения, в 
следующем виде: 


Фо Е =Ф” (в, Б Э-Ф, (6, 6 т, (145) 
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ИЕН 


где $" (0, Ё, т) — только что построенное решение уравнения (144), а 


ф, (6, &, т) — пока не известная функция. Подставляя Ф (6, Ё, т) в урав- 


‘нение (132) и учитывая лемму 1’ для ф: (0, 5, т), мы получим неоднородное 
параболическое уравнение 


9% 9+ 2 (9), 0) 99 + (ЕН 2 (0), 0) — 26 5 = 


ыы ”' 
НЫ 
+2, 9 по а [98 @, $ 9} (146) 
и вачаЯЕНО5 условие 
(№ 59). =. | (147) 


Так как правая часть уравнения (146) имеет при Ё = 0 полюс порядка 
п (а не (п -| 1)!), то мы можем почти буквально повторить все рассужде- 
ния предыдущего параграфа и доказать лемму, аналогичную лемме 5. 
ЛЕММА 5’. Функция 
Ф (0,6) =ф (0, 6 о 
+в реа), 51+ 20). | 69 1+ 20, 9 — 22 9.91 х 


++ 26), 9 — 29 


+ 9 д 9, (148) 


92$ (5, п, т) 
дд? 


где фь (с, Е, т) определена формулой (142), при | Е | > то (то — произ- 
вольное положительное число, не зависящее от =) с точностью д0 величин 


порядка о (=?) аппроксимирует решение ф (с, ЕЁ, т) уравнения (132), . 


удовлетворяющее начальным и граничным условиям (165)—(169). 

Чтобы формулировать теперь окончательный результат, мы вновь 
должны перейти к координатам х и у по формулам (51), (60). Тогда из 
леммы 5 последует теорема, аналогичная теореме 1 предыдущего пара- 
графа. Мы не будем здесь выписывать окончательных формул, так как 
при желании читатель легко это сделает сам. 


Поступило 
29.Х.1960 
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Эндоморфизм Т пространства с мерой называется точным, если пе- 
со 


ресечение [| Т "3%, где 9% — совокупность всех измеримых множеств 
п=0 
пространства, состоит только из множеств меры нуль и их дополнений. 


В работе изучаются метрические свойства точных эндоморфизмов про- 
странства Лебега. В качестве примеров рассматривается широкий класс 
теоретико-числовых эндоморфизмов: доказывается их точность и вы- 
числяется их энтропия. 

Эндоморфизмом пространства с мерой называется такое отображение 
этого пространства на себя, при котором прообраз всякого измеримого 
множества измерим и имеет ту же меру, что и само множество. Взаимно 
однозначный эндоморфизм, обладающий тем свойством, что обратное 
отображение также есть эндоморфизм, называется автоморфизмом. Класс 
точных эндоморфизмов, изучаемый в настоящей работе, в известном смыс- 
ле противоположен классу автоморфизмов: эндоморфизм Т называется 

со 
точным, если пересечение [| Т "9%, где % — совокупность всех измери- 


п—=0 


мых множеств, состоит только из множеств меры нуль и их дополнений. 
Точные эндоморфизмы обладают рядом замечательных свойств. Напри- 
мер, все точные эндоморфизмы пространства Лебега с непрерывной мерой 
имеют один и тот же однородный бесконечнократный спектр и являются 
перемешиваниями всех степеней. 

Свойства точных эндоморфизмов изучаются в $ 2 настоящей работы. 
В $ 1 излагаются предварительные сведения из теории меры. В $ 3 про- 
извольный эндоморфизм Т представляется как фактор-эндоморфизм 
некоторого автоморфизма Т’, называемого естественным рас- 
ширением эндоморфизма 7. Естественными расширениями: точных эндо- 
морфизмов оказываются автоморфизмы, изучавшиеся Колмогоровым (т) 
под названием «квазирегулярных». Общие теоремы о естественных рас- 
ширениях позволяют вывести из свойств точных эндоморфизмов ряд 
свойств автоморфизмов Колмогорова; в частности, оказывается, что авто- 
морфизм Колмогорова есть перемешивание всех степеней. В $ 4 рассма- 
тривается класс  теоретико-числовых эндоморфизмов, изучавшийся 
Реньи (2). Доказывается, что все эти эндоморфизмы являются точными, 


и вычисляется их энтропия. 
$ 1. Предварительные сведения из теории меры 


В этом параграфе для удобства читателя кратко излагаются сведения 
из теории меры, необходимые для понимания настоящей работы. Под- 
робное изложение содержания п, ип. 1.1—1.4 имеется в работе автора (*) 
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134. Общие определения. Как известно, множество М 
называется пространством с мерой, если в нем выделено борелевское тело 
измеримых подмножеств Х, снабженных мерами р (Х). Предполагается, 
что функция и неотрицательна и счетно аддитивна. 

Если само М измеримо ир (М) = 1, то мера в называется нормирован- 
ной. Если подмножества множеств меры нуль измеримы (и, следовательно, 
имеют меру нуль), то мера и называется полной. 

Отображение одного пространства с мерой на другое называется гомо- 
морфизмом, если прообраз всякого измеримого множества измерим и 
имеет ту же меру, что и само множество. Гомоморфизм называется изо- 
морфизмом, если он взаимно однозначен и обратное отображение также 
есть гомоморфизм. Если пространства совпадают, то изоморфизм назы- 
вается автоморфизмом, а гомоморфизм — эндоморфизмом. 

° Пространства с мерой, между которыми может быть установлен изо- 
морфизм, называются изоморфными. Эндоморфизм Т пространства М 
называется изоморфным эндоморфизму Т’ пространства М”, если суще- 
ствует такой изоморфизм 5 пространства М на пространство М’, что 
Тб, 

Важнейший принцип теории меры состоит в пренебрежении множе- 
ствами меры нуль. В соответствии с этим принципом пространства с ме- 
рой и их эндоморфизмы должны изучаться лишь с точностью до множеств 
меры нуль, или, как мы будем говорить, «по модулю нуль». Например, 
существенно не то, изоморфны ли пространства М и М’ или их эндомор- 
физмы Ги Т’, а то, можно ли сделать их изоморфными путем удаления 
из Ми М’ некоторых множеств меры нуль; не то, является ли данный 
эндоморфизм 7 пространства № автоморфизмом, а то, можно ли сделать 
его автоморфизмом путем удаления из М некоторого множества меры 
нуль, ит. д. Если ответ положителен, то говорят, что М и М’ или Ти 17’ 
изоморфны по модулю нуль (шо 0); что Т есть автоморфизм по модулю 
нуль (тод 0) и т. д. 

1.2. Пространства Лебега. Счетная. система {Вь; абА} 
измеримых множеств называется базисом пространства М, если: 

(а) для всякого измеримого множества Х существует такое множество 
У, принадлежащее к порожденному системой {В.; а6А} борелевскому 
телу множеств, что УХ ив (У — Х) = 0; 

(6) для всяких двух точек х6ЕМ, УЕМ существует такое аЕА, что 
‚либо хеВь, У Ве, либо х6Вь, уЕВ.. 

Пространство с полной нормированной мерой, обладающее базисом, 
называется сепарабельным. 


Сепарабельное пространство М называется полным относительно 


своего базиса {В.; а6А}, если все пересечения ПЕа, где Е, — одно 
авА 


из множеств В., М — В, непусты. В соответствии с этим сепарабельное 
пространство М называется полным по модулю нуль относительно своего 
базиса {В.; аЕА}, если его можно включить в качестве подмножества 
меры 14 в сепарабельное пространство М’, полное относительно такого 
своего базиса {В.; а6А}, что В.Г] М = Вь. Если сепарабельное про- 
странство полно по модулю нуль относительно некоторого своего базиса, 
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то оно полно по модулю нуль и относительно всякого другого своего ба- 

зиса. Сепарабельные пространства, полные по модулю нуль относитель- 
но своих базисов, называются пространствами Лебега, а соответствующие 
мер — мерами Лебега. 

Пространство Лебега содержит. не более счетного множества точек 
положительной меры. Если их вовсе не существует, то мера в называется 
непрерывной; если ими исчерпывается по модулю нуль все пространство, 
то мера д называется дискретной. Пространство Лебега с непрерывной 
мерой изоморфно по модулю нуль единичному интервалу с обычной ме- 
рой Лебега. 

В пространстве Лебега всякая счетная система {В.; аеА} измеримых 
множеств, обладающая свойством (6), является базисом, т. е. обладает 
и свойством (а). 

Пусть {В.; авА} — базис пространства Лебега М с мерой и и 
(Во; аеА} — базис пространства Лебега М’ с мерой и’. Если для любого 
конечного набора ©1,... ‚о. 


ря сы 
в (П В.) =’ (п в.) ’ 

1—1 й ® 
то существует изоморфное то4 0 отображение пространства М на про- 
странство М’, переводящее, с точностью до множеств меры нуль, В» в 
В, а ЕА, и всякие два таких отображения тождественны по модулю нуль. 

В дальнейшем ЛИ предполагается пространством Лебега. 

1.3. Измеримые разбиения и алгебры измери- 
мых множеств. Разбиением пространства М называется всякая 
совокупность непустых непересекающихся множеств, покрывающих М. 
Множества, являющиеся суммами элементов разбиения 6, называются 
(-множествами. 

Счетная система {В.; а6А} измеримых (-множеств называется бази- 
сом разбиения 6, если для всяких двух элементов С, С’ разбиения 6 суще- 
ствует такое а6А, что либо СС Ва, С’ Во, либо СЖВ., С’С В.о. Раз- 
биение, обладающее базисом, называется измеримым. 

Условимся писать & < 6’, если разбиение (’ есть подразбиение раз- 
биения 6. В соответствии с этим будем писать & = 6’ то4 0, 6 < (’шоа 0, 
если соотношения б = 5’, С < (’ становятся справедливыми после уда- 
ления из М надлежащих множеств меры нуль. 

Для всякой системы измеримых разбиений (, существует произведе- 
ние Пё., определяемое как измеримое разбиение & с двумя свойствами: 


4 
1) & < & шоа 0 при любом а; 
2) если (, < Г шод0 при любом а, то 6 < 9’ шоа 0. 
Аналогично, для всякой системы измеримых разбиений б, существует 
пересечение [`\б„, определяемое как измеримое разбиение 6 с двумя свой- 
а 


ствами: 
1) $ > шо 0 при любом а; 
2) если с, > Х шой 0 при любом а, то 6 > С’ шоа 0. 
Разбиение пространства М на отдельные точки обозначается через &. 


502 . В. А. РОХЛИН 


Тривиальное разбиение, единственный элемент которого есть М, обозна- 
чается через чм. 

_ Измеримой оболочкой разбиения 6 называется произведение всех изме- | 
римых разбиений, для которых б служит подразбиением. 

Разобьем совокупность всех измеримых множеств на классы множеств, 
отличающихся друг от друга на множество меры нуль, и обозначим сово- 
купность этих классов через 5%. Операции счетного сложения, счетного 
пересечения и вычитания переносятся с множеств на их классы и превра- 
щают 5% в алгебру. Всякая часть алгебры 5%, замкнутая относи- 
тельно этих операций, называется подалгеброй алгебры 9%. 

Ясно, что пересечение [\|5%, любой системы подалгебр 9% 


[23 
алгебры 5 есть подалгебра алгебры 5%. Несколько сложнее определя- 
ется сумма \/5%. подалгебр 5%: это пересечение всех подалгебр, со- 


держащих (каждая) все %.. 

Среди подалгебр алгебры % есть наибольшая — сама алгебра 9% — 
и наименьшая — тривиальная алгебра %, состоящая из класса множеств 
меры нуль и класса множеств меры 1. 

Обозначим для произвольного измеримого разбиения 6 через 9% (5) 
подалгебру алгебры 5%, состоящую из классов измеримых (-множеств. 
Оказывается, что если % (5) = 5% (5’), то & = С’ шоа 0 и что для вся- 
кой подалгебры алгебры 5% существует такое измеримое разбиение 6, 
что 9% (2) есть как раз эта подалгебра. Таким образом, подалгебры ал- 
гебры 5% находятся в естественном взаимно однозначном соответствии 
с классами тождественных шо 0 измеримых разбиений. При этом 
3% (=) =5%, %()=%9), %(ОС 5% (0) в том и только в том случае, 
если 6 < С тоа 0, и 


г(пе)- ув (05) - 090 
Расстояние р (А, В) измеримых множеств А, В определяется формулой 
р (4, В) = в (А+ В — АВ). 


Функция р превращает 5% в метрическое пространство. 

1.4. Фактор-пространство. Каноническая си- 
стема мер. Фактор-пространством пространства М ‘по разбиению 
с называется пространство с мерой, точками которого служат элементы 
разбиения 6 и мера их которого определяется следующим образом: пусть 
Ну — отображение, относящее каждой точке хе М тот элемент разбие- 
ния 6, к которому она принадлежит; множество 2 считается измеримым 
в фактор-пространстве, если множество Ну" измеримо в М и, по опре- 
делению, 


вс (2) =в (#22. 


Фактор-пространство пространства М по разбиению & обозначается. че- 
рез №/5. Ясно, что Ну есть гомоморфизм пространства М на М/С. 

Фактор-пространство пространства Лебега по любому измеримому 
разбиению есть пространство Лебега. 
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Канонической системой мер, принадлежащей разбиению (, называет- 
ся система мер ис, СЕ С, обладакщая двумя свойствами: 

(1) Ис есть мера Лебега в С, СЕб; 

(2) каково бы ни было измеримое множество Х С. М, множество ХС 
измеримо в пространстве С для почти каждой точки семи, функция 

ис (ХС) измерима на М/б и 


в (©) = | ве (ХО 4 
м/и 
Всякое измеримое разбиение обладает канонической системой мер, и 
всякие две канонические системы мер {и.} и {ис}, принадлежащие одно- 
му и тому же разбиению С, шо О тождественны (т. е. м’, = Ис для всех 
шоа 0 СЕМ/Э. 

1.5. Гомоморфизмы. Как доказано в (3), гомоморфизм] про- 
странства Лебега на пространство Лебега переводит всякое измери- 
мое множество, являющееся прообразом, в измеримое множество. В част- 
ности, взаимно однозначный гомоморфизм есть изоморфизм. Однако из- 
меримое множество, не являющееся прообразом, может перейти при го- 
моморфизме в неизмеримое множество. 

В этом пункте рассматривается класс множеств с измеримыми обра- 
зами, существенно более широкий, чем класс измеримых прообразов. 
Эти множесгва называются’ неприводимыми и определяются следующим 
образом. Пусть ТГ — гомоморфизм пространства М на другое простран- 
ство Лебега М’, © — разбиение пространства М на прообразы точек при 
гомоморфизме Т и {ис} — каноническая система мер, принадлежащая 
разбиению 6. Обозначим для произвольного измеримого множества ХС М 
через 7 сумму тех элементов С разбиения 6, которые пересекаются с Х, 
через 2, — сумму тех элементов С С &, для которых ре (ХС) = 0, и через 
7, — сумму тех элементов С, для которых пс (ХС) > 0. Ясно, что 
множества 2, № и 0: являются прообразами и что 

21-Е 2 = 9. 
Так как в. (ХС) есть измеримая функция на М/С, то множества 21 и 12, 
всегда измеримы, а множества 2, 2 и ТА измеримы или неизмеримы одно- 
временно. Множество Х называется неприводимым относительно гомо- 
морфизма Т, если 7, есть множество меры нуль. 

Если множество Х неприводимо относительно гомоморфизма Т, то 
его образ ТХ измерим. 

Действительно, ГХ =`77. 

Если множество Х неприводимо относительно гомоморфизма Т, то 
всякое множество Х’С. Х, отличающееся от Х на множество меры нуль, 
также неприводимо относительно Т. 

Доказательство. Пусть 2, — сумма тех элементов С раз- 
биения (, для которых пересечение Х’С непусто, но р’ (Х’С) = 0. Так 
как Х’С СХ, то 2, СА и, следовательно, 2, С 2,2, - 2%. Первое слагаемое 
справа, 2,2,, содержится в сумме тех С, для которых ис (ХС) > 0, но 
мс (Х’С) = 0. Так как Х’ отличается от Х на множество меры нуль, то 
эта сумма имеет меру нуль, и и (2,0%) = 0. Второе слагаемое, 2, также 
имеет меру нуль. Следовательно, | (2) = 
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Всякое измеримое множество Х содержит подмножество, отличающее- 


ся от Х на множество меры нуль и неприводимое относительно Т. 
Таким подмножеством является, например, пересечение ХА). 
Если почти все элементы С разбиения 6, рассматриваемые как про- 

странства с мерами ис, состоят из одних точек положительной меры, 

то гомоморфизм Т переводит всякое измеримое множество в измеримое 
множество. 
Действительно, в этом случае все измеримые множества неприводимы. 
Условимся называть образы неприводимых частей измеримого мно- 
жества Х, отличающихся от Х на множество меры нуль, приведенными 
образами этого множества относительно гомоморфизма 7 и будем обозна- 
чать их через Т,Х. Очевидно, что все они отличаются друг от друга на 
множества меры нуль и что то же справедливо для приведенных образов 
любых двух измеримых множеств, отличающихся друг от друга на мно- 
жество меры нуль. Следовательно, Т, может рассматриваться как отобра- 
жение алгебры % на алгебру 5%’ классов измеримых множеств простран- 

ства М’. 

Если Т есть эндоморфизм пространства М, то Т, отображает 5% на 

5%. Нетрудно проверить, что в этом случае 


("= (Г"), 


Если Т есть эндоморфизм пространства М, то всякое измеримое 


множество Х содержит подмножество У, отличающееся от Х на мно-. 


жество меры нуль и неприводимое относительно всех эндоморфизмов 
Е 

Доказательство. Пусть Х„ — подмножество множества Х, 
отличающееся от Х на множество меры нуль и неприводимое относитель- 
но Т”. Положим | 


со 
фа 
П=1 
Ясно, что й (Х —У) =Оицв(Х, — У) =0, п=14,2,.... Из послед- 
него соотношения и включения У С_ Х„ следует, что множество У непри- 
водимо относительно 1”. 
1.6. Энтропия разбиения. Пусть Ё — измеримое раз- 
биение пространства М, и пусть С1, Сз,... — элементы разбиения &, 
имеющие положительную меру. Положим 


С га 8 
и 2 в) Ев (С»), если и(М — |] С») = 0, 


05 ‚ если р(М — 0) С,) >0, 
р: 


где 16 есть знак двоичного логарифма. Сумма, стоящая в первой строке 
этой формулы, может быть как конечной, так и бесконечной. Функция 
Н (&) называется энтропией разбиения Ё. 

Если наряду с разбиением & имеется еще измеримое разбиение 1], то 
$ индуцирует в почти каждом элементе С’ разбиения 1 некоторое измери- 
мое разбиение &с с определенной энтропией Н (Ёс) (элементы разбиения 
1 рассматриваются как пространства Лебега — см. п. 1.4). Это — неот- 
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рицательная измеримая функция на фактор-пространстве М/ч. Ее инте- 
трал по М/\, конечный или бесконечный, называется средней энтропией 
разбиения & относительно разбиения | и обозначается через Н (Ё/1). 

Мы будем пользоваться следующими свойствами функции Н (Ё/1) 
[см. (°), (5), (), (91: 

1) Н (5/%) =Н ($), Н (51/1) = Н (Е). 

2) Н (т) > 0; Н (Ет) = 0 в том и только в том случае, если Ё «1 
под 0. 

3) Если & < зы. то Н (5/1) <Н (1). 

4) Н (55'/т) < Н (Е) + Н (51). 

5) Если < 1’, то Н (5/1) >Н (Е). 

6) Если Н (5 < <оиНн( < =>, о Н (8) = НН (9. 


о Цель то 


П=1 


Ша Я (5./1) = Я (5/9). 


8) Если п: < № < ‚ Пъ-тан® <, м 


П—=1 


В Н (Б/„) = Н (5/1). 


1.7. Пространство разбиений с конечной эн 
тропией. Обозначим через / множество измеримых разбиений с 
конечной энтропией и положим для Ё60, ЧЕЛ 


р (5, 1) = Н (8/1) - Н (1/5). 


Ясно, что р (Ё, 1) 20 и что р (Е, 1) = 0 в том и только в том случае, 
если & = 104 0. Очевидно также, что 


р (5, 1) =Р (1, 8). 
Наконец, 


О ре ©. 


Действительно, 
Н (=/59) =Н (9 —Н (9 <Н (519 —Н (9 =Н (19 —Н (19 — 
-Н (19 —Н (9 =Н (5/15) - Н (1/9 <Н (Е т) + Н (п/5. 
и, точно так же, 


Н (5/=) <Н (9) + Н (1/8. 


Таким образом, р есть метрика в 2, чли, точнее, в множестве, которое 
получится из 7, если отождествить тождественные то4 0 разбиения. 
Множество конечных разбиений всюду плотно в 2. 
Действительно, пусть Е 67, и пусть Су, С2,...р— элементы разбиения 
& имеющие положительную меру. ЗН что их бесконечное 
число, и обозначим через Ё, разбиение пространства М на множества 
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С., Су...’ Сьь В = М — (С, Г....Т С-ф. Так вак < то 


Р(& Е) =Н (Е) — Н (Е) = в (Е,) 18 в (Е,) р р (С) 18 (С). 


В силу того, что И ь (Е,) =0 и ряд у ы (С;) 1вы (С;) сходится, оба 
4—1 
члена справа имеют НЫЙ равные нулю. Следовательно, р (&, &„) — 0. 


Если (1, 65,...— такая последовательность разбиений, что. 
(©. ®] 
ПА. 
: П—=1 


то множество разбиений 1 6 2, таких, что 1] < & хотя бы при одном п, 
всюду плотно в Г. 

Доказательство. Достаточно доказать, что для всякого ко- 
нечного разбиения Ё 6 1 и всякого положительного 6 существуют такое 
п и такое 60, что 


<, РБП. 


Пусть С,:,...,Сь— элементы разбиения &. Так как П С ето 
П=1 
и (5, те 3%, 


т. е. тело И 5% ((„) всюду плотно в %. Следовательно, для всякого поло- 


П=1 
жительного 0’ существуют такое п и такие б„-множества фич Во оно 
что 
6 (С, о ст 
Обозначим через 1 разбиение пространства М на множества О:,...,Ош, 


‘определяемые формулами 
О И. 
И а. 


Очевидно, что 1 < $, и что 


р = Уи СУщь С9 + Зв Фон (29 —2 У в Срд в (©, 
3—1 21 м З\ 

(при а = 0 произведение а 15 а считается равным нулю). Эти формулы 

показывают, что р (Ё, м) непрерывно зависит от В СыИ обра- 

щается в нуль при С! = О Си = = Ст_1. Следовательно, если 6’ 

достаточно мало, то р (Ё, 1) < 8. 

Если 6 — произведение возрастающей последовательности измеримых 
разбиений (;, (»,..., то множество разбиений | таких, что |< 
хотя бы при одном п, плотно в множестве измеримых разбиений \, удов- 
летворяющих условию < 6. 

Эта теорема сводится к предыдущей (обобщением которой она явля- 
ется) путем факторизации пространства М по разбиению &. 
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$ 2. Точные эндоморфизмы 


2.1. Прообразы измеримых множеств. Во всем 
дальнейшем М предполагается пространством Лебега с непрерывной ме- 
рой и Т обозначает эндоморфизм пространства М. 

Так как прообраз Т'Х измеримого множества Х при эндоморфизме 
Т изменяется на множество меры нуль, когда Х изменяется на множество 
меры нуль, то Т ' можно рассматривать как отображение алгебры 9% в 
алгебру 9%. Очевидно, что это отображение есть алгебраический изомор- 
физм. Если Т есть автоморфизм или тод 0 автоморфизм, то Т '%% = %, 
в противном случае Т "5 есть собственная подалгебра алгебры 9%. 

Повторно применяя операцию Т', мы получаем последовательность 
вложенных друг в друга алгебр 


ОТ. (1) 


члены которой либо все совпадают, либо все различны. Алгебра Т "5% 
может быть описана следующим образом: элемент алгебры 9% в том и толь- 
ко в том случае принадлежит к алгебре Т "5%, если он, как класс изме- 
римых множеств, содержит по крайней мере одно множество, служащее 
прообразом при эндоморфизме 1”, т. е. по крайней мере одно множество 
Х, удовлетворяющее соотношению Х = Т" (7"Х). 

Рассмотрим пересечение П Т`"%. Это — тоже подалгебра алгебры 5%. 


п=0 


Ясно, что элемент алгебры 9% в том и только в том случае принадлежит 


со 
к [ПТ "5%, если он, как класс измеримых множеств, содержит после- 


п—=0 


довательность множеств Х\, Х2,... ‚, удовлетворяющих соотношениям 
А р РЯ 


Оказывается, ато хаждый класс измеримых множеств, принадлежащий к 
со 


ПТ", содержит множество Х, удовлетворяющее одновременно всем со- 
п=0 


отношениям Х =Т" (1"Х). 
Доказательство. Возьмем в указанном классе какое-нибудь 
множество У с измеримыми образами ТУ, Т?У, ... (см. п. 1.5) и положим 


х= т" (ТУ). 
и=0 


Так как последовательность У, Т- (ТУ), Г? (Т°У),. .. возрастает, то 
при любом п 
х = т“ (1*У) = Т-° (Т°Х). 
—п 
Далее, 
ДА У (О .) 

ир (Х — У) = 0. 

Наряду с последовательностью алгебр (1) рассмотрим последователь- 
ность разбиений 


рр ох Ан ИЯ (2) 
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Очевидно, что % (Т`" =) = Т "9%. Следовательно, 


а (Й г”"е) = П 7". 


Мы имеем: ни ыы е 
(=) А уе ЗЕЕ 
п—0 п—=0 п=0 п==0 


В силу этих соотношений, эндоморфизм Т индуцирует в фактор-про- 


со 
странстве М/ Г] Т”е= некоторый автоморфизм. 
п=0’ 
2.2. Точные эндоморфизмы. Эндоморфизм Т называется 


точным, если 


ПГ" =я, (3) 
2—0 

те. если 
ПТ“ =\. (4) 
п—=0 


Другими словами, эндоморфизм Т называется точным, если всякое изме- 


римое множество Х, удовлетворяющее при любом п соотношению 
Е, АУ 
имеет либо меру нуль, либо мерт 1. 
Эндоморфизм Т в том и только в том случае является точным, если 
для всякого множества Х положительной меры с измеримыми образами 


ТХ, 12Х, ... справедливо соотношение. 
Ве) 55а: (5) 
> ис 
Доказательство. Пусть Т — точный эндоморфизм и Х — 
множество положительной меры с измеримыми образами ТХ, Т°Х,.... 
Так как последовательность Х, Г" (ТХ), 7 * (х. ... возрастает, то 


для ее суммы 5 = |) Т*(Т*Х) при любом п справедливо соотношение 
ко 
5 = КТ (Отт), 
К=п 


Следовательно, класс множества 5 принадлежит к алгебре (3). Так как 
в (5) >в (Х) > 0, той (5) = и 
Ншр (Г (7"Х)) = 4. (6) 
Но в (Т” (Т"Х)) =в (Т"Х), и из’ (6) следует (5). 
Пусть теперь соотношение (5) справедливо для всякого множества 


Х положительной меры с измеримыми образами ТХ, Т?Х,..., и пусть 
Х — измеримое множество, удовлетворяющее при любом п соотношению 
т РГ) 


Ясно, что ц (7Т"Х) =р (Х) и Па р (7" Х)=Ь (Х). Следовательно, если 
И—оо 
и (Х) >> 0, тоц (Х) = 1. 
Эта теорема может быть сформулирована многими эквивалентными 
способами. Например: эндоморфизм Т в том и только в том случае явля- 
ется точным, если для всякого множества Х положительной меры 


Ци в (7"Х) = 4. 
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Или: эндоморфизм Т в том и только в том случае является точным, если 
Оля всякого множества Х с положительной внутренней мерой | (Х) спра- 
ведливо соотношение 

Вы 

пт—оо 


2.3. Точность и неприводимость. Множество АСМ 
называется инвариантным относительно эндоморфизма Т, если Г'А = А. 
Очевидно, что элементы алгебры 5%, отвечающие инвариантным измеримым 
множествам, образуют подалгебру алгебры 5%. Обозначим эту подалгебру 
через 9%. Эндоморфизм Т называется неприводимым, если т = %, 
т. е. если всякое инвариантное измеримое множество имеет либо меру 
нуль, либо меру 1. 

Ясно, что %г СТ "% при любом п. Следовательно, 


тс ПТ”, 
1—0 


—п 
и если |] 7Т %=%, тои %: =%. Таким образом, точные эндомор- 


1=0 


физмы неприводимы. 
Неприводимый эндоморфизм может не быть точным. Примером служит 
любой неприводимый автоморфизм. Действительно, для неприводимого 
‚ со 
автоморфизма 5%т = %, а | Т"% =. 


®=0 
Переведем сказанное на язык разбиений. Для этого рассмотрим раз- 


биения & и | пространства М, определяемые следующим образом: точки 
1 иу принадлежат к одному элементу разбиения &, если существуют такие 
неотрицательные целые числа р и 4, что ТР? х = Ту; точки хи у принад- 
лежат к одному элементу разбиения \, если существует такое неотрица- 
тельное целое число п, что Т" х = Т"у. Элементы разбиения & называются 
траекториями своих точек относительно эндоморфизма Т. Разбиения & 
и 1, вообще говоря, неизмеримы; пусть 5’, |’ — их измеримые оболочки. 
Мы имеем: 


Бе м №090, 2 09 - Ге, 


ея, (у) = Пт" 


=0 


Эндоморфизм Т неприводим в том и только в том случае, если &’ = у 
тод 0, и точен в том и только в том случае, если \’ = у шо 0. Если Т 
есть неприводимый автоморфизм, то & = у шо4 0, а 1’ = # шоа 0. 


2.4. Полуунитарные операторы. В п. 2.5 мы вотре- 


тимся с полуунитарными операторами. Здесь излагаются необходимые 
сведения о них*. 

Пусть Н — унитарное пространство. Линейный изометрический опе- 
ратор (, определенный в Н, называется унитарным, если ИН = Н, и 
полуунитарным, если (ИН есть правильная часть пространства Н. 

Примером полуунитарного оператора может служить оператор, опре- 
деляемый формулой 


ПР = м п=0,1,... 


* Спектральная теория полуунитарных операторов построена Плеснером (`), 


3 известия АН СССР, серия математич2ская, № 4 


510 В. А. РОХЛИН 


где р, /,... — полная нормированная ортогональная система в Н. 
Такой оператор мы будем называть элементарным полуунитарным опе- 
ратором. Несколько более сложный пример — ортогональная сумма 
элементарных полуунитарных операторов, т. е. оператор, допускающий 
разложение своего пространства Н в ортогональную сумму инвариант- 
ных подпространств, в каждом из которых он является элементарным 
полуунитарным оператором. Число этих инвариантных подпространств 
(конечное или бесконечное) не зависит от выбора указанного разложения; 
действительно, это число равно размерности ортогонального дополнения 
НОИН подпространства (ОН. Ортогональную сумму а элементарных 
полуунитарных операторов мы будем называть полуунитарным операто- 
ром с однородным спектром кратности а. 

В случае произвольного полуунитарного оператора И имеют место 
очевидные включения Н—) ИН — 0*Н—..., из которых следует, что 


со 
для пересечения Н° = Г] О”Н справедливо соотношение ИН® = Н®. 


п=0 

Таким образом, подпространство Н° инвариантно относительно С и на 

нем О есть унитарный оператор. Ортогональное дополнение 
Н* = НО 8° 

также инвариантно относительно (, и очевидно, что. 
ПЫЛ? 550: (7) 
п—=0 

где О — нулевое подпространство. Оказывается, что на Н" оператор 

И имеет однородный спектр. 

Действительно, пусть `{й.} — какая-нибудь полная нормированная 
ортогональная система в Н* © 0ОИ', и пусть Н, — замкнутая линейная 
оболочка последовательности /., Ой, (?И.,.... Ясно, что элементы 
И"й. попарно ортогональны. Следовательно, подпространства Н. по- 
парно ортогональны и в каждом из них П есть элементарный полууни- 
тарный оператор. В силу соотношения (7), система {ПИ”й.} является 
полной. Значит, ортогональная сумма подпространств Н„ есть все Н". 

Заметим, что Н' © ИН' = Н © ОН, так что число подпространств 
Ноа равно размерности 41 (НЯ © ОИ) подпространства Н © ОН. Тем 
самым доказана следующая теорема: 

По отношению ко всякому полуунитарному оператору И пространство 
Н разлагается в ортогональную сумму инвариантные подпространств 

со 
Н° = ПО"Н и Н'=НОЙК,, в первом из которых оператор И 


И—=0 
унитарен, а во втором имеет однородный спектр кратности 41 (Н ©ИН). 
Операторы, индуцируемые оператором И в подпространствах Н° = 


со 
о п, ® о 
= ПО НиН =НОЙН,, мы будем называть, соответственно, унитар- 


п—=0 
ной частью и однородной частью оператора 0. 

2.5. Точность и спектр. Пусть С, — унитарное простран- 
ство классов почти всюду совпадающих измеримых комплексных функ- 
ций с интегрируемым квадратом модуля на М. Как это принято, мы будем 
называть элементы пространства [.› просто функциями и, если это не может 
привести к недоразумению, вообще не будем различать в терминологии 
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и обозначениях функцию и ее класс. Подобное же соглашение мы примем 
в отношении измеримых множеств и их классов, служащих элементами 
алгебры 9%. 

Обозначим для произвольного измеримого разбиения 6 через Г» (5) 
подпространство пространства [»›, состоящее из функций, постоянных 
на элементах разбиения С. Очевидно, что [. (5) содержит характеристи- 
ческие функции множеств, входящих в 9% (5) (см. п. 1.3), и порождается 
этими функциями. Следовательно, Г., (5) = 1. (5') в том и только в том 
случае, если & = б’ шо4 0. Ясно также, что Г. (5) СД. (5) в том и только 
в том случае, если С < С’ тод 0, и что 


2, (15 = 02. (©), (ПО = М (©), 


где \/ Г. (5,) — наименьшее подпространство пространства Д›, содержащее 


[22 
все Г» ((.). Заметим, что Г. (=) = Г» и Г. (у) = С, где С — одномерное 
подпространство постоянных. 

Каждому эндоморфизму Т пространства /М отвечает сопряженный 
с ним оператор Ит, определяемый формулой 

От! (а) = 1 (13), 16, =6М, 
и отображающий ДС», в [». Если Т есть автоморфизм или автоморфизм по 
модулю нуль, то Ит есть унитарный, в противном случае — полууни- 
тарный оператор. 

Постоянные всегда являются инвариантными функциями оператора 
От. Если других инвариантных функций не существует, то эндоморфизм 
Т называется эргодическим. Эргодичность эквивалентна неприводимости. 

Очевидно, что Ит[., =[. (Т "=). Следовательно, подпространство 


Г (® Г», на котором определена унитарная часть оператора (т, сов- 


п=0 


падает с подпространством .Ть ( П т :). Последнее подпространство 


п—=0 
может рассматриваться как унитарное пространство всех функций 


со 
с интегрируемым квадратом модуля на фактор-пространстве М/ п 18 
"= 

а сама унитарная часть оператора Ит — как оператор, сопряженны 
с автоморфизмом, индуцированным эндоморфизмом Т в этом фактор- 
пространстве (см. п. 2.1). 

Исследуем однородную часть оператора Ит. 

ЛЕММА. Если С + вто40, то ортогональное дополнение 15 © 1» (5) 
подпространства Г. (5) бесконечномерно. | 

Доказательство. Если 6 + = по4 0, то Г» (5) = [, ив [5 имеется 
функция ф-Е 0, ортогональная к Г» (5). Обозначим через А множество 
тех точек ХЕМ, в которых $(2)=0, через ух — характеристическую 
функцию множества А, через Д, — подпространство пространства Г», 
составленное из функций, равных нулю вне А, и через С (&) — под- 
пространство пространства Г», составленное из функций, постоянных на 
элементах разбиения 6 в пределах множества А и равных нулю вне А. 
Ясно, что функция ф ортогональна к [> (5). Рассмотрим два случая. 

1) Подпространство 8: (©) конечномерно. Так как 
т. бесконечномерно, то ортогональное дополнение т Е (С) бесконеч- 

3* 
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номерно. Если /6©1»(9 и & — произвольная функция из Гл (5), 


то &%х ЕТ (О и = = 0. Таким образом, . 13 Е о 
то 61. ОГ. (5), т. е. 


Г, 91 (9 <, ©1» (9. 
Следовательно, подпространство 2» © Г (5) бесконечномерно. 

2) Подпространство [5 (5) бесконечномерно. 
Пусть &1, 8*,...-— последовательность линейно независимых ограни- 
ченных действительных функций из [- (5). Так как все эти функции 
равны нулю вне А, то они линейно независимы на А, и так как ф не 
обращается в нуль на А, то функции 81Ф, 62Ф,... также линейно 
независимы. Если 261. (©), то 22,61. (%) (п=1,2,...) и 


(&, &.Ф) = (88, Ф) = 0. 


Следовательно, 2. ФЕГ., © Г. (5), и подпространство [© [»(5) бесконечно- 
мерно. 


Если оператор От полуунитарен, то его однородная часть имеет 
бесконечнократный спектр. 

Действительно, согласно п. 2.4, кратность спектра однородной части 
оператора Ит равна 41 ([, © Ит[). Так как От[» = 1% (Т*=), то, 
согласно лемме, аа (Ё, © ОтГ.) = оо. 

° Из полученных результатов следует: 

Эндоморфизм Т в том и только в том случае является точным, если 
со , 
Пт. (8) 

п—=0 

Унитарная часть оператора Ит, сопряженного с точным эндоморфизмом, 
есть тождественное преобразование одномерного пространства С, его одно- 
родная часть имеет счетнократный спектр. 

Как известно, операторы И и И’, определенные в унитарном простран- 
стве Н, называются изоморфныи, если в Н существует такой унитарный 
оператор И, что И’ = ПУ". Из изложенного, в частности, следует, что 
все операторы Ит, сопряженные с точными эндоморфизмами, изоморфны 
между собой. 

2.6. Точность и перемешивание. Эндоморфизм Т на- 
зывается перемешиванием, если для любых двух измеримых множеств Х, У 


Пар (ХПИ =в (в (У). 


Существенным усилением этого классического определения служит 
следующее определение кратного перемешивания, введенное. в 
(°). Мы будем рассматривать комплексы Д” = (1, 


№,..., К"), состав- 
ленные из неотрицательных целых чисел Ао, 1 


‚..., А’. Положим 
(А = шир Обе 
Эндоморфизм Т называется перемешиванием степени т, если для любых 


измеримых множеств Ху, Х|,... 


‚ Х, и любой последовательности ком- 
плексов 


А: = (бы, Айа) А В м. (9) 
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такой, что 


11а 7 (4%) = оо, (10) 
справедливо соотношение 
1 р ( тв х') = Пь (хо. (11) 
п—со 1— 1=0 


Очевидно, что если 7 есть перемешивание степени г, то Г есть перемеши- 
вание всякой степени 5 < г. В частности, перемешивание степени 1 есть 
классическое перемешивание, определенное выше. 

Эндоморфизм Т в том и только в том случае есть перемешивание степени 
г, если для любых ограниченных измеримых функций |, |,..., | и любой 


последовательности (9), удовлетворяющей условию (10), справедливо соот- 
ношение 


т 


7 7 
И ( бл, Пе (12 
И П т П ) ) 

Действительно, если } есть характеристическая функция множества 
Х. то соотношение (12) есть просто другая запись соотношения (11). 
Переход к произвольным ограниченным измеримым функциям 'соверша- 
ется путем их равномерной аппроксимации линейными комбинациями 
характеристических функций. 

Точный эндоморфизм есть перемешивание всех степеней. 

Доказательство. Достаточно доказать, что соотношение (12) 
имеет место для произвольных ограниченных измеримых функций 
р, №)... и любой последовательности (9), удовлетворяющей, кроме 
Условия (10), дополнительному условию 


ера 


Предположим сначала, что (/, 1) = 0. Мы имеем: 


т : 
и 
(П От” й, 1) = (Хо, ва) 
1=0 
где 8ъ — функция, комплексно сопряженная с произведением 
й и \О 
[ в ео. 
1—1 


Нужно доказать, что 
Ни (1 Е.) = 0. (13) 


0 - 18 0 - г „0 а 
Так как, але... А —А, 0 0.. Лежит в зпод- 
пространстве 


120 
КК 
ба и: 
Пусть Р„ — оператор проектирования на это подпространство. Оче- 
видно, 


| (о, 8п) | 5= | (Ро, =) |< Р/| Е | 8.|. Е (14) 


Из условия (8) и соотношений 
Во (Ай — 0) = ©, (1,0 =0. 


1—0 
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получаем: 


Нш |Р„/| = 0. (15) 
Из ограниченности функций },..., |» выводим: 
12% | < Р= ©0184. (16) 


Из (14), (15) и (16) следует (13). 
Пусть теперь /› — произвольная ограниченная измеримая функция. 
Соотношение (12) доказывается индукцией по г. Предположим, что 


Бы (03% 4) = П4ь 1) т) 


4=1 


и докажем (12). Так как при г = О соотношение (12) тривиально, то’ 


этим теорема будет доказана. 
Мы имеем: 


(Пел, 1) (об Пал» 1) ++ > (Поз, 1). — @8 


1 
где д = д — (1,1). Так как (/, 1) =0, то 
‚0 + д 
Пи а Сир ЕЕ (19) 
= 
Из (18), (19) и (17) следует (12): 


2.1. Функция Й (Т, @). Этот и следующий пункт посвящены но- 
вому важному понятию: энтропии эндоморфизма. Для автоморфизмов 


энтропия была определена в недавних работах А. Н. Колмогорова (?). 
иЯ. Г. Синая (15). На эндоморфизмы ее определение и основные свойства 


переносятся без труда. Это и делается ниже. Изложение следует моей 
заметке (5). 
Положим для Е 67 


т Я ть 
^=0 
п—1 
&т=\, & = т\ь, И = |, 2, А 
к=0 
Имеет место равенство: 
М я г 
Пт _Н (51) =Н (5т/Т Ел). (20) 
Доказательство. Так как 
и<В<... ПЕРы, (21) 
п =0 
Но 
т В 


А 
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и, согласно п.1.6, 


Шо Н (ИТ Е) =Н (т т) = Н (Ет/Т Ел). (22) 


' С другой стороны, 


бт == ТЕТ, (р 1,2: 3.), 


‚ и потому 


Н (т) = НТ) + Н (ЕТ 8. 


1 т?-1 —_— ‚— 
-Заменяя в этом равенстве Н (Т`' Е *) на Н (71) и беря среднее ариф- 
| метическое значений обеих его частей при А =1,..., п, находим: 


ен, (23) 
Е: 


В силу известной теоремы о средних арифметических, из (22) и (23) сле- 
дует (20). 
Число (20) обозначается через # (Т, Ё). 


При фиксированном Т функция й (Т, &) непрерывна по Ё (на 7); для 
любых ЕЕ Л, ЕР 


|® (Г, 1) — № (Т, 8) | < р (5, п). (24) 


Доказательство. Так как 


Н (пт) — Н (5т) = Н (пт | 5т) — Н (57| т), 


то 
| (пт) — Н (51) | <Н (т | 1) + Н (81 [17). (25) 
Но 
п—1 п—1 
к ЯН(Г "Е т) ЗУН(Г" ЕТ * т) = п (т) (26) 
К =0 К=0 


и, аналогично, 


Н (пт |.5т) < пН (п| 5). (27) 
Из (25), (26) и (27) следует: 


|Н (17) —Н (5т) | < пр (5, 1). 


Деля обе части этого неравенства на п и переходя к пределу при п -+ со, 
получаем (24). 

Если 1 < &т, то № (Т, 1) ЗА (Т, 8. 

Доказательство. Согласно п. 1.7, из соотношевий (21) сле- 
дует, что множество разбиений | таких, что < Ёт хотя бы при одном 
т, плотно в множестве измеримых разбиений \ таких, что 1 < Ёт. По- 
этому неравенство 


(ТТ, п) < АТ, Е) 
м 
достаточно доказать в предположении, что, при некотором т, 1 < Ёт. 
Мы имеем: 


т-п—1 
, 


ут < (Ег)т = ЕТ Н (1?) < Н (ЕТ. 
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Деля обе части последнего неравенства на п и переходя к пределу при 
п — со, получаем: 


й (Т, 1) З НТ, 5). 
Если Т есть точный эндоморфизм, то № (Т, &) >> 0 при Е + у тоя 0. 


Доказательство. Так как # (Т, 5) = Н (Ет|Т' т), то нера- 
венство 
й (Т, >00 
эквивалентно неравенству 
Т "Е = Ёг шо4 0. 
Предположим, что 
Т' Ёг = Ёт шой 0. 
Тогда 
а — Ёг шо4 0 
т =0 


Е<ы = ПТ"&< ПТ"е=у 09 0, 
п=0 п—=0 


т. е. Е =. шой 0. 
2.8. Энтропия эндоморфизма. Положим 


й (Т) = зарй (Т, 5), ВЕХ. 


й (Т) называется энтропией эндоморфизма Т. 
Имеет место неравенство: 


й (Т)>Н (=|Т*®). (28) 


Доказательство. Пусть &, &,... — последовательность 
разбиений из 7 такая, что 


Так как’ (Ё)т < в, то 
Тот Г, 
и потому 


Н ((&)т| ТТ” (Е)т) > Н (Е 


Правая часть этого неравенства сходится при п > © кН (=| Те) (см. 
п. 1.6), левая — равна 1 (Т, &,) и потому не превышает й (Т). 

Если № (Т) = 0, то Т есть автоморфизм или автоморфизм по модулю 
нуль. 

Действительно, если 1 (Т) = 0, то Н (=|Т`"г) = Оп а = = шоа 0. 

В соотношении (28) может иметь место как равенство, так и строгое 
неравенство. Если, например, Т есть автоморфизм с положительной 
энтропией, то имеет место строгое неравенство. Существуют и точные. 
эндоморфизмы, для которых имеет место строгое неравенство. Нижесле- 


=) 
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дующая теорема дает условие, достаточное для того, чтобы имело место 
равенство. 

Назовем конечное или счетное измеримое разбиение Ё образующей 
относительно эндоморфизма Т, если 


| Е = 
И’=0 


Если образующая & принадлежит к (, то, согласно результатам преды- 
„дущего пункта, !й (Т, &) > #(Т, 1) для всякого разбиения п6Й, т. е. 
й (Т. 5) = 1 (Т). С другой стороны, в этом случае 


ры ев, 


Следовательно, если эндоморфизм Т обладает образующей Е 67, то 


й (Т) = СТ, &) = Н(=Т "9. (29) 


2.9. Примеры: эндоморфизмы компактных ком- 
мутативных групп. Примем за М компактную коммутативную 
группу С со счетной топологической базой и зар — инвариантную меру 
в Ц. В силу единственности инвариантной меры, всякий эндоморфизм Т 
топологической группы С на всю группу С является эндоморфизмом 
в смысле теории меры. 

Пусть С" — (дискретная) группа характеров группы С и Т* — эндо- 
морфизм группы С", сопряженный с 7. Так как ТС = С, то эндоморфизм 
Т* взаимно однозначен. Как доказано в моей работе (*), эндоморфизм Т 
эргодичен в том и только в том случае, если эндоморфизм 1" апериодичен, 
т. е. если для всякого элемента х“ 6 С", отличного от нуля, все элементы 
(1”)" 5", п= 0, 1,2,..., различны. Ясно, что Т в том и только в том 
случае есть автоморфизм, если Т” есть автоморфизм. Нетрудно показать, 
что эндоморфизм Т точен в том и только в том случае, если пересечение 


Г (Т*)" С° 


п =0 


есть нулевая подгруппа группы СД". 

Чтобы дать пример вычисления энтропии, примем за С двумерный 
тор. Относительно заданной системы циклических координат в С эндо- 
морфизм Т представляется невырожденной целочисленной матрицей вто- 
рого порядка. Пусть 6 — определитель этой матрицы. Если д = 1, 
то Т есть автоморфизм; его энтропия вычислена Синаем (1). Если | 6 | >> 1, 
то Т есть точный эндоморфизм. Если оба собственных значения матрицы 
больше единицы по абсолютной величине, то эндоморфизм Т обладает 


образующей и 
в (Т) = Н(=|Т*е) =18|8|*. 


* Примечание при корректуре. В моей обзорной статье (1), где 
также приведена формула 1 (Т) =12|6|, ошибочно пропущено требование, чтобы 
оба собственных значения матрицы были больше единицы по абсолютной величине. 
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о 


у $ 3. Естественное расширение эндоморфизма 


3.1. Существование и единственность есте 


ственного расширения. Разбиение С пространства М на- 


зывается инвариантным относительно эндоморфизма Т, если 15 < 6. 
Если оно измеримо, то Т индуцирует в фактор-пространстве М/б некото- 
рый эндоморфизм Ту, называемый фактор-эндоморфизмом эндоморфизма 
тво. 

Очевидно; что фактор-эндоморфизм неприводимого эндоморфизма 
есть неприводимый эндоморфизм; фактор-эндоморфизм перемешивания 
степени г есть перемешивание степени г; фактор-эндоморфизм точного 
эндоморфизма есть точный эндоморфизм; энтропия й (Т‹) фактор-эндомор- 
физма Те не превосходит энтропии й (Т) эндоморфизма 7. 

Если Т есть автоморфизм, то инвариантные разбиения могут 
быть охарактеризованы соотношением 75 >> 6. В этом случае 


Ра А 


Измеримое инвариантное разбиение ( называется исчерпывающим 
относительно автоморфизма 1, ебли 


р = шо4 0 


=0 


{т. е. если \/ Т"% (0 = 5%). В этом случае автоморфизм Т называется 


естебтвенным на нией эндоморфизма Ту. Более общим образом мы 
будем называть автоморфизм Т естественным расширением всякого эндо- 
морфизма, изоморфного фактор-эндоморфизму автоморфизма Т по исчер- 
пывающему разбиению. 

Всякий эндоморфизм обладает естественным расширением. Это рас- 
ширение единственно с точностью д0 изоморфизма по модулю нуль. 

Доказательство единственнос _ и. Пусть Ту — фак- 
тор-эндоморфизм автоморфизма Т пространства М по _ исчерпывающему 
разбиению би Т ; —фактор-эндоморфизм автоморфизма Г пространства М 
по исчерпывающему разбиению $. Предположим, что фактор-про- 
странства М/б и М/С связаны изоморфизмом, переводящим Тс в Т., 
и построим по нему изоморфизм расширений. Пусть {Вь; а6А} — какой- 


нибудь базис в М/б и {Вь, аЕА} — соответствующий базис в М/Е. 
Очевидно, что системы множеств 


(Но Ва ЧЕЛА, ле а В АО 


где Ну и Н; — гомоморфизмы, определенные в п. 1.4, представляют собою 
базисы пространств М и М. 

Естественное соответствие между элементами этих базисов определя- 
ет изоморфное штод 0 отображение пространства М на пространство М 


(см. п. 1.2), переводящее 7 в Табсв Ви индуцирующее заданный изо- 
морфизм между М/С и М/б. 
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Доказательство существования: конструк- 
ция естественного расширения заданного эн- 
доморфизма Т пространства М. Пусть М’ — множество 


последовательностей 


(2, 1, .. -) 2 М, 
таких, что 


Пим: (ао ок), 


Обозначим для заданного множества ХСМ через Х, множество тех 
последовательностей (2, х1,...) Е М’, у которых х,6Х, и через К» — 


совокупность множеств Х„, отвечающих всевозможным измеримым 
множествам ХС ЛГ. Ясно, что 


АЗС. ААС 
и что 
КИК 
п =0 


есть тело множеств. Определим на К функцию и’ формулой 
и’ (Х») = в (Х) 


и продолжим эту функцию в меру Лебега. Тогда М’ станет пространством 
Лебега и преобразование 7”, определяемое формулой 


Л (ль: мутон Такая 1. №, 


будет автоморфизмом пространства М”. 

Обозначим через 5 разбиение пространства М’, определяемое условием: 
последовательности (2, 11,...) и (2,2,...) принадлежат к одному 
элементу разбиения 5, если ху = 42. Нетрудно проверить, что © есть ис- 
черпывающее разбиение. Соответствующий фактор-эндоморфизм Те изо- 
морфен эндоморфизму Т — изоморфизм между Те и Т устанавливается 
естественным изоморфизмом между М’/б и М. 

3.2. Спектр естественного расширения. Пусть 
И — унитарный оператор, определенный в унитарном пространстве НЯ. 

Говорят, что 0 имеет простой лебеговский спектр, если в Н существует 
бесконечная в обе стороны полная нормированная ортогональная после- 
довательность 

ус ры Г в: ть , 
такая, что 
Пежо Ги бы 22, 


Далее, говорят, что И имеет однородный лебеговский спектр кратности 
а, если Н можно разложить в ортогональную сумму а инвариантных под- 
пространств, в каждом из которых 0 имеет простой лебеговский спектр. 
Число а (конечное или бесконечное) не зависит от выбора указанного 
разложения. 

Пусть Н — подпространство пространства Я, инвариантное относи- 
тельно `Й, и 0 — оператор, индуцированный оператором Ив ИН. Если 
ИН = НЙ, то 0 есть унитарный оператор, если ИН есть правильная часть 
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О—щ——а—_ы_ 


Н, Жо 0 есть полуунитарный оператор. В последнем случае имеют место 
строгие включения 
НОТ ОНО" 
Если 
со 


\/ И”Н=Н, (30) 


п=0 


то оператор ИП называется естественным расширением оператора (.. 
Согласно п. 2.4, 0 разлагается в ортогональную сумму своей унитар- 
ной части, определенной в подпространстве 


И 


п =0 
и однородной части, определенной в подпространстве 
Н!' = Ной. 
Применяя к равенству Н = Н®Ф Н' соотношение (30), мы находим: 


Н вы. Я° Ф \/ пн 


Пй=0 


т. е. расширение оператора 0 до оператора И сводится к расширению 
однородной части оператора 0. Последнее расширение можно описать 
следующим образом. Разложим подпространство Н* в ортогональную 
сумму инвариантных подпространств На, в каждом из которых ( есть 
элементарный полуунитарный оператор, и пусть д, Д,...-— полная 
нормированная ортогональная последовательность в Ни закая, что 


В И ыы 0. ВЕ, 
Если дополнить последовательность д р ... Последовательностью 
Е о О ПЕ а, 
то получится бесконечная в обе стороны последовательность 
отр и р Л, Г, № ое 


служащая полной нормированной ортогональной системой в подпро- 
странстве 


© —п т 
ИН, 
п =0 

и. удовлетворяющая соотношениям: 


Пре по, 


Следовательно, И имеет в этом подпространстве простой лебеговский 
спектр, а в подпространстве 


у и-и', 


п =0 


ЭНДОМОРФИЗМЫ ПРОСТРАНСТВА ЛЕБЕГА 


ел 
[5 
— 


которое является ортогональной суммой подпространств 


И! 
а, 
п =0 
— однородный лебеговский спектр, кратность которого равна числу под- 
пространств Ну. Таким образом, получаем: 

Естественное расширение И полуунитарного оператора И распада- 
ется в ортогональную сумму унитарной части оператора И и унитар- 
ного оператора с однородным лебеговским спектром, кратность которого 
равна кратности спектра однородной части оператора 0. 

Пусть Тх — фактор-эндоморфизм автоморфизма Т (см. п. 3.1). Оче- 
видно, что подпространство [, (0) пространства Г. инвариантно относи- 


тельно оператора Ит. Если Т есть естественное расширение эндомор 
физма Тх, то 


со со о 
У От" 18 (9 = \ 1 ("9 = 1, ([ т") = 1, (® = 1. 
п=о п=о0 т 
С другой стороны, [.› (0) можно рассматривать как унитарное про- 
странство всех функций с интегрируемым квадратом модуля на М/б, 
а оператор, индуцированный оператором От в[. (5), — как оператор И Те, 
сопряженный с Тх. Следовательно, если Т есть естественное расшире- 
ние эндоморфизма Тх, то (т есть естественное расширение оператора Ит, . 
Сопоставляя эту теорему с предыдущей, мы получаем: 
Унитарный оператор Ит, сопряженный с естественным, расширением Т 
эндоморфизма Ту, распадается в ортогональную сумму унитарной части 
оператора Ит., сопряженного с Тх, и оператора с однородным лебеговским 
спектром, кратность которого равна кратности спектра однородной 
части оператора (т. (т. е. 0 или оо). 
3.3. Свойства естественного расширения. 
1°. Естественное расширение эргодического эндоморфизма есть эргоди- 
ческий автоморфизм. 
20. Естественное расширение перемешивания степени тг есть переме- 
зиивание степени г. 
3°. Энтропия эндоморфизма равна энтропии его естественного расши- 
рения. 
Утверждение 41° есть непосредственное следствие результатов п. 3.2. 
Докажем утверждение 2°. Пусть Г — автоморфизм пространства М, 6 — 
исчерпывающее разбиение и Т; — перемешивание степени г. Какова 
бы ни была последовательность комплексов 


А, 


удовлетворяющая условию 
Вт 7 (А») = се 
п—со >. 


‚ для любых множеств Ху, Х.,..., Х, из % (5) справедливо соотношение: 


Бши (Пт Х.) = Пв (%. 


1=0 
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Следовательно, это соотношение справедливо также для любых множеств 
И, ея е 
Хы Хьчь к Хь из Т"% (0), т= оз. а а ю8 


у т" (9 = 3% 


то оно справедливо и для любых множеств Х., Х1,..., Х, из 9%, т. е. 
Т есть перемешивание степени г. 

Докажем утверждение 3°. Пусть опять Т — автоморфизм простран- 
ства М и & — исчерпывающее разбиение. Найдем для заданного положи- 
тельного 8 такое разбиение &67, что й(Т, &) > 1 (Т) — 6, и такие п. 
ит < 7"б, что р (Ё 1) 6 (см. п. 1.71). Согласно п. 2.7, 


Ясно, что фактор-эндоморфизм Г, = Т то автоморфизма Т по разбие-- 


нию Т”б изоморфен Те. Следовательно, 
в (То =) АН ово ол 


Так как 6 произвольно, то й (Т&) = 1 (Т). 

3.4. Автоморфизмы Колмогорова. Автоморфизм Т 
пространства М называется автоморфизмом Колмогорова, если существует 
такое инвариантное измеримое разбиение (, что 


со со 
т ти 
о % (5) = 5%, хр % (0) =. 
Эти автоморфизмы были введены Колмогоровым в работе (!). Там они, 
назывались «квазирегулярными». 

Нижеследующие предложения являются непосредственными след- 
ствиями предыдущих определений и теорем. 

Естественное расширение эндоморфизма в том и только в том случае: 
есть автоморфизм Колмогорова, если эндоморфизм точен. Всякий авто- 
морфизм Колмогорова есть естественное расширение точного эндомор- 
физма. 

Автоморфизм Колмогорова есть перемешивание всех степеней. 

Оператор Ит, сопряженный с автоморфизмом Колмогорова, имеет- 
в ортогональном дополнении одномерного подпространства постоянных 
счетнократный однородный лебеговский спектр. \ 

Энтропия автоморфизма Колмогорова положительна. \ 

Две последние теоремы принадлежат Колмогорову. 


$ 4. Теоретико-числовые эндоморфизмы 


4.1. Теорема Реньи. Пусть ф — действительная функция: 
определенная на интервале 0 < хх 1. Положим 


Тх = (ф (2)), 
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где (с) — дробная часть числа с. Если Тх == 0, то в точке х определено 
отображение 17°, если и 7?х == 0, то в точке х определено отображение 
Тз, и т. д. Обозначим через М множество тех точек интервала (0, 1), в 
которых определены все степени отображения Т. Очевидно, что Т отоб- 
ражает М в М. Следующая проблема изучалась по отношению как к 
конкретным функциям ф, так и к целым классам функций ф: существует 
ли на М такая мера п, эквивалентная обычной мере Лебега т, что Т'’ есть 
эргодический эндоморфизм пространства М с мерой р? 

С этой проблемой связан другой, более элементарный вопрос. Поло- 
жим для ХЕМ 


в» (пк ФТ" (аа. 


где [с] — целая часть числа с; определяется ли число х последователь, 
ностью целых чисел а! (1), а? (1),...? 

Ясно, что а, (Т2) = ава (1). Следовательно, если обе проблемы име- 
ют положительное решение, то эндоморфизм 7 можно рассматривать как 
сдвиг в пространстве целочисленных последовательностей (ал, а», ...), 
переводящий последовательность (а1, 4›,...) в последовательность 
(а, аз,...). Мера и должна быть, конечно, перенесена в пространство. 
последовательностей из М. Если заменить односторонние последователь- 
ности (а, а›,...)  двусторонними последовательностями (..., ат, 
аз, а1,...), то эндоморфизм Т превратится в свое естественное расширение. 

В качестве классических примеров рассмотрим функцию ф (5) = 7тх, 


где г — целое число, большее 1, и функцию ф (2) = а, В первом примере: 
М есть множество Г-ично иррациональных чисел интервала (0, 1) и 
а: (1), а (1),... есть разложение числа 5 в г-ичную дробь. Мера и суще- 
ствует и совпадает с т. Во втором примере М есть множество иррацио- 
нальных чисел интервала (0, 1) иа! (5), а (1),... есть разложение числа 
х в цепную дробь. Мера и существует и определяется формулой 
ВО =ря т, 
х 

где Х — произвольное измеримое множество в М [см. (")]. 

Наиболее полные результаты, относящиеся к обеим проблемам, со- 
держатся в работе Реньи (2). Реньи предполагает, что функция Фф удов- 


летворяет одному из двух условий: 


(А) ф непрерывна.и строго убывает от предельного значения И ф (2), 
х—>0 


равного либо -- со, либо целому числу, большему двух, до предельного: 
значения Пш ф (2) = 1. При х: < 242 имеет место неравенство 


х—1 


Ф (21) —Ф (22) > 12 — 2 
а при 2: > 2. >ф!(Е-ф ' (2)) — более сильное неравенство 
ф (21) —Ф (22) > ^ (2 — а), №1. 
(В) ф непрерывна и строго возрастает от предельного значения 


1 Ф (2) = 0 до предельного значения Пш ф (2). равного либо -- со, либо. 
х—0 , х—1 


524 ` В.А. РОХЛИН 


целому числу, большему 1. При 21 < 42 имеет место неравенство 


Е Ф (12) —Ф (21) > 422 — 11. 


Обозначим через Е разбиение интервала (0, 1) на частичные интервалы, 
производимое точками ф" (5), $ =1,2,..., и положим, как в п. 2.41, 


1—1 


а 
#1 ==0 


Е\ опять-таки есть разбиение интервала (0, 1) на частичные интервалы. 
Они называются интервалами ранга п и могут быть охарактеризованы 
как множества постоянства функций а, (1),..., а» (1). Отображение 
Т” определено на интервалах ранга п — 1, но не определено на их концах. 
Чтобы получить множество М, нужно удалить из интервала (0, 1) концы 
всех интервалов всех рангов. Так как этих концов всего лишь счетное 
число, то в метрических вопросах можно пренебречь различием между 
множеством М и интервалом (0, 1). 


Ясно, что Т” непрерывно и строго монотонно отображает каждый. 


интервал Д ранга п на интервал (0, 1). Обозначим через }д обратное 
отображение интервала (0, 1) на Д. Как в случае (А), так и в случае (В}. 
для любых двух точек х. ЕЛ, 126 А справедливо неравенство 


ЕЕ 


. 


Следовательно, функция ]л удовлетворяет условию Липшица. В част- 
ности, она абсолютно непрерывна. 
Положим 


1(4) = уга! па | Я (бы орбА) == та тах | [д (1). 
0<1<1 0<#<1 


В дополнение к условию (А) или (В) Реньи налагает на функцию ф сле- 
дующее ограничение: 


(С) Ё (А) < СЕ (А), где С — постоянная, одна и та же для всех ин- 
тервалов всех рангов. 


ТЕОРЕМА О РАЗЛОЖЕНИИ [см. (12), (13), (2)]. Если ф удовлетворяет 


условию (А) или (В), то число хе М однозначно определяется последова- 
тельностью целых чисел а, (т), а» (1),... 


ТЕОРЕМА РЕНЬИ. Если выполнены условия (А), (С) или (В), (С), то 
на интервале (0, 1) существует такая измеримая функция р, что 


1 

1 "* 
5 < 0, р 4а=1 

0 


и Т есть эргодический эндоморфизм пространства М с мерой 
в (Х) = {р (2) 42. 
}. 
та функция единственна по модулю нуль. 


Очевидно, что в условиях теоремы Реньи теорема о разложении экви:- 
валентна утверждению, что & есть образующая относительно Т. Оче: 


ЭНДОМОРФИЗМЫ ПРОСТРАНСТВА. ЛЕБЕГА 525 


4 


видно также, что неравенство с <ЗР (1) < С эквивалентно неравенствам: | 


в (Х) < Ст (Х), т(Х) < СА (Х), (31) 


где Х — произвольное измеримое множество в интервале (0. 1). 
4.2. Признак точности. В этом пункте Т не предполагается 


теоретико-числовым эндоморфизмом и удовлетворяет лишь общим усло- 
виям п. 2.1. 


Пусть % —‘счетная система множеств положительной меры в М 
такая, что суммы попарно не пересекающихся множеств А Е \ образуют 
в 5% всюду плотное множество. Если существуют такая положительная 
целочисленная функция п (А), АЕУ, и такое положительное число 4, 


что р (Т"^ А) = 1(АЕУ) и для всякого измеримого множества ХС А 
с измеримым образом Т"“ Х 


а) (32) 


то Т есть точный эндоморфизм. 


Доказательссгво. Согласно п. 2.2, достаточно доказать, что 


для всякого измеримого множества У положительной меры с измеримыми 
2 
образами ТУ, ГУ, ... 


О. (33) 
Пусть 6 — положительное число. Неравенство 
5 
в (74) < (1—-) (4) 


не может иметь место для любого множества АЕ 3, так как иначе оно 
имело бы место для всякого вообще измеримого множества А и при А = У 
мы получили бы абсурдное неравенство 


9 
в (7) < (1—5). 
Следовательно, существует такое множество ВЕ%, что 


р (УВ) > (1 —2)ь (в), 


и мы имеем при п = п (В): 


т В— УВ) В) — в (УВ 
в ("В — УВ) а ОЕ в, 


в (7"У) >в (7" (УВ) >в (Т"В) — в (Т" (В — УВ)) >1— 64. 
Так как последовательность | (У), в (ТУ), в (ТУ), .. 
этим соотношение (33) доказано. 

4.3. Теорема о точности. В условиях теоремы Реньи Т' есть 
точный эндоморфизм. 

Доказательство основано на теореме п. 4.2. Примем за % множество 
всех интервалов всех рангов и за п (Д)—ранг интервала Д. Так как & есть 
образующая относительно Т, то суммы попарно не пересекающихся ин- 
тервалов ЛЕ5{ образуют в 5% всюду плотное множество. Согласно п. 4.1, 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 


возрастает, то 
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Т"“^) отображает А на весь интервал (0, 1). Остается доказать, что суще- 


ствует число 49, удовлетворяющее неравенству (32). 
Так как функция /д отображает интервал (0, 1) на А и абсолютно 


непрерывна, то 


"= (“4 < (А) (34) 
ы 0 
и для всякого множества Х С А с измеримым образом Х’ = вх 
т (Х) = т (94 (Х')) = ИРА (1 [41 > ‹ (А) т (Х’). (35) 
ы, 
Из условия (С) и неравенств (34), (35) следует: 
т (Х’) < м 


Заменяя в этом неравенстве меру т мерой и с помощью неравенств (31), 
мы получаем: 


п(А) ай (Х) 
Я 


Таким образом, можно положить 4 = С". 

Пример: Ф(2) =. Как доказано в (?), эта функция удов- 
летворяет условиям теоремы Реньи. Следовательно, соответствующий 
эндоморфизм 7 точен. В частности, Т есть перемешивание всех степеней — - 
теорема, содержащая в себе известную теорему Гаусса — Кузьмина (без 
оценки остаточного члена) и ее многочисленные обобщения. 

4.4. Теорема об энтропии. В этом пункте предполагается, 
что функция ф удовлетворяет условиям теоремы Реньи. 


Обозначим через Д, (1) интервал ранга п, содержащий точку хЕМ, 
и положим: 


Разбиение Ё в том и только в том случае имеет конечную энтропию 
Н (5), если 


1 


раю = (6) 


0 
или, что то же самое, если 


1 


ла (2) 142 < оо «87 


0 
[см. неравенства (34)]. При этом условии 


в(Т) = № (т, 9) = 9" (2) [р (9 41 
и почти всюду 


ь 1 9 я 1 и 
И Те 


=^(Т). 
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Доказательство. Соотношение (37) эквивалентно сходимости 
ряда 


Уве (2) 2, (38) 


АЛ 


где суммирование распространяется на интервалы А первого ран- 
га. В силу неравенств (31), соотношение 


На 
эквивалентно сходимости ряда 
Ум (4) в. (39) 
Так как . 
. 
т (А) = 1, (91 
$ 


ср. п. 4.3), то 


, 1 1 | 4 
1(А) < т (А) <Ё (А), т (Ат) <т (А) вид) < т (А) Шу. 


Так как для интервала ЛА первого ранга 


Ф' о (264), 
то 
2 <!9' (95 пду (64), 
т (А) вто < (2) 42 < т (А) ву. 
Но 


1 1 
т (А) та) — т (А) У = т (4) 12 С, 
так что ряды 
1 4 
Ут (А) 1 лу : р) т 
д 


сходятся или расходятся одновременно. Следовательно, ряды (38), (39) 
также сходятся или расходятся одновременно, и условие Н (Ё) < со 
эквивалентно условиям (36), (37). 
Пусть теперь условие (36) выполнено. Согласно теореме Макмиллана 
ый 
(5), последовательность функций —- ть сходится по мере к 1 (Т, 8. 
т 
Так как Е есть образующая, то 
й (Т, 5) = 1 (Т). 
Поэтому достаточно доказать, что почти всюду 


ии = 
Вы о т ты (р 94 


4* 


528 В. А. РОХЛИН 


Положим 


^\ В (2) = (А, (2)), 1 (® =Ё (4» (2), фь (2) = Гу 1" 3). 
Так как почти всюду 
|, (2) < |» (2) |< 1% (=), о о. 
то почти всюду 
| 4 Й Й 4 4 4 Й й 
би. п ЕТО |< ро ГО < 0 
и почти всюду 
р 


: ОЕ 0 
т | 1 ЕЕ | р 


1 п, 
Но ИС есть производная функции 71” в точке х. Следовательно, 
и 


хе =?' (4974)... (1" 1) 


п—1 


1 Ка 


Согласно эргодической теореме, это среднее почти всюду сходится к 
интегралу (36). Значит, почти всюду 


Пт — 


п—оо 


1 = = |Ф* (2) | р (2) 4х, 


и остается заметить, что, в силу неравенств (31), 
1 1 Л 


4 
ци (2) м = и 3С. 
Пример. ф (2) =-. Здесь 
4 4 
Е 
(см. п. 4.1). Следовательно, 
+ ^^ 1 
у ВНЕ 1 ах $ -2 (Ш 0х о п? й 
®(Г) = Ве. 2) ш2 (02) И+= 6 (02, 
0 
так что почти всюду 
Е 1 о о 4 
пт Ви, ®) — 6 "ба о 


Это соотношение известно в метрической теории цепных дробей в несколь- 
ко иной форме, а именно: 


п2 


Пи. ЖЕ] = 21, (41) 
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где 4» (1) — знаменатель п-й подходящей дроби числа х. Эквивалент- 
ность соотношений (40) и (41) следует из формулы 


1 
Чт (2) [4% (=) Е аи (=)]* 


4.5. Функция ©(5) = Вх, В > 1. Эта функция при нецелом В 
не удовлетворяет условиям п. 4.1. Тем не менее, как доказано в работе 
Реньи, для нее справедливы обе теоремы п. 4.1, притом вторая теорема 


т» (2) == 


© © = т т 
Разбиение &, отвечающее функции ф (5) = Вх, производится точками 
я : в Ри г и является образующей. Разбиение Ёт с п>> 1 получа- 


ется из разбиения ЁТ ' путем подразделения каждого интервала (51, 43) 
| 
разбиения ЁтТ ° точками 


о, Е =1,2,. 


Эндоморфизм 1” линейно, с коэффициентом В", отображает каждый ин- 
тервал разбиения Ёт в интервал (0. 1). На весь интервал (0, 1) отобра- 
жаются, естественно, только те интервалы разбиения Ёт, которые имеют 
1 
длину в". Совокупность этих интервалов мы обозначим через %,. 
Т есть точный эндоморфизм. 


со 
Доказательство опять основано на теореме п. 4.2. Положим 9% = |) %, 


П—=1 
ип (А) =п, если АЕ%,. Ясно, что суммы попарно не пересекающихся 
интервалов А 63 образуют в 5% всюду плотное множество. Для всякого 
измеримого множества ХС. А 


ооо ИО. 


Следовательно, 


д ы (Х) 
и можно положить 4 = С°. 
Энтропия эндоморфизма Т проще всего вычисляется по формуле (29). 
Конечно, предварительно нужно найти функцию р. Если, например, 


ВИА, в 
Е ра 
р —=1 БУ У5 


о если и. 
[см. (2)], и формула (29) дает: 
5—5 4-5 
АР ета трисЯе 


Поступило 
16. ХП.1959 
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25 (1964), 534—542 


К. И. БАБЕНКО 
ОБ ОДНОМ НЕРАВЕНСТВЕ В ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ 


В работе устанавливается, что известное неравенство Титчмарша в тео- 
рии интегралов Фурье не является точным. Приводится точное неравенство 
- и дается его доказательство для некоторых показателей. 


Хорошо известна классическая теорема Хаусдорфа—Юнга, согласно 
которой для всякой функции ] (2), периодической с периодом 2л и удов- 
летворяющей условию 


Рае о, 15 р <? 


—п 


справедливо ‘соотношение 
со ® НЫ 
(11) (р Раз)», (1) 


где с, — коэффициенты Фурье функции } (2), а 4 = Е 


Эта теорема была перенесена на интегралы Фурье Титчмаршем (*!), 
и для интегралов Фурье имеет место неравенство Титчмарша: 


17) “ау | |7? 4, (2) 
(= \ у и \ 
где 


ПЕ 


— преобразование Фурье функции ] (2) (при этом подразумевается, что 
со . 
} и |’4= < э). 
—с 
Харди и Литтльвуд показали, что соотношение (1) точное и знак ра- 
венства имеет место в том и только том случае, когда 
7 (51) = Се", в = 0, 24, 


В случае преобразования Фурье соответствующее соотношение (2) 
не является точным. 
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В действительности справедливо следующее соотношение: 


* 


( $ 11) < (У 2 ига». ©) 


—©< —с 


Это соотношение в полном объеме мы доказать не можем и устанавливаем 
его только для случая, когда 4 = 21, [ — целое. 

Мы не будем анализировать причин этого замечательного различия 
между рядом Фурье и интегралом Фурье, укажем только, что следствия, 
которые можно вывести из соотношения (3), в значительной мере разъяс- 
няют причину этого различия и вскрывают глубокие связи соотношения 
(3) с рядом различных неравенств, в частности с известным соотношением 
неопределенности квантовой механики. 

Легко проверить, что знак равенства в соотношении (3) реализуется 
на функциях ] (2) вида 


7 (1) = е—а>-6х, (4) 


где а > 0 и 6 произвольно, причем некоторые соображения позволяют 
утверждать, что знак равенства в соотношении (3) имеет место только в 
том случае, когда ] (1) имеет вид (4). Этот факт будет нами использован 
при доказательстве соотношения (3). 

Известные методы доказательства теорем Хаусдорфа — Юнга и 
Титчмарша оказываются неприменимыми для доказательства соотноше- 
ния (3). Мощный метод М. Рисса, основанный на теореме выпуклости 
также приводит к неравенству (2). Ввиду этого мы строим доказатель- 
ство на идеях, отличных от применявшихся ранее, причем существенной 
чертой нашего метода будет являться широкое применение целых функ- 
ций. 

Возьмем 4 = 21, где [ — натуральное, и введем в рассмотрение 
ядро 


= #ф, (2) $. (у), (5) 


т—9 


К (хуй = Ро | 


1 
Ул — 2) вх 2 РР 


где { — количество, подчиненное условию |{| < 1, ар (2) — норми- 
рованная функция Чебышева — Эрмита. 
Рассмотрим оператор 


Ки = \ Кв, (6) 


и установим некоторые его простые свойства. 
Если & = К\], то 


8 = Кн]. , (7) 
Далее, имеет место 


ЛЕММА 1. В любом пространстве [/" (—оо, со), г > 1, при действи- 
тельном 1 оператор К: вполне непрерывен. 
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Доказательство. Пусть # = Ку, [6 (— со, оо). Легко 
убедиться, что # можно записать в виде: 


п С 212 \? 
ТЕ. Г) ехр | -— 62? — зу (ут) | 4, 
где 

еее 

Г. ма) 


’^ Отсюда с помощью неравенства Гёльдера получаем: 


[8 (2) | < Се |1 ||, (8) 
|8 (52) [5 С (Е +=) |1], (9) 


где С — константа, зависящая только от & а 


ИЦ, ы |7(а)|4=)". 


Последнее обозначение мы будем применять и ниже. Из неравенств 
(8) и (9) следует, что если множество {[„} ограничено в [/', то соответствую- 
щее множество {#„} компактно вС (— со, со), а в силу оценки (8) оно будет 
компактно и в /[/. 

Лемма доказана. 

Рассмотрим теперь следующую задачу на экстремум. Найдем 


зир |#|а=иь & = Ку. (10) 
Пр 


Используя свойства оператора А:, легко доказать, что существует 
функция ] (1) 617, на которой достигается верхняя грань. Из неравенств 
(8) и (9) очевидно, что рассматриваемая верхняя грань конечна. Пусть 
последовательность м, п = 1,2,..., такова, что 


Па [те = № 


ПА | р аи. =. ..1. (11) 


Не ограничивая общности, мы можем считать, что ]» слабо сходится к }, 
ибо всякое ограниченное множество в [7 слабо компактно. Но тогда, в 
силу леммы 1, последовательность 8» сильно сходится к р = К:]. Из 
неравенств (8) и (9) следует, что 8 сильно сходится к # в [1. Поэтому 


ИЕ аш «м ||, 
откуда получаем: 
17221 
Но из (11) следует, что 


ПУ» < 1 


534 К. И. БАБЕНКО - 
ОО О 


Значит, 


ИЛЬ =1, 


и функция ] является экстремальной. 
ЛЕММА 2. Если на функции ] (2) 6 Г, ||} | = 4, реализуется верхняя 
грань в (10), то | удовлетворяет уравнению 


со 


у жа 8) оу = ый! 7 (а) "А (а, (12) 


где функция & определена с помощью (6). 
Доказательство. Рассмотрим функцию 


Те (2) = 1 (2) Е г (2), 


где (1) — произвольная функция из ГЛ. 
Пусть &. = Ку и 


ИГ. Иа 
9(®) = ТТ 


В силу построения, ф (=) <ф (0). Так как функция ф (=) дифференцируе- 
ма, то Ф’ (0) = 0. Обозначив 


1 (2) = КИ, 


мы после вычисления производной получим: 


ФО =" \ |8"? Вет 42 \ ||? Вой а. 
Отсюда следует: 
\ |8 Вет 42—41 \ ||? Вел 4х = 0, 


или 


Ве [ео РВ вы} 0. 


—с 


Используя определение функции п, имеем: 


Вх и ик о ОА кам и 
"та | даа | ок (|8 |“). 


—© 


Поэтому 


ва (575 | крем — ый аз = 0. 


Так как й — произвольная функция, то отсюда следует формула (12). 
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Лемма доказана. 
Из формулы (12) мы выведем важные для дальнейшего следствия. 
Предварительно заметим, что если # = К!], то, по формуле (7), 


— 242 нд? 
#(а) = К окр И ау. 


а. 
Уачня) >. 


Выполняя преобразование под знаком интеграла, получим: 


Е (2) — Е Е \ } (и) ехр {— 052 — 9и? — стхи} аи, (13) 
где 
в 
т = аи. 


В силу вышеизложенного, мы можем формулу (12) представить в следую- 
щем виде: 


№“ |7 (2) | ——*7 (а) = т Е (и)\° 22 (и) ехр {— 042 — ви? -- хи} ди. (14) 


—с 


Из формул (13) и (14) следует, что & (2) и| /] (1) * (2) являются целыми 
функциями второго порядка нормального типа. Для удобства дальней- 
ших выкладок положим: 


ф (=) = |1 (| */ (<), 
| ф (2) = (2). 


\ 


| В этих обозначениях формулы (13) и (14) приобретают большую 
симметричность: 


МФУ = | | (4) |? (и) ехр (— 648 — бы? -- ти) ди, (15) 


—© 


4 (2) = т: т \ |ф (и) |“ *Ф (и) ехр (— 922 — ди? — тхи) аи. — (16) 


Рассматривая функции ф (2) иф (2), считая аргумент комплексным, мы, 
с помощью неравенства Гёльдера, получим следующую оценку: 


—— со ео 
; т —9 (02 — ти) —6 (2—9) 
Е Я м Я аи)! е = 


2 
— 6х2 (6+ ==) и" 
И о е ("= : 
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Но Е!а=ьь и, следовательно, 


а 
< —ч+ (ев) и 
Зе а =). (17) 


Проводя аналогичные выкладки для функции \ (2), получаем: 


а —@+ +5 2 
МИ В нъаКаЗ 


4 


Оценки (17) и (18), нужные нам в дальнейшем, являются слишком грубыми. 
Точное представление о росте функций ф и \ф дают нижеследующие лем- 
мы3 и 4. 

Пусть А — положительный корень уравнения 


4-0 АЕР 0, (19) 


и пусть А, = тА - 0. Обозначим для удобства 
$ (2) = е^=*Ф (2), 
1 (2) = е^*ф (2). 
ЛЕММА 3. Если ||} =1, то целая функция & (т) а. 
неравенству 


фезмы | о-+2-+ 8) 1142 < 1, 


`_ <<, ухо. 


Доказательство. Подставив в соотношения (15) и (16) функ- 
ции фи\р, выраженные через & и 1, мы получим два эквивалентных 
равенства: 


ти? 


пе У ре |1 пей, = (00) 


о ем |5 (0) | ие ди. = (24) 
Из неравенетв (17) и (18) выводим оценки на рост функций & и т: 


(2+ 8) |< С, ехр [Аа ет (5 — тА)у .. (22) 


(1(=- 8) < Сьехр [тдай + (1; — т4)у7. (23) 


Равенство (20) после несложных преобразований, с учетом (19), дает: 
пе Ат 6 (2 -- и) = 
=Уз } с м“ те — 249 [ти — Ау аи. = (24) 


—© 
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Из (23), в силу (19), следует, что 
ОМС ы 
2 *) "пи — 249) |1 < 


<" едр {-- (1—8) + ПА 24} < 


< Св ехр | (1—8 — “ий — 44а 9Т ву = 


Поэтому 


аи п (и — 2Ау) | "6 (— оо, оо). 


Заменяя в (24) х на х - ои полагая 2 = х + й/, получим: 


ре Ат 5 (о 2) = 


в-И = ЗАта ,, е РЕ 1—2 (и—2Ау)| 1 (и—2Ау) е =“? ди. (25) 
`Выше мы установили, что функция 1 (2) — цёлая. Если 
1 (2) = > аа", 
По 


то через 1 (1). обозначим функцию 


п (2) = № аи". 


п—=0 


Ясно, что при действительном х 
9—2 т Ча 
[9 (2) [1 (2) = [1 (2)]2 [1 (2) 1 2 


Так как 4 — целое четное число, то последняя функция целая. Следова- 
тельно, на основании теоремы Коши, путь интегрирования в интеграле 
(25) можно изменить и вести интегрирование по линии | и = 2Ах. 
Тогда получим: 


А Ые- = 


со ти а. 


Е 0 
= уе \ в ЧА 2 (и |: 2А12) Ц] И "(и + 2А12) 7% ди. (26) 


—с© 


538 К. И. БАБЕНКО 


с о и ое Пи ева Ея 


Законность этого преобразования следует из того факта, что подын- 
тегральное выражение, в силу (23), при больших || имеет порядок 


О(ехр |[-- 99и? — 44? > пу |. 


Равенство (26) можно записать в следующей эквивалентной форме: 


рае-(Ая+Н® 5 С +8) = 
=И> \ Сы НЕ "2 е-в5 вич фо. (27) 


—с 
В силу определения величины |, имеем: 


1 [ам |, 
где 


КР = КАР 5. |} в (м) ехр (— 022 — бы? — фтиз) Чи, 
вследствие формулы (13). Поэтому из (27) получим: 
мае" (5 2) |< 
9—2 


<в(\ © к; к +2482) |3 |1 +248) аа). (28) 


—© 


Из формулы (19) легко вывести, что 


Р(ал —9) =9(4т +9. 


Применяя к интегралу (28) неравенство Гёльдера с показателями г = >, 
== 5. найдем: 
"| т В(е- 2) «< 
Г Ч (2—2) 
< ея (и + 2442) ||? : |е-А"ч (и — 2412) «|| 2. (29) 


Исходя из формулы (21) и дословно повторяя предыдущие выкладки, 
мы получим для функции \: 


е—4"* 1 (х — 2Ау) = 
ао ьна т 1 
-У>= \ е 44 ® (и-- 442) (и 4АА* и) етих ди. 
Производя замену х на 9 -- 2А1х, найдем: 
4" | (е-- 2А) = 
О 1 1 
ИУ “а шеи, 


—© 
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Применяя тот же прием, что и выше, получим: 


пет (а 241) |< 


а ыы  (2—Р) 
Зе 4 5 (и 4422) |2 |245 (и-- 44*2) |. (30) 
Положим 
1ов ее 5 (+ 2) |«=т (2). 
Комбинируя неравенства (29) и (30) и положив 4А? = $, мы получим не- 


_ равенство для т (2): 


т (2) < 5 [7 т (82) СЕРР т (82) + 


о 2 @— р 
+Р-РР т(—52) + = т(— 84). 
Проитерировав это неравенство п раз, мы придем к неравенству 


т (2) < > {авт (6"2) + Вт (8"2)- сыт (— 8") авт (— $" 2)}, 


где коэффициенты ал, 6, ск и 4, легко вычисляются по коэффициентам 
исходного неравенства. Ясно, что эти коэффициенты положительны. 
Рассмотрим т (2) при малых |2|: 


т (0) = 10 [4 8 (5) |« = 108 |/|ьр= 0. 


Докажем, что т (2), как функция х, у, бесконечно дифференцируема. 
Для этого достаточно установить возможность дифференцирования ин- 


теграла 
со 


елей | (2+ 2)19 4% (31) 


—со 


но последнее обстоятельство очевидно в силу следующего соображения. 
По теореме Коши, 


Е (+2) = а г Ен 
| 2-59—6 | =1 
Используя оценку (22), мы получим: 
15° (2+ 2) |< 
< ОЕ: о Саекр (А (|2 э| + 4) Сый), 


д ив и п-т 
ИЕ 


откуда и следует возможность дифференцирования под знаком интеграла 
(31). Таким образом, для малых |2| 


т (2) =аз Е ВУ-+О(|2|"), 
поэтому при малом д|2), ввиду очевидного равенства 


ав Е ви -- « - @ =1, 
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ть поме аеЕ ре ое мо ВОЕННОЕ ЕН НЕ НЕЕ 


мы будем иметь: 
то < ба. 4) + 
+ Вуд” (а, — 6, Е с, — 4) + 0 (8" | =|"")}. (32) 


Определим величины аи - 6, — С» — 4 И а» — в + си — 4». 
Легко видеть, что 6, = с„, следовательно, нам нужно вычислить 
— а,. Пользуясь определением величин @», бл, С», 4„, нетрудно 
вывести рекуррентное соотношение: 


Чт — ата — (ал = 41) (а — н 
Из этого соотношения следует: 
‚р? = 2" 
= — 4)" = фр)". 


Подставляя значение величины а„ — 4, в неравенство (32), получим: 
К р эп | р |2” 
п <= [из (8-2. + ву (8 2+ 0(6"| = У. 


Из уравнения (19) мы находим. значение АД: 


АЕ + >. у вы 


таким образом, 2А < у =. т.е 
6 =44? к 


Принимая во внимание это неравенство для д и устремляя п к ©, 
мы получим, что т (2) < 0, т. е. 


\ е-чАи» | Е (+ 2) |‘45<1. 


Лемма доказана. 


ЛЕММА 4. Определенная выше функция Ё (х) тождественно равна по- 
стоянной: 
1 


(9 = (94")" 


Доказательство. Рассмотрим функцию 
в 
(ре фея М (о 2) 4. 
0 


Функция Ё, (2) — целая. Но на основании леммы 3 она ограничена, сле- 
довательно, Ё, (2) = сопзё. Таким образом, \ 


в 


| 
тж Е (5- 2) 43 = а: (>) 4%. 


о 0 
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В силу произвольности #, 


81 (2) = № (0). 
Так как 
[еч^ия Ем (5) [1 = 1, 


то. 


о 


Лемма доказана. 
Возвратимся теперь к исходным функциям] (1) и (1). На основании 
леммы 4, 


1 


99 = (4) ел, 


т. е 
1 1 
а ве (4), 
Из формулы (13) имеем: 
1 
— 2АГоА 2р д 
д =у (=) га 


и, значит, мы можем определить константу пи: 


Ш 1 | [8 (2) аз)" = Ея (2) Е 


Пользуясь полученным выражением для |, находим: 


Пш ри = р, 
1—0 
1 
У Ё1\ — 
— (—-—-—) 2 
ц = (2л)? С р) г. 
424 


Известно (!), что если ф 6 Г”, г>> 1, то К:ф сильно стремится кф, когда 
{1 —0. Поэтому, перейдя к пределу в неравенстве 


КТ Зв ЛЬ, 


получим: 
1 


ГР < (2 (>) у 


4794 
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Итак, мы доказали следующую теорему. 
`ТЕОРЕМА. Если 4 — целое четное число, то 


Е 


< @* 3) РИ (33) 


424 


Нетрудно проверить, что знак равенства в соотношении (33) имеет 


место, если 
1 (2) = е “+, а`>0, 6 — произвольно. (34) 


® 
Ясно, что неравенство (33) имеет место при любом значении р, 1<р<.2. 
Было бы интересно доказать, что знак равенства в (33) реализуется 
только на функциях вида (34). 
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| В. П. ГРОМОВ 
| _О ПОЛНОТЕ СИСТЕМ ПРОИЗВОДНЫХ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 


В настоящей работе с помощью линейных дифференциальных урав- 
нений бесконечного порядка изучаются вопросы полноты систем проив- 
водных аналитических функций в областях комплексной плоскости. 


$ 1. О полноте системы производных аналитической функции в круг 


В работе А. О. Гельфонда и А. Ф. Леонтьева (') и в некоторых других 
работах А. Ф. Леонтьева рассматривался линейный оператор 2" [Ё, } |, 
который был назван обобщенной производной п-го порядка функции 
Е (2), порожденной функцией } (1), и который определяется следующим 
образом. 

Пусть 

со 
1 (2) —= > а." (1) 


п—=0 


— фиксированная целая функция порядка р и типа о = 0, со, удовлетво- 


ряющая условиям: 
№ КЕ 
е 


а. 0 (п=0,1,2,...), Шал? Иа, | = (0ер)®, (2) 
и пусть 


Е (2) = Ув," 


п=0 


— некоторая функция, аналитическая в круге | 2 | < В (В < оо). Тогда, 
по определению 


ОА (а МУ бы 


а , 
КА, (3) 
к=0 р 


4 


Согласно условию (2), существует предел 
а | 


ея 
Пт 
>00 


“к-т, 


3 


и, следовательно, функция (3) является аналитической в`том же круге, 
что и функция Ё (2). Если ] (2) = е*, то О" [Е, Д = Е® (2), т. е. обоб- 
щенная производная превращается в обычную производную п-го порядка 
функции Г (2). Отметим, что при любом постоянном А 


0” [1 (^2) 1 = № (А). (3) 


5* 
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Пусть 
ф (2) = У “2” | (4) 


п=0 


— некоторая целая функция порядка < р и конечного типа ©1, и пусть 


со 
Ё (= м а, "Е (2). (5) 
в=0 
Функцию ф (2) принято называть характеристической функцией опера- 
тора (5) (операторы такого вида рассматривались в ряде работ А. Ф. Ле- 
онтьева). В частности, в работе (!') было установлено, что если функция 
Г (2) регулярна в круге | 2| < А, то ряд (5) сходится и представляет 
собой аналитическую функцию /. (РЁ) в круге 
1 


б Р 
1215 ^= (8° — 5). (6) 
Здесь ри д — соответственно порядок и тип функции (1), порождающей 
оператор (3), а ©, — тип характеристической функции (4) (если порядок 
функции (4) меньше р, то в (6) надо положить о: = 0). 

Целью этого параграфа является доказательство следующей теоремы 
о полноте системы обобщенных производных аналитической функции Л (2) 
в круге. 

ТЕОРЕМА 1. Система обобщен ййт производных 


{5"Е (2)} 9=Ь2,...) (7) 


я. Е (2), регулярной в круге |2|<В (В < о), полна в круге 
|2| < В тогда и только тогда, когда функция Е (2) не удовлетворяет 
никакому линейному уравнению с постоянными коэффициентами 


Е (Е) = Ув БЕ (2) =Ф (2), (8) 

п—=0 
характеристическая функция которого принадлежит классу [р, В°д), 
а правая часть Ф (2) регулярна в некоторой окрестности начала и 


ФУ (0) =©0 =)... (9) 


Доказательство. Пусть система (7) не полна в круге | 2 | < А. 
Тогда, как известно [см. (8) и (°), стр. 276—280], существует не равная тож- 
дественно нулю функция 


со 


= У, (10) 


п=о 
аналитическая в области |2|`>г (т В) и такая, что 
$:(2) ">В (2). 42 = Орг 0 ово В иво мен. 
| 2|==7-Ее 


Ряд (10) на окружности |2| = г- & сходится равномерно; подставляя 
его вместо \} (2) в рассматриваемые равенства и интегрируя почленно, 
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’ нолучим: 


р”УР (2) 
=: .92: = 


К—о  |х|=Ге 


откуда, учитывая формулу (3), будем иметь: 


=0 (=12,...). (14) 


К=0 


’С помощью коэффициентов функций (10) и (1) построим оператор 


Г, (ЕР) = У свак ОЕ (2). (12) 


К=0 


| Характеристическая функция этого оператора 


со 
Ф (2) = У ван" 
п—=0 


' принадлежит классу [р, А‘°о). Действительно, так как 


т 
Вт У ст АД, 
п->осо 
в силу чего для всех п 


16 | < Ал ИА) 


то при больших -| 2 | 


о =)г | 5 |Р 
«К Ха Ко Ви 


В силу условия (6) и того, что 0, < оД®, существует окрестность начала 
координат, в которой ряд (12) равномерно сходится и определяет собой 
аналитическую функцию /. (Р). Разлагая Г (Р) в этой окрестности в сте- 
ненной ряд, получим: 


со 


ВП = 
п=0 
= у о съ ее А Е 21° — ма. “(У мы п 
1—0 `А=0 ” п—=0 К=0 КА. 


В силу условия (14), коэффициенты при 2”” в правой части равны нулю, 
и мы имеем: 


У скакО"Е (2) = Ф (2), 


п==0 
где Ф (2) регулярна в некоторой окрестности начала и 


ФУ (0) =0 (“=Ь0....). 
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Это уравнение — типа (8). Следовательно, если система (7) не полна, то 
Е (2) удовлетворяет некоторому уравнению вида (8). 

Обратно, пусть рассматриваемая функция ЕР (2) удовлетворяет неко- 
торому уравнению вида (8) с указанными в теореме условиями. В силу 
условия (6) и того, что о; < сАе, левая часть этого уравнения может 
быть разложена в степенной ряд, сходящийся в некоторой окрестности 
начала: 


— ь т т — 
Заре = (Дин =о 
К=0 п=0 =0 


Так как Ф®” (0) —= 0, то отсюда следует: 


ь т, 
О ИЕН (13) 
А 
Введем функцию 
$ (= Хан (14) 
= 


Она является аналитической в области | 2| > г (г< В). Действитель- 
но, в силу (2), имеем: 
п 
Г 


п—со 


гей 
в 


п а 
ие Е 61)? б 
— И — = 989 = (2) =, 
у ® 


п, 
Чи 


п-—со 


Зорь! 


ар | 


(реб) 


причем так как о, < оА®, тг В 
Рассмотрим интеграл 


й т [ й 
= | РР фа, оЗехв-г =...) 
|[2|=и-Е = 


Подставляя в него вместо 1 (2) ряд (14), получим: 


< О ь у о м, 
У а У. (15) 
= "® НЕ о “АНА 
Правая часть этого равенства, в силу (13), равна нулю при у =1, 2... 
Таким образом, имеем: 


ф (2) Р"*Р (2) 44 =0 (%=1,2,....), 
Ча |=-Ёе 


причем, как видно из построения, функция \р (2) не равна тождественно 
нулю. Поэтому система (7) не полна в круге | 2 | < А. Итак, если Ё (2) 
удовлетворяет уравнению вида (8), то система (7) не полна в круге 
|2|<А. Этим теорема доказана полностью. 

Отметим, что если рассматривается вся система последовательных 
обобщенных производных 


{РОТЕ (2)} (= бо.) 


без пропусков, то в теореме 1 функция Ф (2) = 0. Так как при } (2) = 
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== е* 1"} (2) = Е” (2), то в качестве следствия мы получаем такое 
утверждение: 
Для того чтобы система производных 
И В) 
функции Е (2), регулярной в круге | 2 | < В, была полна в круге | =| < В, 


необходимо и достаточно, чтобы функция Е (2) не удовлетворяла никакому 
Эифференциальному уравнению 


Е" (=) Ф(2), 


п—=0 


тарактеристическая функция которого принадлежит классу [1, В), а 
правая часть Ф (2) регулярна в некоторой окрестности начала и 
О-о.) 

Если рассматривается система последовательных производных 
без пропусков, то Ф (2) = 0, и, таким образом, имеет место следующий 
результат *. 

Система 
И а 
полна в круге | 2 | < В тогда и только тогда, когда функция К (2) не удов- 
летворяет никакому уравнению 


[®.®) 
Ха. Е (2) = 0, 
р 0 
характеристическая функция которого принадлежит классу [1, В). 


$ 2. О полноте системы производных аналитической функции 
в произвольной односвязной области 


Для системы обыкновенных производных можно указать условия 
полноты не только в круге, но и в произвольной односвязной области. 
ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы система производных И о 
=1,2,...) функции }(2), регулярной в односвязной области 0, была 
полна в 0), необходимо и достаточно, чтобы функция } (2) не удовлетворяла 
никакому соотношению вида 


УЕ О%=Ф(а, (16) 
С 
где | — замкнутый контур, лежащий внутри области 0, в (8) ЕЕ 0 — 
некоторая аналитическая на контуре \ и вне его функция, обращающаяся 
в нуль в бесконечности, Ф (2) — функция, аналитическая в некоторой 
окрестности начала, причем О-о. 
Доказательство. Пусть функция }(2) удовлетворяет неко- 
торому соотношению вида (16). Запишем ] (8 -{ 2) в виде ряда 


А) о 
ЕтаеУ 2 (17 


7==0 


* Этот результат, как мне стало известно при подготовке статьи к почати, 
другим способом одновременно получен Ю. А. Казьминым. 


548 В. П. ГРОМОВ 


и покажем. что этот ряд сходится равномерно по & (8 пробегает контур 
у, лежащий внутри 0), когда | 2| достаточно мало. Мы имеем: 


п у и 
О пря ЕЯ Га 


9 
Здесь Г; — окружность с центром в точке & и радиуса д; = 5 где 9— 


расстояние контура 1 до границы области Ш. 
Пусть М — максимум модуля функции ] (2) в кольце, описываемом 
окружностью Г:, когда & пробегает контур 1; тогда 


п (91 м очей в) 


и, следовательно, 


т 


<м 


(п) 
ЗА ТО © 


Отсюда видно, что если | 2| < 6;:, то ряд (17) равномерно сходится отно- 
сительно & на 1. Подставляя в (16) вместо } (Ё - 2) ряд (17) и интегрируя 
почленно, получим: 


т 
б1 


> (у (9; (5) 4) "= Ф(4.. 


п=0 


Так как Ф”» (0) =0 (у=4,2,...), то 


ры Вано» занредет 5 


Следовательно, система {/") (2)} не полна в области ). Итак, если ] (3}. 
удовлетворяет соотношению вида (16), то система 7 (2)} не полна в 
области Д. 


Докажем обратное утверждение. Пусть система {{"® (2)} (у = 1,2, ...} 
не полна в области О. Тогда будем иметь: 


ОЖ 6-12...) (18) 


где {| — некоторый замкнутый контур, лежащий внутри 0), ар (Е) = 0 — 
некоторая аналитическая на контуре ] и вне его функция, обращающаяся 
в нуль в бесконечности. 

Рассмотрим функцию 


Ф (2) - 


вт 28(9 4; 


очевидно, она регулярна в некоторой окрестности начала. Нам надо 
показать, что 


Ф®» (0) —= 0 (у =—= Л, я В 5). 
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" На основании (17) имеем: 


со 


Ф (9) = У(\19 = ® &) 


п 


РАС 


п! , 


й откуда, в силу (18), следует, что Ф"? (0) =0 (у=1,2,...). Теорема 
’ доказана. 
| Отметим, что если рассматривается полнота системы всех последова- 
| тельных производных, то в соотношении (16) функция Ф (2) = 0. 

В том случае, когда областью ДР является круг | 2| < В с центром 
в начале координат, интегральное соотношение (16) можно представить 
в виде дифференциального уравнения бесконечного порядка. Действитель- 
но, в этом случае функцию в (Е) можно представить в виде ряда 


(9 = Хан, 
К=0 


' равномерно сходящегося в области || > г, г< В, причем круг | 2| =г 
‚ содержит контур |, и тогда имеем: 


что согласуется с результатом 65 1. 


$ 3. Примеры применения теоремы 1 


В этом параграфе, опираясь на теорему 1, мы установим полноту во 
всей плоскости производных некоторых аналитических функций. Дока- 
жем сначала следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Е (2) — целая функция. Если выполняется одно 
из двух условий: 

1) функция Е (2) принадлежит классу [р, 9] и отлична от многочлена; 

2) функция Е (2) имеет порядок р, конечный тип с > 0 и не является 
конечной линейной комбинацией функций вида 


10.4), 2 (4), #рР (м),..., 
где № — постоянное, 
то система 0” Е, }| полна во всей плоскости. 
Доказательство. Пусть 


(= Ь; 
Пй=0 
так как РЁ (2) принадлежит классу [р, с] (в случае, если Р (2) 6 [р, 0] 
положим с = 0), то 


ть, 
Пи п? У |6, | = (ерс) 


ыы 
Р 


(19) 
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Введем, как это сделано в работе А. Ф. Леонтьева (3), функцию 
а 
т (и) = эти. (20) 


‘Здесь и всюду в дальнейшем а, обозначают тейлоровские коэффициенты 
функции ] (2), удовлетворяющие условиям (2). Согласно соотношениям 


(2) и (19), 


п 1 тп 1 | 

а а Ея [2 ЕЙ в | 
пы пы (0) а.о о 
п У 1, | 

Следовательно, ряд (20) сходится при |и| `>а. Мы имеем: 

4 
Р9=ж \ т) 1 (20) ав. (22). 
м =7,>“ | 


В силу свойства (3’), 


РЕ (= \ 7 (и) и} (и2) аи, 


ит, > а 


а поэтому оператор (5) представляется в виде | 


РР = \ Фата) (еп) аи, (23). 
м =т: >а | 
где ф(и) — характеристическая функция оператора (5). 
Допустим, что система {О”Р (2)} не полна во всей плоскости. Тогда, 


на основании теоремы 1, можно утверждать, что функция РЁ (2) удов- 
летворяет некоторому уравнению 


(= \ Фут (0 (в) аа = 0, (24) 
мик @ 
где ф (и) =Е 0. Из равенства (24) вытекает [см. (3), стр. 205], что функция 
ф (и) = ф (и) 7 (и) — целая. Следовательно, функция 


— фм 
—_ Ф(м) 


т (и) 


(регулярная при | и | `> а) есть мероморфная функция с конечным чис- 
лом полюсов, расположенных в круге |и| <а. Пусть №1, ^,,. .., А» — 
эти полюсы и 41, а,,..., а; — соответственно их кратности (приа = 0 
у Функции 7 (и) будет полюс только в точке ^, = 0). Тогда, в силу (22), 
функция Р (2) есть конечная линейная комбинация функций 


Руза), 2 на а.о а 1 ЗО и 


(в случае © = 0 функция ГЛ (2) есть многочлен). Это заключение мы полу- 
чили, предположив, что система {Р”Р (2)} не полна. Следовательно, если 
Е (2) не есть линейная конечная комбинация этих функций, то система 
{О"Р (2)} полна во всей плоскости, что и требовалось доказать. 


| 
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Заметим, что условию 2) теоремы будет удовлетворять, в частности, 
‘целая функция 


со 
а К 
Ве = 
п=0 
‘порядка р, конечного типа с > 0, для которой 


м а ==10. 


по п 


В самом деле, в этом случае, согласно теореме Полиа, для функции 


со 8, 
№ п 
И (и) ПЕ У Ки 
п=0 ау и 
п 
| все точки окружности |и| = а (границы круга сходимости ряда) явля- 


ются особыми и потому функция (22) не может быть конечной линейной 
комбинацией функций вида (25). 
Приведем пример полной системы вида {Д"\Р (2)}. 
= 
ТЕОРЕМА 4. Пусть Е (2) == (70 4. Тогда, какова бы ни была 


0 
последовательность целых положительных чисел {п,} таких, что 


Во = 0 


у—оо У 


система {)”Е (2)} полна во всей плоскости. 

Доказательство. Функция Ё (2) принадлежит классу [р, с]. 
Допустим, что система {)”’Р (2)} не полна во всей плоскости. Тогда, 
‹огласно теореме 1, функция Л (2) должна удовлетворять уравнению вида 
(8), причем 


Ф "(бег омабемони: .). 
В нашем случае оператор Д (АР) можно представить в форме (23) и потому 
уравнение (8) имеет вид 


ПИ 


ла 


\ (т (2) 1 (си) ав = Ф (9. (26) 


[21 ==Га 


Из этого соотношения видно, что функция 


со 
Ф@) = №62 (5. = О трих 52.) 
8—0 : 
— целая, класса [р, со). Для нее можно определить функцию 


[®,®) в 
п 
1: (и) = > али" ) 


п=0 


причем ряд будет сходиться при | и | > В, где В < оо. 


552 В. П. ГРОМОВ 


„Мы имеем: 
Ф (2) = 


и 1 (и) ] (2%) аи. 


|1ш|=и>В 


На основании этого равенства соотношение (26) может быть записано 
в виде 


} 72) 14 (шут (6) — та (1 Ча = 0, 


[и] = 


где г `> шах (а, В}. Отсюда следует, что функция | 


ф (и) =Ф (и) т (и) — т! (и) (2% 


— Целая, но этого не может быть. В самом деле, мы имеем: 


ПИ со со а,” 
Рагу фш= у = У, 
0 п=0 п=0 
откуда следует: 
= = =. 
ие 2 али" + р то "и 


Точка и = 1 для функции 7 (и) есть особая точка логарифмического ха- 
рактера. Значит, поскольку \ф (и) иф (и) — целые функции, из (27) можно 
заключить, что 1; (и) регулярна при | и | > 1 во всех точках окружности 
| и| =1, кроме точки и = 1, которая для 1, (и) является особой. Учи- 
тывая, что б„, = 0, запишем 1, (и) в виде ряда: 
= , 
ту 


+ (и) = в пои” 
и 


у= 4 


ту 


где {т,} = {п} — {п,}. Последовательность {т,} имеет плотность 


Им =1—*< 1, 

у>оо У 
поэтому, по теореме Полиа, на окружности |и| =Т у функции 1; (и) 
должны быть особые точки на каждой дуге раствора 2л (1 — т) < 2л. 
Следовательно, у 1, (и) на окружности | и| = 1 имеется не одна особая 


точка, как мы установили, а больше. Мы получили противоречие и, таким 
образом, наше допущение, что система {О”Р (2)} не полна во всей плос- 
кости, неверно. Теорема доказана. 

Аналогичным рассуждением можно убедиться в том, что если 


= 


=. 


22п 
== 
то при условии 


У 1 


т = Им 


у>оо п, 
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‹<система {Г”»Р (2)} также полна во всей плоскости. Действительно, в 
этом случае функция 


и — 
и имеет на окружности |и| = 1 две особые точки, а функция 1, (и), 
поскольку т должна иметь на окружности |и| = 1 по крайней 
‘мере три особые точки; в силу этого, функция (27) не может быть целой. 
Отметим, что если п, = 2% (у =1,2,...) (в этом случае т = 
= 1 о = — ‚ то система {О"Р (2)} уже не будет полной ни в каком 
ую Й, 


круге с центром в начале. В самом деле, функция Р (2) — четная и, как 
видно‘ из (3), производные /)?”Р (2) — также четные функции. Поэтому 
посредством системы {1)^Р (2)} (у =1,2,...) нельзя аппроксимиро- 
вать нечетные функции, например функцию 2. 
В заключение этого параграфа докажем следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 5. Если 


Е (2) = е\®, (28) 


где № (2) — многочлен степени > 2, то система обыкновенных производ- 
ных {Г” (2)} полна во всей плоскости. 

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно, 
согласно теореме 1, показать, что функция (28) не удовлетворяет никако- 


му уравнению вида 
со 


аи”) (2) = 0, (29) 
У 


п=0 


характеристическая функция которого принадлежит классу [1, оо). 
Предположим, что функция (28) удовлетворяет некоторому уравнению 
вида (29), тогда [см. (')] во всей плоскости она представляется в виде 


е*(2) = Шт У! а; (2) ©, (30) 


где р», — положительные целые числа, А; — корни характеристической 
со 

функции ф (и) = о ип, а; (2) — многочлен степени не выше у; — 1 
0 


и У; — кратность корня ^\;. 
Продифференцируем равенство (30): 
Ри 


№’ (2) 9 = Ша У, [а; (2) ^; + а (2)1 е". (34) 
100 ;—1 


Умножим равенство (30) на А’ (2); очевидно, правая часть полученного 
‘равенства должна быть равна правой части равенства (31), и мы получаем: 


< Ри 


Па У [#' (2) а; (2) — №; (2) — а; (2)1е" = 0. (32) 


т—оо 1=1 
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`Если мы покажем, что 
Й’ (2) а; (2) — а; (2) А; — а, (2) =0 (=1,2,...), (33} 


то отсюда будет следовать, что @; (2) = 0, а это противоречит равенству 
_ (30); тем самым теорема будет доказана. Итак, установим справедливость. 
(33), например, для } = 4. Пусть многочлен й’ (2) имеет степень $. Рас- 
смотрим функцию 


9 т _ < 
Ф: (и) == | те | = №. Вии”; 


- п=о 


очевидно, она принадлежит классу [1, со). Для нее точка Л, не является 
нулем, а точки ^; (| =2,3,...) являются нулями кратности 5%; > 
>у- $ — 1. Введем оператор 


Г: (у) = У Ву (2) 


п=0 
и подействуем им на обе части равенства (32). Так как 
тн (йе) =0 (= 0,41,2 а. 
то 
[1 {[А' (2) а, (2) — №а, (2) — ви (2)]е**} = 0. (34) 
Выражение в фигурных скобках можно представить в виде 


4 
>= \ 8 (9) 4, 
Г 


где & (1) — рациональная функция (2 (со) = 0) с единственным полюсом 
в точке ^.. Тогда равенство (34) примет форму | 


1 : 
тг |1 (0) 8 (0) её = 0. 


г 


Отсюда, поскольку Фи (^1) = 0, вытекает, что # (1) = 0 и, следовательно, 
№’ (2) а, (2) — №а, (2) — а (2) = 0, 


что и требовалось доказать. 


$ 4. Пример применения теоремы 2 


В работе А. Ф. Леонтьева (“) доказана 
ЛЕММА. Пусть Р (2) — регулярная функция экспоненциального типа 
‚6 угле | агв 2 | Зв, # (Ф) — ее индикатриса роста, в (2) — целая функ- 
ция экспоненциального типа, удовлетворяющая условию: для значений Ф, 
расположенных всюду плотно в некотором интервале |Ф | < ри, существует 
предел 
т ш [© (ге?) | 


= |1 Ф |. (35) 


Если Е (2) +0 и ЕР (2) обращается в нуль во всех нулях функции о (2), 


ПОЛНОТА СИСТЕМ ПРОИЗВОДНЫХ 555- 


расположенных в угле | ав 2| р» < ра, то у функции 1 (2), ассоцииро- 
ванкой по Борелю с К (2), имеются на вертикальной опорной прямой 
`х = 1 (0) две особые точки, расстояние между которыми не меньше 20. 

Из этой леммы, как частный случай, вытекает следующее утвержде- 


1 ние: если функция К (2) — целая экспоненциального типа и обращается 


в нуль в точках верхней части мнимой оси пи (п = 1,2,...) таких, что. 
. п 
Пт —— = = 0, (36). 
т со и 


то у функции 1 (2), ассоциированной по Борелю с Ё (2), имеются на гори- 

зонтальной опорной прямой х = — ® (5 с (2) регулярна ниже этой пря- 

мой) две особые точки, расстояние между которыми не меньше 2лт. 
Этим утверждением мы воспользуемся для доказательства следующего. 


результата *. 
ТЕОРЕМА. Пусть 


= >. ой (37) 
— аналитическая и периодическая с периодом 2п функция в полосе 
а< 1 (2 < в. (38) 
Если для Ё = д» (п =1,2,...), где ви — положительные целые числа, 
причем 
анны Е 0, (39). 


п>со п 


коэффициенты Фурье ск отличны от нуля, то система {$” (2)} (п = 
= 0, 1,2,...) полна в прямоугольнике 


—лт < Ве (2) лт ах 1( < В. (40) 


Доказательство. Предположим, что система {$ф”(2)} не 
полна в области (40); тогда функция ф (2) удовлетворяет соотношению 


ФЕ АО, (41) 
№ 
где {| — некоторый замкнутый контур, лежащий внутри области (40), 
Е (& = 0 — некоторая аналитическая на контуре | и вне его функция, 
обращающаяся в нуль в бесконечности. 
Имея в виду представление (37) (ряд (37) внутри полосы (38) схо- 
дится равномерно), запишем соотношение (41) в форме: 


(ФЕНА = > Де феме ‚ев — 0. 


т К=—со 
Отсюда вытекает, что 
ск | ев (ОЕ = ОЕ О.. .). 
ел 


* Как мне стало известно при подготовке статьи к печати, аналогичный ре- 
зультат одновременно получен, но еще не опубликован Ю. А. Казьминым. 
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Так как с,, =Е 0, то 


ел (= Обри ЗВ (42) 


Рассмотрим целую функцию 


9) = |8 (94. 


Эта функция экспоненциального типа и, согласно (42), в точках мнимой 
оси пиё (п = 1, 2,....) обращается в нуль. В силу утверждения, отмечен- 
ного в начале параграфа, функция & (&), являющаяся ассоциированной 
по Борелю с % (2), должна иметь на горизонтальной опорной прямой две 
особые точки, расстояние между которыми не меньше 2лт. Но это проти- 
воречит тому, что функция д (&) регулярна на контуре 1 и вне его. Таким 
образом, наше предположение, что система {ф” (2)} не полна, неверно. 
Теорема доказана. 

Теорема 5 обобщает следующую теорему И. И. Ибрагимова (5): 

Если Ф (2) — аналитическая и периодическая с периодом 2л функ- 
ция в полосе —л < [1 (2) < л, причем все коэффициенты Фурье функции 
Ф (2) отличны от нуля, то система {ф® (2)} полна в круге | 2| < л. 

В заключение выражаю искреннюю благодарность А. Ф. Леонтьеву 


за руководство данной работой. 
Поступило 


30.Х1.1959 
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О ДВУХ КЛАССАХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 
ПОЛИНОМОВ И МОМЕНТОВ 


В работе рассматриваются такие аппроксимационные‘ задачи, где 
наряду с величиной уклонения учитываются величины коэффициентов 
приближающего полинома. Эти задачи оказываются связанными с дру- 
гими задачами, принадлежащими кругу экстремальных проблем теории 
моментов. В рассматриваемых проблемах изучаются свойства экстре- 
мальных функций и исследуется вопрос об их единственности. Даются 
обобщения теоремы П. Л. Чебышева о характеристических свойствах 
полинома наилучшего приближения и комплексного аналога этой тео- 
ремы, установленного Е. Я. Ремезом, и указывается возможность эффек- 
тивного решения некоторых задач о предельных величинах интегралов. 


$ 1. Постановка задач и общие теоремы 


Пусть ЕЁ — локально-выпуклое вещественное или комплексное ли- 
нейное топологическое пространство и р (1) — непрерывный симметрич- 
ный выпуклый функционал в Е. 

Пусть, далее, Ё„ — п-мерное линейное пространство с локально- 
выпуклой топологией, состоящее из точек (^) = (^1,..., м), веществен- 
ных или комплексных, и р, (^) = р: (^1,..., №) — непрерывный симмет- 
ричный выпуклый функционал в Е». | 

Пусть, наконец, у, 11,..., 2. — линейно независимые элементы Ё. 
Нас будут интересовать следующие задачи. 

Задача 1. Найти 


а = ш | (у — х ль) ра (№, зы Ав ] (1) 


(=...) 
Задача П. Найти 


В = зар | { (9) | (2) 


по всем непрерывным линейным функционалам / ЕЁ”, удовлетворяющим 
условиям: 


| (2) | <Р (2) при всех 2 6Ё, (3) 
|[>} ^/ (2) | «ри» .. - №) при воех (1). (4) 


Первая из этих задач является усложненной аппроксимационной зада- 
чей, когда наряду с близостью полинома (здесь и далее мы называем 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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полиномами линейные комбинации элементов 11,..., 2) к приближае- 
мому элементу учитываются величины коэффициентов полинома. 

Вторая задача относится к экстремальным проблемам теории момен- 
тов, примыкающим к проблемам П. Л. Чебышева и А. А. Маркова о пре- 
дельных величинах интегралов. При этом «моменты» } (2,) не фиксиру- 
ются, как это чаще всего делается, а могут изменяться в установленных 
требованием (4) границах. 

Приведем некоторые конкретизации задач Ги П. Пусть О есть неко- 
торый компакт и у (1), 2, (1,..., 2» (1) — непрерывные функции. 

Задача [Ц с(0), ь1- Найти 


во [швах | у (0 — х ть (0 | + р @ь..., №) |. (5) 


(^) г 169 


Конкретизируя р, можно получить задачу 


‘ашож[и@ — У» т Зе. 1|, (6) 


(^) 


где числа г > Тиз, > 0, у ={1,..., п, заданы. Эту задачу будем обоз- 
начать через со, {е}, "| 


Устремляя г -> со, получим у Ис(О,, {2}. 97: 


т Е [шах | у (#) — р А, т, (2) | тах | &^, ||. (7) 
<у<в 
Пусть и — неотрицательная мера, определенная на теле измеримых 
(и) подмножеств некоторого абстрактного пространства О [см. опреде- 
ления в работе (?'), гл. 1]. Рассматривая пространство [/ (0) на О, состо- 
ящее из функций, интегрируемых по мере д вр-й степени, и заменяя 
в предыдущих задачах равномерную метрику интегральной, придем к 
таким проблемам: 
Задача 1 


120). Ра 
т 1 

52 ИЕ 

"ЦА у (4) В] 4} прое ^, |. (8) 
В частности, специализируя р, (^,..., А»), получим следующую за- 
дачу. 

Задача Ро, а" 
т НД Ьь (О я №» (1) | ар |* РУ Ум = | №, | | (9) 
У=1 

где 1 <р< + о, 1<г< { о. 


м ва — трио НИ мера на О. Тогда примером задачи 1 
является 
2] 


адача | : 
а а 


111 [шах | (#) — > №, х, (1) | Не И ы Аа, (6) | ай | Е (10) 


(^) СЕ 9 
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Если р (1) — неотрицательная весовая функция на 0, то можно еще 
поставить следующую задачу. 
Задача (с (4), с, ©: 


у [ шах [ у (0 —>^,> 0 |+ шах р (| У ^ >, |. (41) 


(^) - 169 


налоги ю . 
Ана чно формулируются задачи 1, ве и а, с @л 


„Мы полагаем, что после всего сказанного эти символы не трубуют даль- 
нейших пояснений. Заметим, что весовые функции можно было бы вво- 
дить и в первые члены формул (5), (6), (7), (10), (11). 

Рассмотрим примеры задачи П. 

Задача Шс(о р1. Найти 


вар | у (0 4 | (12) 
о 
по всем мерам 48 на О (вещественным или комплексным — смотря по 
тому, какое пространство С мы рассматриваем), при условии 
1481 < (13) 
9 
и таких моментах 
С, = =. (9 46, 
9 
что при любых (А) = (^\,..., №) 


| у ре. 


1 


и. (44) 


В частности, может быть получена 
Задача Шс‹о,, {‹;},, 1<7< 0. Найти (12) при условии 


(13) и таких моментах С у =1,..., п, что 
Я <У Ян (15) 
1 1 


При г = со имеем: 
т 


[> а тах | &, А, |. (16} 


1 1<<п 
Нетрудно видеть, что условия (15) и (16) соответственно эквивалентны 
следующим прямым условиям для моментов: 

В 1 17) 
С,= 0, если в, =0 и) ные 6 
ы 


С О (18) 
С, 


8, 


й 


би 0’ Чесли =, — О р 
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` 


В соотношениях (17) и (19), являющихся эквивалентами (15) и (16), 


р обозначает суммирование по тем индексам у, для хоторых &» = 


. Найти (12) по всем мерам 
Задача Пс, о 4 г< > (12) 


ЧЕ: на О, удовлетворяющим условию (13) и условию 


— И | АГ а (20) 


В (9) => №, (0. 


\ (0 4 
[4 
для любого многочлена 


В задаче П гс‹о), с›(9] Последнее неравенство заменяется неравенством 


\в (0 “4 <Зшахр(й|В (|, (21) 
В 1Е9 


Задача Пра. р 1 <“ а<о. Найти 


шах | \а (Ву (9 4% | (22) 
е 
по всем функциям а при условии 
а (Гав < 1 (23) 
9 


(при 4 = < неравенство (23) переходит в неравенство РД - 1) 


и при таких моментах 


С, = = (а (ар, (24) 
© 
для которых 
Ув, ре м | (25) 
1 


Дальнейшая конкретизация р: приводит (подобно тому, как это было 

описано выше) к задачам П ча) ая Зоо, 1 
| я УТ» 

П ао, г, (9) нь И ао. Ср (©) ° 


Тесная связь задач [и П базируется на следующей основной теореме 


ТЕОРЕМА 1. Экстремальные величины а п В в задачах Ти П равны 
между собой: 


Я = В. (26) 


Доказательству этой теоремы предпошлем две леммы, которые, как 
м сама теорема 1, представляют собой обобщение некоторых из так назы- 
ваемых принципов двойственности, широко применяемых в настоящее 
время к исследованию экстремальных и аппроксимационных проблем. 
Такого рода простые принципы, вытекающие из теоремы о продолжении 
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линейного функционала, устанавливают двойственные связи между 
задачами аппроксимаций в данном пространстве и некоторыми линей- 
ными экстремальными задачами в сопряженном пространстве. Наличие: 
таких связей оказывается весьма полезным для изучения обоих типов 
проблем. Впервые общая природа таких двойственных связей ‘была отме- 
чена. и исследована М. Г. Крейном ('). Несколько иные двойственные 
связи были установлены С. М. Никольским (2). Изучению двойственных 
связей и приложению их к разнообразным вопросам экстремального ха- 
_рактера посвящены также работы (3)—(?6) (статья (1?) имеет обзорный 
характер и содержит список литературы, относящейся к применению 
соотношений двойственности в теории аналитических функций. Мы не 
воспроизводим здесь этого списка, а цитируем лишь работы, в него не 
вошедшие). 

ЛЕММА 1. Пусть Е — линейное пространство, & СЕ — подпростран- 
ство, р (1) — симметричный выпуклый функционал в Е и В — множество 
линейных функционалов, удовлетворяющих неравенству 


|Ё (2) | <Р(2), тЕЕ, (27) 
и равных нулю на 8. Тогда для любого ту © 8 имеем: 


тах | Ё (5) | = шШЁр (1 — 2). (28} 
ЕВВ хе$ 


(Здесь и всюду в дальнейшем мы пишем шах и шш вместо зар и ш!Ё там, 
где зар или шЁ{ достигаются.) 

Доказательство. Будем считать, что Е — комплексное про- 
странство, ибо в противном случае рассуждения только бы упростились. 
Прежде всего, при всяком РЕВ и любом хЕб имеем: 


[Е (2) |= | Ё (% — 2) |< Р(% — 1) (29} 
и, значит, 


зы (во) | р (т — 2). (30) 


Далее, рассматривая Ё только как вещественное линейное простран- 
ство, будем изучать вещественные линейные функционалы Ё! (5), для 
которых 

Е. (*)1 < р (1), ЕД, и Г, (1) =0, 65. (31) 


Из обычного способа доказательства теоремы Хана—Банаха [см. 
(27), стр. 23, формула 3] следует, что найдется функционал Г’, (1), удов- 
летворяющий условиям (31) и такой, что 


2: (2) = ШЕр (2 — 2). (32) 
Образуем теперь комплексный функционал 
Е" (2) = № (1) — Ш аз). 
Тогда Ё° (2) = 0, если 566, и, обозначив агр Е° (2) через 0, ‘найдем; 


|2” (2) | =" (1) =Ё"(е “а = (е "а < 
<р(Е 1) =р (2). 
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‚Так как, кроме того, 
|" (8) 122 2% (вв) = р ( — 2), 


то лемма полностью доказана. 
ЛЕММА 2. Пусть Е — локально-выпувлое линейное топологическое 


‘пространство, Е’ — сопряженное пространство, СЕ’ — подпростран- 
ство в Е”, замкнутое в слабой топологии, 86 СЕ — - подпространство в Е, 
состоящее из всех общих нулей функционалов из &', В — множество всех 
функционалов из &, удовлетворяющих неравенству 


[Р (2) | <Р(2), 26Е, (33) 
2де р (1) — симметричный выпуклый функционал. непрерывный в Е. Тогда 
шах | Р (20) | = т (1% — 2). (34) 

РЕВ хе 


Доказательство. Любой линейный функционал Ё (5), удов- 
летворяющий (33), непрерывен и, следовательно, принадлежит Е. Кроме 
того, любой линейный непрерывный функционал, равный нулю на 6, 
входит в @  [см. (27), стр. 65], так как &° — слабо замкнутое в Е’ множе- 
ство. Значит, множество В в нашей лемме совпадает с множеством В из 
леммы 1. Применяя эту лемму, мы и получаем утверждение леммы 2. 
Приступая к доказательству теоремы 1, рассмотрим топологическое 
произведение Ё пространств Е и Е», состоящее из элементов 5 = 
= (2, ^,..., А»), где дЕЁ, а (^) = (№,..., №) ЕЕ». Легко понять, 
что произвольный непрерывный линейный функционал А (2) над Ё имеет 
вид: 
и 
У —=1 
где (1) — произвольный непрерывный линейный функционал в Ё, 
аС:,..., С» — произвольные числа (вещественные или комплексные). 
Функционал 


9 (ЕР + р (,..., №) (35) 


будет непрерывным, выпуклым, симметричным функционалом в Е. Рас- 
смотрим в сопряженном к Ё пространстве Ё° подпространство &", со- 
стоящее из таких векторов А =(}, С:,...,С»„), для которых вектор ЕЕ 
— произвольный, но С, = }(1,), х=1,..., п. Подпространство 5" 
замкнуто в слабой топологии росе. Рассмотрим в Е подпрост- 
ранство @, состоящее из всех общих нулей функционалов из &°. Пусть 
х= (1, ^,..., №) 66. Это значит, что при любом ЕЁ” 


1() — №№ (в) = 6 


ИЛИ 


1 (= — о №42, =.0, 
У=1 


З это. означает, что 


т 
= ь Аж». 
У=1 
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ть 
Пусть АС А — множество тех функционалов, для которых 


|® (2) |< 9 (2. (36) 

Покажем, что А состоит из тех и только тех векторов (}, С.,..., С»), 
для которых 

11 (2) <Зр(и р. Ом (37) 

В самом деле, если для вектора Е = (1, С.,..., Са) выполняются не- 


равенства (37), то при любом хЕЁЕ имеем: 


п | п 
а 9 с << 
У=1 У=1 
<Р (2) + 1 (,..., №) = 9 (2), 
т. е. (36) следует из (37). Пусть, наоборот, имеет место (36). Взяв для про- 
извольного х@Ё элемент х = (т, 0,...,0), найдем из (36) и (35), что 
[7 (2) | <р (2). Взяв, далее, для произвольного (^) = (\№,..., А») 6 Е» 
элемент (0, ^,,...,Л„) ЕЁ, находим из (36), что 
рев 
У=1 . 


Эквивалентность (36) и (37) таким образом установлена. 
* — 
Положим В=А[]@ и применим лемму 2 к элементу 4 = 


= (у, 0,..., 0). Тогда, используя (37) и (35), получаем: 
шах | Ё (2) | = тах И! -в-ш я —9- 
РЕВ |/(х)5р(х) С 


п, 
[У хр», | < рб.) 
1 


= в [ В Во 96 (38) 


а ты 
Теорема 1 доказана. 


ТЕОРЕМА 2. Существуют экстремальные полиномы ВА Ух, в за- 


1 
а 
даче | и экстремальные функционалы } в задаче И. Для того чтобы допусти- 
% 


* * мл 
мый функционал } был экстремальным в задаче П, а полином Р = № №, 


был экстремальным в задаче 1, необтодимо и достаточно, чтобы одновре- 
‚менно выполнялись условия: 

# * 10 * 

О У ОМ ТР (39) 


ор ба (40) 
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А 


(0 — произвольное вещественное число), а при всех (А) = (№). я) — 
условие 


р (41) 


Доказательство. Существование экстремального функцио- 
нала Г доказано в теореме 1 (что отмечено в записи шах, а не просто 5ир 
в формуле (38)), а доказательство существования минимизирующего агре- 
гата Р’ может быть проведено обычными в таких вопросах средствами, 
и мы на нем останавливаться не будем. 

Пусть те и Р°’— экстремальные элементы. Тогда 


5 @-и у—Р°*) + Х (Р°) |< Ш@-Р)| + 
т Ух (=,) |< (ея (42) 


Поскольку, по теореме 1, в формуле (42) имеют место равенства, то 
(39) и (40) выполняются. Обратно, из (39) и (40) следует, что 


|= Бьет р 
|7 Р)| = Р-Р) - р (м, ...,№) 
и, значит, т и. Р. —- экстремальные элементы. Теорема 2 доказана. 


Будем называть вектор 2 == 0 экстремальным для функционала т. 
удовлетворяющего условию (3), если 


[1 (2) | =р (50). 


Тогда теорема 2 может быть сформулирована следующим образом. 

Е ТЕОРЕМА 2’. Для того чтобы допустимый функционал [и полином 
Р были экстремальными элементами в задачах Ги П, необходимо и 00- 
статочно, чтобы элемент у — Р” был экстремальным для функционала 


Г, а элемент (№) = О: №) был экстремальным для функционала 


уз Х (5,) А, (если (^^) = 0) в, кроме того, чтобы выполнялись условие (41) 
1 
и равенство 


т 
ато } (у — Р°) = агро [5 т (=) м: Е 
1 
Рассмотрим, в качестве примера, функционал 
т 
Иры ТИ 
т 
Для экстремального полинома получаем в этом случае: 
ъ 
У АУ (< 
1 


хотя, согласно постановке задачи (р, {.,}, 1 (см. (18)), мы должны 


ъ 


|Х (“|= вы еь [Ж» (42) 
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были иметь: 
[в =... в (43) 


Поэтому соотношения (42’) и (43) эквивалентны следующим: 


* :(9— . й 
Г (1,) = ве“), если № == 0; причем а, = аге А, 


(44) 
Т (5,) = д», 
где 0, — произвольное число, для которого |6, | < &,, если № = 0. 
Следствие. Если функционал р. (№,..., м) достаточно велик, 
а именно, если при всех }, удовлетворяющих (3), и всех (^) = (№, ..., м) 


имеет место строгое неравенство 


хр! (^., ОИС Лик А»), 


Ул, (х,) 


то единственным экстремальным элементом в задаче Т будет р" = 0, 
а экстремальными в задаче П будут все те функционалы Г, удовлетво- 
ряющие (3), для которых 


| 9) | = 24). 
Рассмотрим, например, 
А Ро. 1 
Если при всех у =1,..., п 
=, > зар [1 (2) |, [7 (2) [| <Р (2), 


то из (44) найдем, что у экстремального полинома 
* 
ПО Е Е сам 


©. экстремальный полином есть нуль. Более того, в этом случае, если 
вообще 


А АНА НЫ. 


то №, = 0. 

Расширяя терминологию М. Г. Крейна ("), будем называть функционал 
7 (=), удовлетворяющий условию (3), нормальным, если он имеет экстре- 
мальный элемент и все его экстремальные элементы отличаются лишь 
скалярными множителями. Элемент 2 ЕЁ (1 == 0) назовем нормальным 
по полунорме р (2)), если функционалы ] (5), удовлетворяющие условиям 


[1 (2) | <Р (2), ЕЕ, [1(2) | = Р (2), (45) 
определяются единственным образом с точностью до постоянного мно- 
жителя К, | | =1. Известно, что хоть один функционал, удовлетворяю- 


щий условиям (45), всегда существует [см., например, (7), стр. 24]. 
Имеют место следующие критерии единственности, аналогичные "по- 
лученным М. Г. Крейном в работе (") для изучавшихся там задач. 
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ТЕОРЕМА 3. Если среди решений задачи 1 существует хоть одно реше’ 
ние Р’ такое, что у — Р” есть нормальный элемент, то решение задачи 
И единственно с точностью д0 постоянного множителя К, | Е | = 1. Если 
среди решений задачи П имеется хоть одно нормальное, тд решение задачи 
Г единственно. В частности, если Е — пространство типа В и р (1) — 
его норма, то в случае, когда Е — строго нормированное пространство, 
‚решение задачи 1 единственно, если же строго нормированным оказывается 
пространство Е”, то решение задачи Ш единственно. 

Доказательство. Первые два утверждения теоремы явля- 
ются непосредственным следствием теоремы 2. Докажем последнее ут- 
верждение. Если Е строго нормировано, то всякий функционал над Ё 
нормален [см. (1), стр. 178—179], а если Е” строго нормировано, то всякий 
элемент из Ё, будучи линейным функционалом для Е’, нормален. Теорема 
доказана. 

Интересно отметить, что строгая нормировка функционала р: (^) не 
‘обеспечивает единственности. В самом деле, пусть, например, ЕЁ — про- 
‹транство суммируемых на [0, 3] функций: 


Е = [, (10,31), р(2)= \1= (1) |. 


Положим р (^) =|^|, ж О =А, 


Че 102], 
= 16 [2, 3]. 


Тогда легко доказать, что 


а = ши [р (у — Аз) - ра (^)] 


достигается при любом ^, 0<л<Х 1. 

Приведем простую теорему об абсолютном характере экстремумов в 
задачах Ги П. Для задачи | в том простейшем ее случае, когда р, (^) = 0 
(обыкновенная аппроксимация), эта теорема совпадает с результатом 
С. И. Зуховицкого (?). 


ТЕОРЕМА 4. 41°. Если точка (^’) = (№,..., ^,) такова, что для всех 
(^) = (^,,..., А), лежащих в некоторой окрестности точки (^), 
р (у я У) р (“, 9 р (и— », =) р (^:, жа а 
И 1 
(46) 


т 


то полином Р’= У №1, дает решение задачи 1. 
1 


27. Пусть А — множество всех функционалов из Е’, удовлетворяющих 
условиям (3) и (4). Если для некоторого функционала Г ЕА существует 
такая окрестность 5 С: Ро что при всех |Е5 Г] А 


ГУ > ИТ, (47) 


то } дает решение задачи П. 
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п 


+ 5] *%* 
Доказательство. Пусть Р = > ^, х, есть решение задачи 
. 1 
* 
Т аР таковым не является, огда при любом & О< Ех 1, имеем: 


Ру — 1 — И - ОР”) + и) + 4-0”) < 
ЗЕ (у Р’) + р) ру —Р”) + р (^^) < 
«Р-Р + р (\). (48) 


Но при &, близком к единице, точка # (^') + (1 —4 (^”) попадает в ок- 
рестность точки (^”), упомянутую в условиях теоремы, и неравенство 
{48) придет в противоречие с неравенством (46). 

Пусть теперь функционал т СА дает решение задачи 1, а / не дает. 
При этом можно считать, что 


агр Г (у) = ав Г (9). 
Мы имеем: 


Гали = ИГ +а- АО. (49) 


Но (49) противоречит (47), ибо при &, близком к единице, функционал 
+ (1 ОГ Е5ПА. 

Нижеследующая теорема 5 играет важную роль в исследовании ряда 
вопросов в разбираемых нами задачах, и хотя эта теорема, по сути дела 
является известной [см. ('), а также (?)], мы, в целях полноты изложе- 
ния, приведем ее доказательство. 

Рассмотрим в п-мерном веществнном или комплексном пространстве 
А, множество В точек (с1,..., с»), имеющих представление: 


с. = 7 (т); =... п, 


где / (5) — некоторый функционал, удовлетворяющий неравенству (3), 
причем р (5х) — норма (т. е. р (2) = 0 равносильно х = 0). 

ТЕОРЕМА 5. В есть замкнутое, ограниченное, симметричное выпуклое 
тело, содержащее начало координат в качестве внутренней точки. Если 
«Ст не» С!) — граничная точка В, то ей соответствует функционал Г, ) 
имеющий в качестве экстремального элемента некоторый полином р* 

т 


== А ху. Обратно, всякому функционалу Г, имеющему в качестве экстре- 
1 


‚мального элемента некоторый полином Р”, соответствует в В граничная 
точка. 

Доказательство. Выпуклость, симметрия и ограниченность 
В очевидны. Чтобы доказать замкнутость, можно рассуждать следующим 
образом. Множество А всех функционалов ], удовлетворяющих неравен- 
ству (3), как известно, бикомпактно в слабой топологии пространства Е 
[см. (27), стр. 57)]. Оператор Т (1), ставящий в соответствие каждому 
функционалу /6А точку (] (21),...,/(12)) пространства А„, дает не- 
прерывное отображение А в А‚. Но непрерывный образ бикомпактного 
пространства бикомпактен [см. (7), стр. 31]. Всякое же бикомпактное 
множество в В„ ограничено и замкнуто. Докажем теперь, что В — тело, 
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— 


т. 6. содержит внутренние точки. Будем считать, что Ё„ комплексное (ве- 
щественный случай только проще) и будем смотреть на А„ как на 2п-мер- 
ное вещественное пространство. Если бы В не содержало внутренних 
точек, то оно все лежало бы в некоторой гиперплоскости 


т 


УокХь - ВкУх = 0 
э} 


(Хь + СУ» == Сь, К =1,..., п, @х, Вк — коэффициенты, не все равные 
нулю). Положив 7х = ох — к, запишем уравнение гиперплоскости в. 
комплексной форме: 


р п 
Ве У т&Сь — 0. 
1 
Наше допущение о В ведет, таким образом, к тождеству 
п 
‚ Ве» 1 (кз) = 0 
ыз 
или, в силу симметрии В, к тождеству 
е Е 
>11 (как) = 0 
1 


при всех функционалах |, удовлетворяющих (3). Но так как р (1) — 
норма, то отсюда следует, что 


Уьяь = 0 

1 
и, значит, 

{к = 0, М 

Действительно, если бы 

Уртьаь = 0, 

1 
то 

Р(Х ка» ) = 0. 
ь 


Но тогда во множестве А функционалов, удовлетворяющих‘ неравенству` 
(3), найдется такой, для которого 


1 тия) эр. (ль) + 0. 


* Ф 
Итак, В — выпуклое тело. Пусть (С,..., С») — граничная точка В. 
Но теореме Минковского, через нее можно провести гиперплоскость 


т 


УгаьХь ВТ, = 6" 
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так, что для всех точек`(С, = ХХ. +1 ,..., С, = Х, У) ЕВ бу- 
дем иметь: 


Харх, + ВУ < <8= Хех; Вик (Ск= ХТ =1,... п), 
шли, введя 1. = а, —#., 
Ве>}1%Ск < Ве Х1,С; 
1 1 у 


Так как В симметрично, то предыдущее неравенство эквивалентно сле- 
дующему: 


Ск 


< УхиС 
1 


Построив полином 
и 
ВЕХИ, 
В 
получаем: 


(в (В) | 


для всех /6А. Но’ известно ‘(частный случай леммы 2), что 
|Х (8) | = шах| 1 (В°) | =р(В)). 
1ЕА 


Значит, функционал Г, соответствующий граничной точке (© Е ИН 
имеет в качестве экстремального элемента некоторый полином А”. ро 
водя последние рассуждения в обратном порядке, можно заключить, 
что, наоборот, всякому функционалу /, имеющему в качестве экстремаль- 
ного элемента некоторую линейную комбинацию 


= > Тук, 
3. 


соответствует в В граничная точка. Поскольку же началу координат не 
- С * [2 

может соответствовать никакой функционал }, имеющий в качестве 
экстремального элемента нетривиальную линейную комбинацию 


‘Уиак = 0, 
1 


то О (0,...,0) есть внутренняя точка В. 

В качестве следствия мы получаем для интересующей нас проблемы 
такой результат: 

ТЕОРЕМА 6. Если Е — строго нормированное пространство и р (1) — 
норма в нем, а } (1) — функционал, экстремальный в проблеме П, то 
точка (Г (1,...,1 (12)) является внутренней для тела В (построен- 
ного в теореме 5). 
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® № 
Доказательство. Допустим, что (} (11), .. 2 Т (5,)) — гра- 
ничная точка тела В. Тогда, то теореме 5, функционал ] имеет экстре- 
мальный элемент 


п 
В* = № Ту ть- 
1 


Ф 
С другой стороны, по теореме 2, экстремальным для ] является элемент 
* 
у—Р, где 


Р* = У №. 
1 


Поскольку пространство Ё строго нормировано, то все экстремальные 
элементы / могут отличаться друг от друга лишь постоянным множите- 
лем [см. (')], а это ведет к линейной зависимости у от 121,..., 2- 
Полученное противоречие и доказывает теорему. 

Замечание. Если р (2) не является нормой строго нормирован- 
ного пространства Ё, то точка О... г (х„)) может лежать на гра- 
нице тела В — это следует из некоторых предложений $ 2. 


$ 2. Задачи 1 и П 


р Ч 
(.Р(9). р] [1.9 (9), 24 


Пусть линейно независимые функции у (1), т, ({),..., 2» (1) входят 
в 2 (0). 

Рассмотрим сперва случай р > 1. С помощью общих теорем $ 1 по- 
лучим следующий результат. 


ТЕОРЕМА 7. Для того чтобы полином Р° (1) = У» № х, (1 был реше- 


У=1 
нием задачи до, 2: В —> 1, а функция а’ (1) была решением задачи 


1 : 
Пя. О -- т 1, необходимо и достаточно, чтобы множество 01, 
на котором равна нулю функция а” ({), совпадало с точностью д0 множе- 
ства меры (р) нуль с множеством О., где у (#й) — Р°’(1) = 0, и чтобы на 
множестве @`\\ О, выполнялось равенство: 

а (#) — де УФ РФР 


* 3% А 0, 9—- 7 
у (:) —Р (1) Г. вещественное (50) 


или, что то же, 
. 01 м’ (2) |9 
У — РО = Ве, В>0. (51) 


Кроме того, должны удовлетворяться условия: 


а” (9 “аи =, (52) 
[е] 


) 9 (ОР (9 =е’р (м,..., №), 63) 


о 
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а для произвольного Р (1) = о Л,ж, (Г) — условие 


У=1 


\ “ФР |< а. (54) 
о 


При этом экстремальный многочлен р° (1) и экстремальная функция а (2) 
> определяются единственным образом. 

Доказательство. Пусть а” (дир (2) — экстремальные функ- 
ции. Так как, по неравенству Гёльдера — Рисса, 


\“Фуф-Р (1 % < |9 (0 у (0 — Р° (04а < 
9 9 


< Фе] [у-ва] 
у © 


9 


Е 
т 


< Ра , 
9 


(55) 


Ш 
р 


а в силу теоремы 2 в этой цепочке неравенств всюду должны быть равен- 
ства, то прежде всего выполняется условие (52). Отсюда следует совпа- 
дение множеств нулей а’ (1) иу (1) —Р° (1) с точностью до множеств меры, 
нуль. Действительно, если бы, например, на 0.5, где у (й —Р° (0 =0, 
не было равенства @” (1) = 0 почти везде, то мы имели бы:3 


(“фи =| } “фыо- 2 914 < 
9 : 9\9. г | 
< а © Ра. уф РР" < РР. 


[а 9 9 


Но строгое неравенство здесь невозможно. 
Далее, 


аго {а” (1) [у (® — Р” (1) ]} = с0оп% = 0 
почти везде (и) на О\ О; и 


|4" (д "= Су (д — РОГ, С>0, 


опять-таки в силу наличия равенств во всех звеньях цепочки (55) [см. 
(8°)], а это эквивалентно равенствам (50) и (51). Наконец, условия (53). 
и (54) представляют собой конкретизацию условий (40) и (41) теоремы 2. 

Мы доказали, что экстремальные функции @° (1) иу (1) — Р°* (1) удов- 
летворяют всем соотношениям (50)—(54). Обратно, если все эти соотно- 
шения выполнены для какой-нибудь функции а” (1) и разности у (1) — 
— р" (1), то из! (50) и (52) будет следовать выполнение равенств в цепочке: 
(55), а значит, и экстремальность элемента у (1) — Р* (Г) для функцио- 
нала, порождаемого функцией а" (1). Но это вместе с (53) и (54) означает, 
в силу теоремы 2, экстремальность а” (1) иР” (1) в задачах П и Г соответ- 
ственно. 
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ь 73 * 
Единственность экстремальных функций а” (1) и Р° (1) вытекает из 
теоремы 3, так как пространство Г» (0), р>1, строго нормировано. 
Совершенно так же устанавливается. 


ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы полином Р” (1) = >} ^, 2, (6) был экстре- 


У 
‚мальным в задаче Г 2 „]? а функция а" (1), | а (1 | <1, почти везде на 
[1% 1 


(9), 


О была экстремальной в задаче И необходимо и достаточно, 


[102 (9). 2 
чтобы почти всюду на О имели место равенство 


а (1) [у (6) — Р" (1 = у (4) —Р* | (56) 


(6 — вещественное) и соотношения (53) и (54). 
Замечание. Если р, (^№,..., Л») = 0, то теоремы 7 и 8 дают 
характеристический признак полинома наименьшего уклонения в метри- 


ках [ь (0), р>1 [ем. (1), (?), (°), (°), ("), (5), (5), ©°)1. 


Вопрос о единственности экстремальных функций в задаче 1 ой 
р), 2: 


и задаче труднее, чем в теореме 5, и требует специального 


[1 (9). в] 
изучения. Мы уже исследовали в свое время эту проблему (см. (3) и (1), 
где приведена библиография предшествующих работ) для р, (^) = 0 — 
‘обычной аппроксимации в [1. Здесь мы приведем некоторые результаты 
для общего случая. Заметим, что пример, показывающий возможность 
‚отсутствия единственности для Р”, уже был приведен. Это же следует из 
известных примеров [см. (')] в случае, когда р, (^) = 0. Дальнейшие 
примеры множественности экстремальных функций Р” (1) будут даны 
ниже. 

Из теоремы 5 вытекает нужная нам для дальнейшего 

ТЕОРЕМА 9. Пусть В, 1<4а<- ©, — множество точек (С1,... 

., С,) п-мерного (комплексного или вещественного) пространства В», 


координаты которых С, у =1,..., п, имеют представление 
С, = «(0 =, (в) ар а," 9 (57) 
где . 
Мао <1 9+), (58) 
али, з 
а (| <1 (а= ®). (59) 


Тогда Ва есть замкнутое, ограниченное, выпуклое, симметричное тело 
в Ви, содержащее начало координат в качестве внутренней точки. Каж- 
‘д0й граничной точке в Ви, 1<4< -[ со, соответствует’ в (57) единст- 
‚венная функция а" (1) и единственный полином 


В* (=> тих, (9 
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такие, что а" (1) = 0 там и только там, где В* (1) = и 


* р 
ОАО, КФ Ао (60) 


ав (58) для а’ (1) имеет место равенство. 


Далее, всякая функция а” (1), соответствующая некоторой граничной 
точке в Во, удовлетворяет соотношению 


а" (8) В* (1 = | В* (10| почти везде (п), (61) 


причем эта функция единственна, если связанный с нею в (61) многочлен 
В* (5; 0 почти везде (р) на О. 

Обратно, всякой функции а" (1), удовлетворяющей (60) или (64), отве- 
чает граничная точка в Ва, соответственно в Во. 

Теорема 9 доказывается на основе теоремы 5 с помощью рассужде- 
ний, аналогичных рассуждениям доказательства теоремы 7. 

Заметим, что в случае, когда О = [а, 6], функции 2, (#,..., 2. (№ 
образуют систему ЦП. Л. Чебышева на (а, 6), а мера р такова, что каждая 
непустая порция [а, 6] имеет положительную меру, утверждение нашей 
теоремы, относящееся к Во, является частным случаем одной теоремы 
М. Г. Крейна [см. (32), теорема 1.3, гл. |]. 
_ ТЕОРЕМА 10. Пусть О = [а, 6], вещественные функции х\ (1,..., т (1) 
непрерывны на (а, 6) и образуют там систему П. Л. Чебышева, веществен- 
ная функция у (1) непрерывна на (а, 6), мера № такова, что каждая непус- 
тая порция [а, 6] имеет положительную меру (т. е. [а, 6] есть приве- 
денное множество относительно меры р), а мера вслкого одноточечного 


множества равна нулю. Пусть, далее, функционал ру (№,..., 2) таков, 
что если функция а (1) удовлетворяет неравенствам (24) и (25), то внут- 
ри тела В» существует точка (С1,...,С„) такая, что 
ГЕ \=(0 а ее. 
6 


Тогда экстремальный полином Р” (1) в задаче Г ] единственен. 


№ 
т, ([а, 6], Ра 
В самом деле, допустим, что существуют два экстремальных полинома 


Р" (= УМ, (1) 


Р* (В = У №, (1. 


Возьмем числа 0 < 31 < $. «1 и образуем полиномы Ри: 
Р; (1) = ЗРЯ 2”; т=64 (62) 
Так как 
ру (6) — 2: (1) |<я|у (0 — Р* (| + (—я)|у(@ —Р” (0, (63) 
Ра (81 (№") - (1 — я) (^"")) < яр (№) + (1 — 4) р (№), (63’) 
то Ру ирР, являются также экстремальными многочленами и, кроме того, 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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в (63) имеют место равенства. Но тогда из (683) следует, что разности 
у (1) — Р+ (1) обращаются в нуль лишь в тех точках, в которых одновре- 


менно 


у (0 —Р* (1) =0иу(1) —Р” (0 =0, 
а эти точки составляют часть тех точек, где. 
Р* (1) =Р” (8. 


Так как функции 21 (1),..., 2» (1) образуют систему П. Л. Чебышева на 
(а, 6), то число упомянутых сейчас точек на (а, 6) не превосходит п — 1. 
Пусть #,...,& — те из этих точек (5 < п — 1), в которых разность 
у (1) —Р, (1) меняет знак. Построим полином 


В (д = > 8,2, (0, 


меняющий знак в точках #й,..., В и только в них. Такой полином, в 
силу свойств систем П. Л. Чебышева, всегда существует. Пусть а” (1) — 
функция, решающая проблему Про (а ел В силу теоремы 7 имеем: 

р ’ ’ 1 ы 


а" (0 у (4) —Р.: (0] = у —Р:(@ |, 1 


почти всюду (п), а значит, а’ (1 В (1) = | В (1 | почти всюду (и), так как 
последнее равенство может нарушаться дополнительно по сравнению 
с предыдущим лишь в тех нулях у (1) — Р, (1), в которых не происходит 
смены знака этой разности, но мера всякого конечного множества точек 
равна, по условию теоремы, нулю. В силу теоремы 9 отсюда следует, 
что точка В ве О где 


& 2, (64) 


| 


[о . 
СЕ (о (бам... 
а 
— граничная для Въ, а это противоречит предположениям о функцио- 
налета Ареал 
Замечание. Если р, (^,,..., Л.) = 0, то теорема 10 верна для 


любой меры п, удовлетворяющей лишь первому из наложенных в теореме 
на и требований [см. (1), теорема 8]. Доказательство следует из того, что 
в этом случае для любого полинома Р (#) имеет место равенство 


ь 
\° (Р (да =0, 
в то время как для построенного нами полинома Ё (1) 
[и 
(0 В (ар =0. 


Приведем простой пример, показывающий, что условие, наложенное 
в теореме на р1, существенно. 
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Пусть О = [0, 1], система П. Л. Чебышева на (0, 1) состоит из одной 


функции 2; () = Ву (0 =Е+ 4, р, (4) = |^|, 4% = 4. При0 << 2 
имеем: 


1 1 1 
#09 = Пу) — 2 (014 + р = (+ 0а — Мм 3. 
6 0 о 
При ^>2 
в 
ЕЯ 


3 


5 (= \ иж | ем А-З. 


0 


ны 


А—1 


Таким образом, любая функция №4, 0 < ЛХ 2, является экстремальной, 
и единственности здесь нет. Точка > является граничной для тела Ву. 

ТЕОРЕМА 11. Если в условиях теоремы 10 экстремальная разность 
у (Е) —Р* (1) обращается в нуль лишь на множестве меры (в) нуль, то 
она меняет знак не менее чем в п точках. Если же р! (№,...,^.) =0 
(обычное наилучшее приближение в Г. ([а, 6])), то экстремальная раз- 
ность меняет знак не менее чем в п точках, причем.на меру и в этом 
случае достаточно наложить лишь первое требование из теоремы 10. 

Доказательство. Пусть, сначала, р, = 0. Обозначим через 
1,...,&, $5 ЗП -— 1, те нули разности у (1) — Р" (1), в которых она 
меняет знак, и пусть 


ВО = 2162,0) 


— полином, меняющий знак в этих и только в этих точках. 
Так как 


а" (1) 9 (0 —Р" (01 =|у0@) —Р° (0 | 


почти везде (р), то и 
а“ (08 (0) =|А (| 


почти везде (и), ибо последнее равенство могло бы нарушаться дополни-. 
тельно по сравнению с предыдущим лишь в некоторых нулях разности 
у (:) — Р* (1) (не вошедших в #,...,1;), а множество всех нулей имеет 
нулевую меру. Мы получили такое же противоречие, как в конце дока- 
зательства теоремы 10. Если теперь р: = 0, то 

ь 

а" (ОР =о 


а 


для любого полинома Р (1). Но очевидно, что 


ь 


| ОЕ (ар - 0. 


а 
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с 


`Теорема доказана. (Случай р: (^№,...,^») = 0 известен [см. (5')], 
когда мера 4й = 4.) 
Заметим, что, несмотря на теорему 6, аналог теоремы 11 несправедлив 
для задачи т; 2. — при р > 1. 
Пример. Пусть 0 = [0,1], у (= В (=Ьр> 1, тт =Ь 
ди = 4. 
Положим 
Е: 
“(= (ф-® “м. 
Тогда 


Ка” (ед 9 аё = 4. 


Функция а” (1) дает решение задачи: 


1 


шах | а у! е (65) 
0 
по всем функциям а (1), для которых 
1. 
ава, (66) 
0 
ибо 
и (ИР т - 
= Ао О ОО 
Далее, 


|= 


1 1 у) 1 
у а а ый 

с=\ а". (0й = \ (+1) Ч: = фа) “(Ри 

0 0 
Но легко видеть, что тело В. в нашем случае есть отрезок [— 1, 1]. 
Поэтому точка С есть внутренняя точка тела В. Рассмотрим функцио- - 
нал р1 (^) = =&|^|, где С <= < 1. Тогда в задаче Ира о В 
торой требуется найти (65) при « (1), удовлетворяющих условию (66) и 
неравенству 


ко- 


а (01-4 | <, (67) 


э. = 


экстремальной будет функция а" ({), ибо ее момент С удовлетворяет нера- 
венству (67) и она дает абсолютный максимум (64) лишь при единствен- 
ном условии (66). Так как 


. Ту (0 
О ту, 
то экстремальная разность в задаче Тр о |), 21 9СТЬ сама функция у (1), 
р , ‚ р: 
но она ни разу не меняет знака. 


Тем не менее справедлива следующая 
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ТЕОРЕМА 12. Пусть 0 = [а,6], 21 (1,..., 2» (4), у (@® непрерывны 
на (а, 6), т: (1),..., т» (1) — система П. Л. Чебышева на (а, 6), в — 
такая мера, что каждая непустая порция отрезка [а, 6] имеет положи- 
тельную меру, р > 1. Тогда, каков бы ни был функционал р: (№, ..., №), 


найдется число ду О такое, что при всех 6 бо в задаче 1 
— : Р < [20 (а. 5), ра] 


экстремальная разность у (1) — Р* (1) меняет знак не менее чем п раз 
на интервале (а, 6). 

Допуская противное, мы найдем последовательность чисел {д„}, 
бк +0, для которой экстремальные разности у (1 —Р» (#) в за- 


ачах | меняют знак не более чем вп — 1 точке. Можно 
-4 [28 (а, 5), Зкр | 


считать, что таких точек у всех задач одно и то же количество $ <л— 1. 
Пусть и те атОЧки. перемены знака разности у (1 — Ру (1. Мы 
можем также считать, что при любом А на ЕО (а, п) знак разности 
положительный. Тогда на любом интервале (и, #1) при любом Ё знаки 
А будут рада Знак функции ох (0, решающей проблему 


| ([ , }, КР 


у (1) —РА (1). В силу слабой компактности сферы в [4 ([а,6]), можно 
* 

считать, что последовательность {а ({)} слабо сходится к функции а” (1). 

Заметим, прежде всего, что <” (2) =Е 0. Действительно, число В», решающее 


задачу сх ий ый 


[2 
‚ Вь = шах | (а (у (2) 4 
а (1) ы 
при условиях 


О ь ОО 
1 


ь 
а (2) “ар < 1, |\ Ра 


В «У - 


больше, чем число 
[2 


— шах |\гфуфа| 


при условиях 


ь 


о <, \Р (да 44 = 00 для всех Р (0) - (67) 
я В > 0, ибо у (1) не зависит линейно от 2: ей ...) 2 (1), и, значит, 
Гог Фуд | = [5 ду у] = Вшвк> 0. 

Далее, в силу (67’), для любого многочлена 


Ра = У А, (#) 
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имеем: 
|4) [2] 


о ОР (ар = В \ о (ИР (а = 0, (68) 
Кс ь 
а а 
ибо дк — 0. 

Можно считать, что при любом { последовательность точек й имеет 
предел. Обозначим пределы, лежащие внутри (а, 6), через 


п те ви 


В интервале {;, #;1 знак функции о" (1) не меняется. Действительно, пусть 
% — наибольший индекс среди тех последовательностей {#}, И, а 
которые сходятся к __ #5. Тогда последовательность & сходится к 
6, а последовательность Ана сходится к Ин. Пусть, например, 
а, (1) >0 в интервале (и, Е. ). Покажем, что @* (2) > 0 почти везде (и) 
в Я 41). Будем считать, для определенности, что интервал (=, на) 
лежит внутри интервала (1, #;,,). Если на некотором множестве 


ЕС (1, 6-4) в (Е) > 0, в" (0 < 0, по 
0> | а" (2 ар = а \ о (2) 41 = Пт \ а (д ар>0. (69) 
Е оо Е—со Е 
вп (а) 


Последнее равенство вытекает из того, что 


(4 = у. (0) ар + 
5 ЕП (#7; те и Ен) 
+ \ 20%+ | о 20 
ЕП (1-4, ЕП (Чен) 
но 
\. 
(0) 4 | ЗВЕП@, &) 7 > 
в (18) 
и точно так же 
о, (8) ал 0. 
ЕП (1) 
Противоречие в (69) показывает, что а” (#) сохраняет знак в (&;, &+ 1). 
Аналогично показывается, что а” (1) сохраняет знак в (а, В) и (1,, 5). 
Таким образом, у а” ({) не более п — 1 точки перемены знака. Построив 


полином А (1), меняющий знак в тех же точках, что ис" (1) и только в них, 


получим: 
ь, 


= ОВО +0. 


’ Но ‘это противоречит равенству (68). Теорема доказана. 
Приведем еще одну теорему о единственности экстремали в задаче 


1 : 
[1 (9), | 
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ТЕОРЕМА 13. Пусть 0 = р — область плоскости комплексного пере- 
менного, т: (1),..., 2» (1) — аналитические в ) функции, и — мера та-_ 
| кая, что каждая непустая порция О) имеет положительную меру, и мера 
| одноточечных множеств равна нулю. Пусть, далее, функционал ру (^,..., Аш) 
таков, что если функция ^. (1) удовлетворяет неравенствам (24) и (25), то 


` внутри тела Ве существует точка (С\,...,С„) такая, что 
Су — = (0 = (д 4, = аа л. 
р 


Тогда для любой непрерывной в Р) функции у (1) экстремальный много- 
\ член Р* (1) в задаче а о единственен. Если р: (м,..., А») = 0, то 
[7 › 1 


‚ единственность имеет место и тогда, когда мера № удовлетворяет 
лишь первому из наложенных требований. Наконец, если функция у (8 
аналитична, то единственность имеет место при любом р, (№,..., №»). 

Доказательство. Сохраняя обозначения теоремы 410 и рас- 
суждая, как в начале ее доказательства, мы получим, что функция а” (1) 
непрерывна всюду, кроме счетного множества точек, где Р! (й = Р. (2). 

` Далее, вычитая из одного равенства (64) другое, найдем: 


а (0) 90 ==| 90} `_ (70) 


где 0 (1 = Р.(1) —Р, (1. В силу непрерывности а” (1) и ны всюду, 


кроме нулей О (1), знак в (70) постоянен и, значит, считая его для опре- 
деленности плюсом, имеем почти везде в ДО: 


а" (0 =|9(0|. 


Но это значит, что функции а” (#) соответствует в В» граничная точка, 
что противоречит условию. Если же у (1) также аналитична в), то мы 
имели бы: 


у —Р: (0 | |090 | 
у —Р:() 90 


всюду, кроме нулей О (1. Но тогда для аналитических функций © () и 
у (1) —Р, (1) выполнялось бы равенство 


аго [у (1) —Р, (1)] = агв © (1 


а (= 


и, значит, 
у (й —Р, (@ =9(, 


что противоречит линейной независимости у (#) от функций 21,..., 2% (0). 
Наконец, если р! (\1,..., АЛ») = 0, то 


о" (д ор +0 


р 


что невозможно, ибо функция а” (#) ортогональна к 21 (1,...,) 2 (И. 
Этот последний случай уже доказан нами ранее [см. (1)]. 
Из предшествующих теорем следует 


ТЕОРЕМА 414. Экстремальная функция а’ (1) в задаче И ор, 


единственна, если экстремальная разность у (1) — Р* (1) в задаче Ца (9). ри] 
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имеет множество нулей меры нуль. а" (1) единственна также, если всякий 
п 


многочлен Р (1) = ль (#) имеет множество нулей меры нуль, а задача 


1 
1 имеет два решения. 
[1 (9). р] < 


В дополнительных разъяснениях нуждается лишь вторая часть тео- 
*® * 
ремы. Если Р, (1) и Р. (1) — два экстремальных полинома, то полином 


Р, (2 = $Р1 (1) + (1 —5)Р.(), 0<%$;<1, 
также будет экстремальным и, как показано в ПОКАЗОВ тор 


10, разность у ({) — Р: (1) обращается в нуль лишь там, где 7: (0) = Рь (1), 
но последнее множество, по условию теоремы, имеет нулевую меру. 


$ 3. Задачи Цс(0),р1 ий Шо), 


Пусть О — компакт. Будем для непрерывной на О функции } (1) 
обозначать через О; множество тех точек из О, в которых |} (1) | дости- 
гает максимума. 


п 
ТЕОРЕМА 15. Для того чтобы полином Р”* (1) = м № 2» (#) был экстре- 
У=1 
мальным в задаче Пс (9),тр» @ мера 42 была экстремальной в задаче 


Пс(9), р» Необходимо и достаточно, чтобы мера 48" была сосредото- 
чена на некотором подмножестве 6 множества О,_р», и если 


М = мах |у (1 —Р” (1) | 
Е9 


то должно выполняться равенство — 
[у (2) —Р* (01 48" = Ме | а" | (71) 
почти всюду по мере | 4" |. Кроме того, должны удовлетворяться условия: 


ав" = 1, (72). 
© 
Ра”. = р: ыы е, д, (73) 


5.— 


а для произвольного Р (1 = я, х, (1) — условие 
1 


© 
В соотношениях (11), (13) и (14) 0 — произвольное вещественное число. 
Доказательство. ‘Согласно теореме 2, элемент у (8) — Р* (2) 


должен быть экстремальным для функционала } (2) = \ х (8 а:*. По- 
9 


ое ра (Аве, №). (74) 


этому, с одной стороны, 


Цыо-= 


< 9-РОа< м \ 148, (15) 
9 


а с другой, — в цепочке (75) должны иметь место равенства. Это немедлен- 
но дает, что точки роста меры 48” лежат на),_р* и выполняются соотно- 
шения (71) и (72). Соотношения же (73) и (74) являются простой конкре- 
тизацией условий (40) и (41). 
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ТЕОРЕМА 16. Существует подмножество О„С- 0, состоящее из г`точек 
(7 <п- 1 в вещественном случае и г < 2п - 1 в комплексном) такое, 
что решения задач Цс(о„).рл и Пцс(0),р| совпадают соответственно 


’ с решениями задач Цс (9), ру й Пс (9). р1 (функции у (8, 21 (1,..., 2 (1 


заданы и непрерывны на 0). 
Доказательство для задачи | следует из общей теоремы Л. Г. Шни- 


рельмана (33), а для задачи П — из ее связи с задачей 1, выведенной в тео- 
реме 1. 


Следующая теорема дает более конструктивную, чем теорема 15, 
форму характеристического признака экстремального полинома Р* (1. 


ТЕОРЕМА 17. Для того чтобы полином Р" (1) =>!^, х, (1) был экс- 
| 


тремальным в задаче Цс (0). Необходимо и достаточно, чтобы суще- 
ствовали г точек (т Зп- 1 в вещественном случае и г < 2п -+ 1 в ком- 


плексном) Ц,...,6 из Ор, положительные числа рл,..., И, и веще- 
ственные числа 9,...,0, такие, чтобы выполнялись соотношения: 
у (65) — 2" (4) = Ме", 1=1....6 М= ЛЬ 
16 
2 г 
м о (77) 
1—1 =1 


в 


а для любого многочлена Р (1) = У} А, (Е) — соотношение 
3 


Уре | < р, бы»... ,*,. (78) 
]=1 


Доказательство. Доказательство немедленно следует из тео- 
рем 15 и 416, если в теореме 15 взять за 8 множество 0, из теоремы 16. 
Пусть 42° — та из экстремальных для 0, мер, у которой 0 в (71) рав- 
но нулю. Обозначив «атом» меры 48", находящийся в точке &;, через 8; 
и положив 

* аж, + — 9 
[8] = ия атё 8; р 


мы и приходим к соотношениям, указанным в теореме. . 

Теорема 17 является обобщением теоремы Е. Я. Ремеза (*°), (35), даю- 
щей признак полинома наилучшего приближения в комплексной области. 
Из теоремы Е. Я. Ремеза вытекает, в частности, классическая теорема 
П. Л. Чебышева (заметим, что в другой форме характеристика полинома 
наилучшего приближения была ранее Е. Я. Ремеза найдена А. Н. Кол- 
могоровым (36); см. также (5"), {*°)). Чтобы получить из теоремы 16 теорему 
Е. Я. Ремеза, достаточно положить ри (\№,..., А») =0 и тогда условия 
(77) и (78) заменятся одним соотношением: 


УР ие = 0 (79) 
1—1 


для любого полинома Р (1). 
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> Рассмотрим еще случай, когда 


% 


ра коню | А 


У=1 


(=, > 0 заданы). В силу (44), в этом случае соотношения (77) и (78) экви- 
валентны таким: 


г 
10; в $ Г Рек. * 
У ве 2, (В) = ве “°, если №50, а, = 8 »,, 


(80) 


ых ре” ль (1) =6, [60,|<ь,, если № = 0. 
1=1 
ЛЕММА 3. Пусть С, = у Е (1) х, (6), 8 (4) =0, 71=4, т. 
1=1 
УИ а (1) | =1, у=1,...,лп, причем функции’ 2 (1,..., 2 (4) обра- 
1 


зуют систему П. Л. Чебышева на О. Тогда в п-мерном (комплексном или 
вещественном — смотря по тому, какой случай мы рассматриваем) про- 
странстве В„ существует такая окрестность 5 начала координат, что 


если (С1,..., С) 65, тог>п- 4. 


Доказательство. Допуская противное, с помощью рассужде- | 
ний, аналогичных приведенным в теореме 12, мы придем к мере 45°, со- 


средоточенной в г < п точках и ортогональной ко всем многочленам 


Р (#) = У №1, (9, 
у 1 
для которых 


г 


Но, построив многочлен А ({), удовлетворяющий интерполяционным усло- 
виям 


ЕЖЕ 


В (6) = ах 


У Вит 


мы получим, что полином А ({) не ортогонален к 42°. 

Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 18. Если х (1),..., т» (1) — система П. Л. Чебышева на 
@, то для произвольного функционала р: (№,..., №) существует такое 
число То, что при всех 0 < 1 < 1, множество 0, (см. теорему 16) для 
задач  Цсо)лрП и Псори С произвольной функцией у() со- 


; > 1. (2) (6) = 0, > | = (2; | =1, = (;) =Е 0, 1 = ыы г.(81) | 


держит г = п - 1 точек в вещественном случае и п Е 1 гп +1 — 


в комплексном. 


Для доказательства надо взять такое п,, чтобы при всяком 1 < 1 


неравенство (4) с заменой р, (^\1,..., Л») на тр, (м,..., ^„) обеспечи- 
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вало принадлежность точки (] (т1),..., / (2.)) окрестности 5 из леммы 
3, а затем сопоставить лемму 3 и теорему 16. 


Приведем простой пример, показывающий, что при отсутствии доста- 


’ точной малости у 1 ни теорема 18, ни единственность экстремального 


полинома Р”, вообще говоря, не имеют места. 
Пусть О = [0, 1], у =Ь 21 (0 =1, р: (^) =|^|. Легко видеть, 
что здесь для задачи Га = {1 и Ш! достигается для всякой функции 


Н : 4 
Ла: (Й =^ ели 0<%А<-. Значит, здесь нет единственности, хотя 


Я (1) и 2; (1) образуют систему П. Л. Чебышева на [0, 1]. Кроме того, при 


В О<лх > множество О, состоит из одной точки, а не из двух, как долж- 


но было быть, если бы теорема 18 была справедлива при всяком 1 [ср. 


(41). 


Из теоремы 5 легко получается 


ТЕОРЕМА 19. Множество Всю) точек (С1,..., С»), где 
Су = \ =, (0 а А 
9 
и 
ав |< 1, (82) 
9 


есть ограниченное, симметричное, замкнутое, выпуклое тело. Для того 
* * ь 

чтобы точка (С:,..., С) была граничной в Вс(о), необходимо и доста- 

точно, чтобы ей соответствовала. мера 48” со следующими, свойствами: 


14|, 


2) существует полином В" (1) такой, что множество & точек роста меры 
48° содержится в Ов+, причем 


В* (1) 45° = М | а", М = тах | В* (1) |. 
169 
ЛЕММА 4. Пусть 0, (т = п + {1 в вещественном случае и п +1 < 


<г<2п +1 — в комплексном) — произвольное подмножество ©, со» 
стоящее из г точек и такое, что существует мера ав, сосредоточенная на 
г 


©, м | & (Е) | =1, для которой точка (Сь..., Сп), где 


1=1 
С, = УЕ (в) =, (5, У =4,.. п, 
7=1 


принадлежит окрестности 5 из леммы 3. Тогда пересечение всех тел Вс(о,) 


‘по всем таким множествам О, есть выпуклое тело в В». 


Замечание. То, что любое Вс(о,) , г > п - 1, есть выпуклое тело, 
т. е. содержит внутренние точки, следует из линейной независимости 
функций 21 (1),..., 2 (1) на О, ибо они образуют систему ПЦ. Л. Че- 
бышева на 0. 

Доказательство. Будем разбирать комплексный случай, как 
более громоздкий. Отметим, прежде всего, существование такого числа 
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в № 0, что в любом из множеств 0; найдется по крайней мере п + 1 то- 
чек, попарно удаленных друг от друга на расстояние, не меньшее чем й. 
Если бы такого числа й `> 0 не существовало, то, применяя обычные рас- 
суждения, основанные на компактности, мы пришли бы к точке из 9, 
в представлении которой мера была бы сосредоточена менее чем в п 1 
точке. Но это противоречит определению 5. Покажем теперь, что все тела 
Вс(о,) содержат некоторую общую окрестность нуля. Допустим против- 
ное; тогда мы получим последовательность множеств {0„,}, для кото- 
рых радиус максимальной окрестности нуля в теле Вс‹о,,) стремится 
к нулю. Без ограничения общности можно считать, что множества 9, 
сходятся к множеству О;, состоящему из точек 


о ы Фе Ве 2 Ь 


Это означает, что точки каждого множества @,, можно разбить на г групп 
0',,..., Ок так, что точки из группы 0’, сходятся к точке {;. Тело 
Всо,) содержит окрестность нуля 5. Пусть радиус этой окрестности есть 


4 > 0. В силу непрерывности функций #1 (1), ..., 2» (1), какое бы число 
= > 0 ни было задано, в г-окрестности всякой точки из Вс(о,‚) найдутся 


точки из Вс(о тр) и, наоборот, в =-окрестности всякой точки из Всо„,) най- 


дутся точки из Вс (о), если только Ё >> № (2). 
Пусть М» — такая граничная точка Все, „ что Мк —>0 при К -+ оо. 


Проведем через М» опорную гиперплоскость лх к телу Всо „.) И опустим 


из О на лк перпендикуляр, ` который продолжим до пересечения с грани- 


цей окрестности 5, в точке №. Если расстояние от О до лк будет меньше 
5 „то в > ‘окрестности точки № 6 Вс‹о „) нет точек из Вс, Мы по- 
лучили противоречие, которое показывает. что все тела Вс, содер- 


жат некоторую общую окрестность нуля. Лемма полностью доказана. 
Обозначим тело, описанное в лемме 4, через 


= Вс } 
Й (9) 


ТЕОРЕМА 20. Если х. (1), ..., хь (1) — система П. Л. Чебышева на 


0, то для произвольного функционала р1 (\,,..., А») существует такое 


число 0 «т: <\ь (По определено в теореме 18), что при всех 0 “п < "и 


решение задачи  Цс\.тр! С произвольной функцией у (ЕС (0) 
единственно. 


Пусть 1: < 1, выбрано так, что если выполняется неравенство (4) 
с заменой р! (\1,..., А») на тр. (№, ..., №»), 1 < Ть то внутри тела В* 
существует точка (] (л1),..., ] (21). 

Пусть 0;, п 1<г < 2п -- 1 — множество из теоремы 46 для 
задачи с). при] и 1... -— точки 0,. Обозначив через Р\! (0 и 
р (1) два экстремальных полинома в задаче [, будем иметь по теореме 17: 


у (;) — Рь (4;) = Мю ®, Е=4,2, у=1,.. г. 
Если бы М, = М., то мы имели бы: 


Ра (в) = Р. (8), 7=1,.... гп +1, 
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откуда следовало бы, что Р1 (= Р. (1). Значит, М, М»; предположим, 
для определенности, что ЛИ, > М.. Для многочлена 


В (9 =Р. (0) —Р! (9 
будем иметь: 


В (8) = (М, — Ме, ]=4,.. г. 


Для меры 45° (см. обозначения в теореме 417), сосредоточенной на 


О; и такой, что 


у 
8 (6) = ве, Ув; =1, 
1 


всегда найдется многочлен А (1), для которого 


В (1;) &' (6) = (М, — М.) | (6), (83) 
причем 
М; — М. = шах | В (1 ЙЕ (84) 
169, 
Значит, по теореме 19, точка (Ст, а С, отвечающая в теле Всо,) 


мере 45°, будет граничной для этого тела. Но, с другой стороны, эта точ- 
ка является внутренней для тела В"”С-Вс(о,). Полученное противоречие 
и доказывает теорему. 


ТЕОРЕМА 21. Пусть Р"(1) = У ^, х, (#7) — полином наилучшего при- 


ближения для функции у (1) (вадача 11с9).0) и .О; — то множество, 
для которого выполняются условия (76) и (79) (см. теорему 17, переходя- 
щую в этом случае в теорему Е. Я. Ремеза или П. Л. Чебышева). 
Предположим, что система т (1),..., 1 (1) удовлетворяет следующему 
требованию: не существует полинома В (1 == 0, для которого 


Ве [А (1) е*] =0, у=4,.. иг. (85) 


Тогда найдется такое п > 0, 1; < 1, что при всех 0 «ля < 12 един- 
ственным экстремальным полиномом в задаче Цс(д.тр1 будет полином 
Р” (1). В частности, это всегда будет так в вещественном случае, если 
21 (#),..., 2. (1) — система П. Л. Чебышева на 0. 

Доказательство. Рассмотрим выпуклое множество Д точек 
(С.,:.., С») в п-мерном (комплексном или вещественном — смотря по 
тому, какой случай рассматривается) пространстве А„, имеющих пред- 
ставление; 


С, = У тей в, (В), у=Ь.. п, (86) 
=1 
ВН ОЕ (87) 
7=1 


Заметим, прежде всего, что точка О (0,..., 0) ЕР — это непосред- 
ственно следует из равенства (79). 
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Покажем теперь, что О есть внутренняя точка Д. В самом деле, в про- 
тивном случае через О можно было бы провести  гиперплоскость 


п 
Ве (У 8,С,) =0 
($°.с.) 
такую, что для всех точек множества ) мы имели бы: 
Ве (Х,с,) < 0 
ть 


или, при всех {1;}, удовлетворяющих (87), 
Ве ( Уле"в &))< 6, 


3—1 


® . 
где В (= У6,2,(0. Отсюда следует, что 
1 


Ве (е 3 В (1) < 0, 1=1, г. 


Так как, кроме того, 


Ве У ше В (6) =0 
9=1 
| 


(через р; / =1,...,г, мы обозначили здесь числа, фигурирующие в 
(79), чтобы отличить их от произвольных 71;, удовлетворяющих (87)) и 
все и; > 0, то 

Ве [е В (&;)] = 0, 1=4, г, 


что невозможно. 

Пусть теперь 1» таково, что при любом \ < 12 точка ({(21),..., 1 (2%), 
удовлетворяющая неравенству (4) с заменой р, на пр:, лежит в теле О. 
Тогда для полинома Р” (1) выполняется характеристический при- 
знак теоремы 17 и, значит, Р” (1) есть экстремальный полином в зада- 
че Пс (9), яр] 

Если рассматривается вещественный случай, то условие (85) для В (1) 
дает: | 


В (6) =0, мое 


Но если х, (1),..., 2» (1) — система П. Л. Чебышева, то г =п-+{ 1 и, 
значит, К (1) = 0. Теорема полностью доказана. 

| Замечание. Еслибы условие (85) не выполнялось, то ) не было 
бы выпуклым телом и теорема не была бы справедливой при произволь- 
ном функционале р1; в этом случае для того чтобы точка ({ (х1),..., { (х»)) 
попадала в 0), надо было бы накладывать на р, дополнительные ограни- 
чения. То, что условие (85) не всегда выполняется в комплексном слу чае, 
показывает следующее рассуждение. Пусть х, (й),..., л. (® — веще- 
ственные функции на (@, образующие систему П. Л. Чебышева (но про- 
странство рассматриваем комплексное!). Возьмем непрерывную функцию 
у (1, где функция у (1) вещественна. Нетрудно видеть [см., например, 
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(36), теорема 4], что наилучшим приближением к й/ (1) будет некоторый 
полином {Р” (1), где Р° (1) — полином с вещественными коэффициентами. 
Значит, числа ©!) равны - #. Взяв теперь в качестве А (2) произвольный 
полином с вещественными коэффициентами, получим для него: 


Ве [е 3 (&;)}. = Ве Е (в). 1-=0) сре 


В то же время условие (85) действительно выполняется и в некоторых 
случаях комплексных задач. Рассмотрим простейший пример: пусть 
О состоит из точек В и В, д, (0 = 1, у(в) = Бу(ь) = 1-Е. Легко 
видеть, что требование (85) здесь осуществляется. 

Считая (в обозначениях теоремы 21) г = п -- 1, положим 


еб (Е) ... ет-+1 (+ 1) 
ож 
ет» (в) стая (ва). 
и обозначим через Д, (6:,..., 0») определитель, получающийся из А 


заменой элементов, стоящих в первых п строках \-го столбца, на 
61,..., би соответственно. 
Рассмотрим задачу ПИ сое,» В Которой ‘требуется найти 


В = шах | у( 4 | (88) 
9 


при условиях: 


Ма! < | = (9 ав] <, еее И (89) 
[9] 


ТЕОРЕМА 22. Пусть выполнены все условия теоремы 24 и Р” (1) = 


п 
== } № т, (1) — полином наилучшего приближения к функции у (1). Пусть 


1 
г=п-- 1, а =[агр А" (если № = |0) и =, у=1,.. т, в (89) таковы, 
что числа 
бо 
и, ры 2 1 > и > 0, (90) 


где 6, = г,е , если ^, + 0, и |8,| <ь,, если №, = 0 (из теоремы 21 
следует, что условие (90) всегда выполняется при достаточно малых =,). 
Тогда 


п-т п 
в= | Уве |= м+ХьЖ|, М = шаху) — РЭ © 


т.е. мера 45’, определенная равенствами 


= (:;) = ре, 7 Е а 1, (92) 
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экстремальна для (88). Если же все №" = 0, то всякая экстремальная мера, 
распределенная на данном Олл, совпадает с (92) с точностью д0 множи- 
теля К, |К| = 1. ь 
Эта теорема следует из формул (80) и теоремы 21. 
Теорема 22 позволяет решать задачу П(со.е,и в ряде слу- 
чаев вполне эффективно. Например, при малых =, эффективно решается 
следующая задача: найти 


= шах [4 (93) 


если 


ая <, Кем [< у = 0,:. п. (94) 
0 


Решение дается формулой: 


т п—1 =. 
т 1 зу—ат-ы (в--У— 1)! 
В = > №; (—1)71; | = тт + п > ЙЕ ЕЕ | (95) 
где 
1 - соз т . 
= 2 ’ Джи ТЕТЕ 


— точки максимального уклонения полинома Чебышева порядка пи 


зу—оп-а (П-У— 1), де 
2 о 


— коэффициенты этого полинома. Решение единственно, так как все 
№ 0. 

Аналогичные рассмотрения можно без особых затруднений провести 
и для задач П(соще» г, Г 4. 

Приведем в заключение теорему, обобщающую один результат 
В. С. Виденского (4). 

ТЕОРЕМА 23. Экстремальный в задаче [сою] полином Р” (1) явля- 
ется также экстремальным для задачи: 


п о 
у) — 4.2, 6) | +0... № | = 0 
1 
где &;, | =1,..., г, и числа р; определены в теореме 11, ар > 1 — любое. 
Доказательство. Задача (96), согласно нашим обозначениям, 
является задачей Тр 9 р!’ ГД@ мера и определена с помощью чисел 
РА 
№)...» Фигурирующих в соотношениях (77) и (78). С помощью ра- 
венств (76), (77) и (78) легко проверить, что для полинома Р”(ё) выпол- 
няются все требования, налагаемые теоремой 7 (или 8) на экстремальный 
полином задачи [р ‚ чем теорема доказана. Результат В. С. Ви- 
(2 (9.24 


денского получится, если взять р, (\.,..., м) =Оир> 2. 
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Следствие. Пусть р — произвольное число >> 1, ар (и) — реше- 
ние задачи 1 пра для меры в, удовлетворяющей соотношению 


в =1 (%>0, (97) 


а а — решение задачи Т|с(9)р. Тогда 


а = шаха, (р), (98) 
| 


где тах берется по всем мерам р, удовлетворяющим соотношению (97). 
Доказательство следует из неравенства 


|1 - РР < шаху 0—2 | 
5 1Е9 


и теоремы 23. 
Поступило 
30. ХГ. 1959 


ЛИТЕРАТУРА 

т Крейн М. Г., Т-проблема моментов в абстрактном нормированном пространстве, 
статья [У в книге: Ахиезер Н. И. и Крейн М. Г., Г-проблема моментов, Харьков, 
1938. 

2 Никольский С. М., Приближение функций тригонометрическими полиномами 
в среднем, Известия Ак. наук СССР, серия матем., 10 (1946), 207—256. 

3 Вороновская Е. В., Нормирование конечных функционалов, Ги И, Труды 
Ленингр. индустр. ин-та, № 5 (1938), 11—20 и № 3 (1941), 23—33. 

* Вороновская Е. В., Приложение функционального анализа к полиномам 
наименьшего отклонения, Доклады Ак. наук СССР, 99, № 1 (1954), 5—8. 

$ Вороновская Е. В., Экстремальные полиномы некоторых простейших функ- 
ционалов, Доклады Ак. наук СССР, 99, № 2 (1954), 193—196. 

$ Вороновская Е. В:, Экстремальные полиномы конечных функционалов, док- 

торская диссертация, ЛГУ, 1955. 
Зуховицкий С. И., О приближении действительных функций в смысле 
П. Л. Чебышева, Успехи матем. наук, ХТ, 2(68) (1956), 125—159. 

3 Зуховицкий С. И., О минимальных расширениях линейных функционалов 
в пространстве непрерывных функций, Известия Ак. наук СССР, серия матем., 
21 (1957), 409—422. 

9 Хавинсон С. Я., К вопросу о единственности многочлена наилучшего прибли- 
жения в метрике пространства Г., Доклады Ак. наук СССР, 105, № 6 (1955), 
4159—1461. 

10 Хавинсон С. Я., О единственности функции наилучшего приближения в мет- 
рике пространства Га, Известия Ак. наук СССР, серия матем., 22 (1958), 243—210. 

11 Эскин Г. Ш., Об одной минимум-задаче в пространстве Г,, Доклады Ак. наук СССР, 
444, № 5 (1956), 547—249. 

1? Тумаркин Г. Ц. и Хавинсон С. Я., Качественные свойства решений 
экстремальных задач некоторых типов, статья в сборнике «Современные проблемы 
ТФКП», М.— Л., Физматгиз, 1959. 

13 Рак У1аз6:ш11 Оп арргохнааМоп оЁ соппаоиз пс Иоп$ ш Фе шейт1с 
ъ 
\ |2 (#) |4, Чехословацкий матем. журнал, 8(83) (1958), 267—273. 


а 
 руак У 1аз1ш1! 1, АгешагК оп арргохипаМоп оЁ сопИпиойз шпс@опз, Чехо- 


словацкий матем. журнал, 8 (83) (1958), 254—256. 

15 Вороз11з КЕ У\. У., СопИпиоиз Ппеаг Галс опа! оп заЪзрасез ГР апа С, 
Ргос. Гопаоп МаёЪ. 50с. (3), 6, № 2 (1956), 175—490. 

16 Вороз10зКЕ У). У., Ехмешит ргоБ]епаз Гог ро]упот1а15 ап и1ропотей“са1 
ро]упош1а1з, Топти. Гопаоп Ма. 30с., 29, № 3 (1954), 259—215. 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 


590 С. Я. ХАВИНСОН 
О Е Е 


 Вороз:тзК1 У). У.., ГЛпеаг ехиетшиаюш ргоетз {ог геа] ро]упоп{а]5 апд #11 
сопошей са] ро]упопа]з, Атсв. Ма®., 5, № 1—3 (1954), 182—190; Согг1репда 6, 
№1 (1955), 87. | 

18 Вороз1шз КЕ У. \., Оп Поце зузешз оЁ Ппеаг едиаМ оз, ИВ ап шЙоИу 01 
опкпо\упз, Ма. 2ейзевт, 63, № 1 (1955), 97—108. 

ея пб ег Туап, Сагасёьбг1замоп 4ез 6]6тепёз 4е юеШеоте арргохииаИоп ауес 
ип езрасе 4е Вавась чие]сопдие, Асёа 561. Ма. Зее, 17, № 3—4 (1956), 
181—189. 

20 З1прег Туап, Ргорг!6Ьбз 4е 1а загасе 4е 1а зрьёге ипйайге её аррПсаИопз д 1а 
гбзо]и оп ди ргоЫёше 4е 1’ав1сИ6 да ро]упбше 4е шеШеиге арргохииайоп 4апз 
4ез езрасез 4е Вапасв чиае]сопдиез, Асад. В. Р. Вошй пе. 54. Сегс. Ма., 7, №1 
(1956), 95—145. 

31 б1поег Туап, биг [’ех{епз1оп дез !опсиоппеЙез Ниаба!гез, Веуце 4е Май 6щ. 
ригез её арр!., Асад. В.Р. Вошлше, 4, № 2 (1956), 99—106. 

22 51 прег Туап, Оп @ва| № 6огёше 4е Нарп—Вапась, С.г. Асад. 561., 247, № 4 
(1958), 408—411. 

23 Э1псег Г[уап, Оце]диез аррИсамоп 4’ап 4аа! 4и 6огёше 4е Нави — Вапасв, 
С.г. Аса4. 5с1., 247, № 12 (1958), 846—849. 

24 б1псег Туапш, Зиг ]е Г-ргоБ]ёте 4е 1а вое дез тотеп{з дапз 1е5 езрасез 4е 
Вапасв, Асай. В. Р. Вош те, Ви|. БИ. 5есё. м. Маф. Е12., 9, №1 (1957), 19—28. 

25 З1псег Г уаю, Зи |’ип1сИ 6 4е 1’616тепё де шеШепге арргохимайоп дапз 4ез: 
езрасез 4е Вапась ‹ие]сопфиез, Аса4. В. Р. Вош!те, 514. Сегс. Маф. №8, 1—2 
(1957), 235—244. 

26 б1прег [ уапю, бог дие]4иез В 6огёшез 4е У. \У. Вогозшзк1 её 5. Т. ХоаКВо- 
уЦзку, Веуце 4е Маб6т. ригез её арр1. Асаа. В. Р. Вошше, ПТ, № 1 (1958} 
147—130. 

2? Наймарк М. А., Нормированные кольца, Гостехиздат, 1959. 

28 Сакс С., Теория интеграла, Москва, ИЛ, 1949. 

*° Хавинсон С. Я., О задаче Каратеодори — Фейера для аналитических функций 
в многосвязных областях, Уч. зап. Влад. пед. ин-та, вып. 2 (4956), 38—44. 

30 Ахиезер Н. И., Лекции по теории аппроксимации, М.— Л, Гостехиздат, 4947. 

31 Ценов И. В., О некоторых вопросах теории приближения функций, Известия 
ВУЗов, серия математика, 4 (11) (1959), 184—197. 

Крейн М. Г., Идеи П. Л. Чебышева и А. А.. Маркова в теории предельных вели- 

‚ чин интегралов и их дальнейшее развитие, Успехи матем. наук, УТ, вып. 4 (44) 
(1951), 3—420. 

33 Шнирельман Л. Г., О равномерных приближениях, Известия Ак. наук СССР, 
серия матем., 2 (1938), 53—60. 

Ремез Е. Я., О чебышевских приближениях в комплексной области, Доклады 
Ак. наук СССР, 77, № 6 (1951), 965—968. 

Ремез Е. Я., Некоторые вопросы чебышевского приближения в комплексной 
плоскости, Укр. матем. журнал, 5, № 1 (1953), 3—49. 

Колмогоров А. Н., Замечание по поводу многочленов П. Л. Чебышева, 
наименее уклоняющихся от заданной функции, Успехи матем. наук, ПТ, № 4 
(1948), 216—224. : 

Иванов В. К., Задача о минимаксе системы линейных функций, Матем. сборн., 
28 (10) : 3 (1954), 685—706. 

Иванов В. К., О равномерных приближениях непрерывных функций, Матем. 
сборн., 30 (72) : 3 (1952), 548—558. 

33 Иванов В. К., Письмо в редакцию, Матем. сборн., 33(15) : 3(4953), 676. 

4 Виденский В. С., О равномерном приближении в комплексной плоскости, 

Успехи матем. наук, ХТ, № 5 (71) (1956), 169—475. 

41 Виденский В. С., О наименее уклоняющихся от нуля многочленах, коэффи- 
циенты которых удовлетворяют данной линейной зависимости, Доклады Ак. 
наук СССР, 126, № 2 (1959), 248—250. 


32 


34 


35 


36 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия матемзтическая 
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А. Л. БРУДНО 


О СУЩЕСТВОВАНИИ МЕТОДА СУММИРОВАНИЯ БОЛЕЕ 
СИЛЬНОГО, ЧЕМ ЗАДАННЫЕ 


В работе находятся необходимые и достаточные условия для суще- 
ствования матрицы Тёплица, более сильной, чем конечное или счетное 
число заданных (как методов суммирования ограниченных после- 
довательностей). 


В работе рассматриваются матрицы Тёплица как методы. суммиро- 
вания только для ограниченных последовательностей. Общие обозначе- 
ния берутся из работы ('). Напомним, что полем называется множество 
ограниченных последовательностей, суммируемых матрицей Тёплица. 
Мы говорим, что матрица В сильнее (равносильна) матрицы А, если она 
суммирует все (соответственно те же), ограниченные последовательности, 
которые суммирует А. 


ТЕОРЕМА 1. Для существования матрицы Тёплица А, более сильной, 
чем конечное или счетное число заданных матриц Тёплица А!, Аз,..., 
необходимо и достаточно, чтобы нашлись окрестности 81, 6з,... матриц 
А:, Аз»,..., выпуклая оболочка которых не содержит всей прямой 
Ае (— < Л, е={1,4,. 3). 

Этой теореме можно дать и другую формулировку: 

Для существования матрицы Тёплица А, более сильной, чем конечное 
или счетное число заданных матриц Тёплица Аз, А»,..., необходимо 
и достаточно, чтобы существовала выпуклая топологизация линейного 
пространства ограниченных последовательностей, более слабая, чем каж- 
дая А„-топология, и разделяющая точка 0 и е. 

Действительно, пусть выпуклая оболочка 6-окрестностей 61, 82, ... 
не содержит всей прямой Ле. Примем систему множеств {16}, где 1 — 
всевозможные положительные числа, в качестве окрестностей нуля ли- 
нейного пространства А. Тогда при некотором 1 > 0 окрестность 18 
не будет содержать точку е. Кроме того, при любом 1 в окрестности 78 
будет содержаться множество 16„, являющееся окрестностью А„-топо- 
логии [(см. (*), $1]. Обратно, пусть существует топологизация простран- 
ства А с нужными свойствами. Тогда в этой топологии найдется окрест- 
ность @ точки 0, не содержащая точки е. Так как эта топология слабее 
любой А„-топологии, то для каждого натурального п найдется окрест- 
ность @„ из А„-топологии, содержащаяся в 6. Но & — выпуклое множе- 
ство. Следовательно, & содержит и общую выпуклую оболочку множеств 
{8„}. 

8* 
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Доказательство необходимости условий тео- 
ремы 1. Пусть существует требуемая матрица А. Возьмем в А-топо- 
логии окрестность 


в = {|4 (2)|< 1. 
Тогда евЕ8, ибо 
[А (©) |= 4® (е) = 1. 


Далее, согласно (!), для каждого п =1,2,... в А„-топологии найдется 
окрестность &„ С @. Так как множество & выпукло, то необходимость 
условий теоремы 1 доказана. 

Доказательству достаточности предпошлем замечание и лемму. 

Замечание. Без уменьшения общности доказательства теоремы 1 
можно предполагать, что матрицы {А„} точно треугольны, нормированы, 
усечены и имеют общую грань усечения. Действительно, согласно резуль- 
татам работы (2), матрицы А„ можно привести к нужному виду /Л-преоб- 
разованиями. Но /-преобразование не меняет множества {|х|< оо, 
| А» (2)| < =} преобразуемой матрицы, а следовательно, и ее окребтно- 
стей. 

Так же без уменьшения общности теоремы 1 можно предполагать, что 
окрестность &„ матрицы А„ задана последовательностью [см. (*)] и что 
матриц А„ бесконечно много (п =1,2,...). В противном случае одну 
из матриц А„ можно было бы повторить счетное число раз. 

Введем следующие обозначения. 

Общую грань усечения матриц {А»„} обозначим через $, = $, ($). На- 
помним, что $, (5) определена для всех натуральных $, монотонно не убы- 
вает и принимает все натуральные значения. Для нее 


ап- = 0. если о >25 ит< $ (5) 


при всех п=1,2,.... Здесь, как и в дальнейшем, а°. обозначает эле- 
мент строки о столбца т матрицы А„. Таким образом, 


5 
Я = у ах” при любых $ и п. 


Т=8+ ($) 


1 2 
Пусть & = {#1. #,...} — последовательность, задающая окре- 
стность 6„ матрицы А», и пусть би» ($,К) — общая выпуклая оболочка 
множеств (5, = $, (5)) 


02 (ЮЗ; | Ал [2 (№15 3} и =1,2,...,т) 
векторов 
х (5.К) = {2°°, 2 Н,.. ‚ай, |1 = |2 (5) | = шах 197%. 
«а 


Так как матрица А„ треугольна и имеет грань усечения $, ($), то. А» (2) 
при $ Зо < А зависит только от членов последовательности х — {2} 
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с номерами т, для которых $5, (5) Зт< Ё. Поэтому для $ Зо < Ё одно: 
значно определено выражение 


Ав [х (5.К)] = Ая (2). 


ЛЕММА 1. Пусть А,, Аз,... — треугольные, нормированные и усе- 

ченные матрицы Тёплица, а 81, 8... — их окрестности, заданные 
1 2 : 

 последовательностями {2т, &",...}, причем общая выпуклая оболочка 


всех множеств {6} не содержит ограниченной последовательности у. 
Нусть $, = $, (5) — общая грань усечения матриц {А„}. Тогда для любого 
фиксированного х > 1 и натуральных т, п, $ можно указать такое К >> $, 
что общая выпуклая оболочка Г (т, п, $, К) множеств 


8 т» (5.К)_ (у =1,2,...,п; $, = 3, (9) 
не содержит точки ху (5.К). 


Доказательство. Д (т, п, $, Ё) есть общая выпуклая обо? 
лочка множеств векторов 


ав, [Ее =12.. щи =12,.. м). 


Если лемма 1 неверна, то для некоторых х < 1, т, п, зи любого # > $ 


будет 
ху (5, К) ЕЁ (т, п, $, К), 


вследствие чего ху (5.А) представляется в виде конечной суммы: 


тп 


ху (5.К) = У М (№ >, Ум = 1), 
р, У 


ВУ 
а для векторов &,к ЕЁ (5.К) имеем: 
— К 
Трук |5. < в, 


|4, (Яъжк) |5 <=. 


Нусть А принимает значения / = $, $ + 1,.... Выберем такую подпосле- 
довательность значений /“, ?,... -› со, чтобы существовали пределы 
У ШУ 
А ло. (1) 
о. $ 
бук — Я» (т 5,). (2) 


Такую подпоследовательность А действительно можно выбрать, так как 
все №: положительны и не превосходят единицы, а числа #,„„,: (опре 
деленные для всех т, заключенных в пределах $, <Зт< А) по модулю 
не превосходят и < т. Доопределим х,, для т $, положив х» = ху" 
для всех и < т, у <»ю, и рассмотрим получившиеся последовательности 
х,». Для них, как это легко проверить, имеем: 


[дру Зы, |Ау (ль) ва (У <, р <т). 


При этом у суммарной последовательности 


У и ей 


№, У=1 
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все члены совпадают с членами последовательности ху. Таким образом, 
для последовательности у мы имеем представление 


уу не 
р, У=1 
и вследствие того, что х > 1, 
[21%], |4, (2ь:)| < #5. 


Поэтому 2„› 68, при любых и 3 тит < м, а, значит, у входит в общую 


выпуклую оболочку &1, 6>,..., 6», вопреки условию леммы 1. Лемма 
доказана. 

Доказательство достаточности условий 
теоремы 1. По условию, общая выпуклая оболочка 61, 8»... не 


содержит всей прямой Ле (— << «А «о) и, следовательно, не содер- 
жит некоторой фиксированной точки Але этой прямой. Так как наша 0бо- 
лочка центрально-симмегрична относительно нуля, то мы можем считать 
^. > 0. Более того, мы можем считать, что Л, = 1:2. Действительно, 
вместе с &„ окрестностью матрицы А„ является и множество х@„, где 
х — любое положительное число. Уменьшив заданные окрестности {6„} 
в 2^, раз, мы добьемся того, что выпуклая оболочка новых окрестностей 
(за которыми, разумеется, можно сохранить старые обозначения &„) 
не будет содержать точку (1 : 2) е. Теперь, применяя лемму 4, мы можем 
каждому натуральному числу т поставить в соответствие числа т, п, 
$ (5, (5)) и К так, чтобы 


тЕПЕзЗ=Т (т.е. $ = $ ($) = $, ()) (3) 
и чтобы выпуклая оболочка Г, (г) множеств 
@ту (8) (=\2,...,т) 


не содержала точки е (5, А). 
Рассмотрим К — $,-мерное пространство К (5.^) векторов 


ХА) = 


выпуклое центрально-симметрическое множество Г. (г) с центром в нуле 
и точку е (5.К), которая расположена вне Г. (г). Проведем в В (5,К) через 
г(5,К) гиперплоскость Г = Г (г), не пересекающую ГД. (г). Так как /. (г) 
содержит точку нуль, то Г не проходит через начало координат, свобод- 
ный член уравнения гиперплоскости Г отличен от нуля, и это уравнение 
можно записать в виде 


Г (г) - а, 2“ ах ТЕ те А ее м 2 1 
(Е =А (Г), & =, (3, 5”). 


Так как точка е (5,^). = {1, 1,...,1} удовлетворяет уравнению Г (т), 
то 


№ #. 
аз, аа +... + ак =4. 
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Все множество Г, (г), в силу центральной симметрии относительно нуля 
расположено между гиперплоскостями Г (г) и —Г (г), 


а Вы 


Введем матрицу А = (45), где а5 имеют уже определенные значения 
при $5, (г) Зо < (г) и равны нулю при других натуральных значениях 
ти с. Докажем, что А — матрица Тёплица и притом более сильная, чем 
любая матрица 41, Аз»,.... Прежде всего отметим, что для любой по- 
следовательности х 


Е (г) —1 
А‘ (2) = о а 51°. 
Кроме того, вр 
{А” [2 ($, (г), К (г))] = 1} = Г (т), ЗА” [ ($, (1), К (т))] = — 1} = Г (г) 


и 
1 А” (2) | < 1, если х (3, (г), Ё (г)) ЕЁ (г). 

1°. А’ (е) = 1 при всех г, так что, в частности, матрица А суммирует 
е к пределу, равному единице. 

2°. Рассмотрим окрестность 6 матрицы А, определенную с помощью 
последовательности #1 = #2 =... = 1: 


8 = {|| < оо; ЦА (2) | < 1}. 


Выясним, из каких последовательностей х она состоит. Для того чтобы 
индивидуальная последовательность х входила в 8, необходимо и доста- 
точно, чтобы, начиная с некоторого А (5х), было | А” (1) | < 1 приг >> ВЕ (2). 
Это, в свою очередь, означает, что для любого г > А (1) вектор х ($.Ё) 
лежит между гиперплоскостями Г и —Г, где $, = $, (г), Ё = (г) и 
Г =Г (7) — соответственно числа и гиперплоскость, построенные для 
этого значения г [см. (3)]. 

3°. Отсюда вытекает, что окрестность @ содержит все окрестности 
{8„}. Действительно, пусть последовательность х содержится в 6». Тог- 
да, начиная с некоторого т (1), хе 8х и, значит, начиная с достаточно 
большого $ (1), < (5.К) Е 8»((5.К) при всех А (`>$ (2)). 


Если теперь взять г столь большим, чтобы 


т (г) =г>\ т(г) =г>т (2), 3(т) =г2з(), 
то 
д [5. (г), Е (г) 6 Г (7). 

Таким образом, вектор х |5, (г), А (г)] будет лежать между гиперило- 
скостями Г (г) и —Г (г), и, как мы видели в п.2°, последовательность дев. 

45. Матрица А суммирует к нулю всякую последовательность ху, 
сходящуюся к нулю.Действительно, 21 6 61:С &, следовательно, |А(х1) |< 1. 
Но вместе с х: к нулю сходится и всякая последовательность ^11, где 
^ — действительное число. Следовательно, 


АА (2) [= А (2) | < 1 при всех ^. 
Но тогда |А (21) | = 0. 
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Пункты 14° и 40 вместе означают, что А — матрица Тёплица. 
Согласно (!), для матриц Тёплица А и {А„} п. 30 означает, что А силь- 
нее А„ при всех п. Теорема 1 доказана. 


$2. Невозможность некоторых усилений теоремы 1 


Для существования матрицы Тёплица А, более сильной, чем матрицы 
Тёплица А., 42,..., недостаточно, чтобы существовал линейный функ- 
ционал В = В (1), равный 


В (2) = Ам (2), 


для каждой ограниченной последовательности х, суммируемой хотя бы 
одной из матриц {Ап}. 

Действительно, в работе (3) построен пример матриц Тёплица 
АС А›С...., У которых | А, | =| 42| =... =14 , но не существует 
матрицы Тёплица, более сильной, чем все А\, Аз,.... Эти матрицы не 
могут суммировать одну и ту же ограниченную последовательность х 
к неравным пределам. Значения В (1) = А? (2), если существует Ах (1), 
‚образуют на объединении полей матриц {А„} линейный функционал с 
нормой |В |< 1. 

Для существования матрицы Тёплица А, более сильной, чем каждая 
из двух матриц Тёплица А: и А,, недостаточно, чтобы матрицы А, и А. 
не суммировали ограниченных последовательностей к неравным пределам 
(АХ (2) = А› (2)). Соответствующий пример см. в работе (“). 


$ 3. Несколько частных случаев 


ЛЕММА 2. Пусть А и В — матрицы Тёплица, а в. и $. — их окре- 
стности, заданные последовательностью = = #2 =... = в: 


6: = {2|< оо, |А (2) |< =}, 
$: = 2|< оо, |В (2)|< =}. 


Если при всех &`> 0 окрестности 8: ие - $. пересекаются, то: 

1) существует ограниченная последовательность 2, суммируемая как 
матрицей А, так и матрицей В; 

2) существует (может быть неограниченная) последовательность &, 
суммируемая матрицами А и В к конечным и различным пределам. 


1 
Доказательство. По условию, для каждого в = 1, — 


найдется ограниченная последовательность 5, такая, что - 
[А (2) |< 4: 4) 
|8 (2) —е]| < 1:^, (5) 
фак | < ®о. (6) 


Без ограничения общности можно считать, что существует (конечный 
или бесконечный) предел 


И |5; |. (7\ 


К—со 


‚Действительно, мы можем выбрать подпоследовательность #\, К? 
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для которой это условие имеет место, и пронумеровать заново выбранные 
носледовательности. Точно так же можно предполагать, что рак = 0 


(& =1,2,...) и что Ни |н| = 0. В самом деле, из условия (5) вытека- 
ет, что 


1251 (4—4) 181. 


Таким образом, мы получаем последовательности хх = 2, : | 2. |, для 


которых 
| Тк | == № 


[А (24) 188, 8—0, 


[В (2) — уе < ди, 
и существует предел 
& — (1: е.:}-. 
и = (4:1 вк) т. 


Применяя к последовательностям 2х лемму о переползании [см. (?)], 
мы получаем последовательность 2, для которой 


[21531 4” (2) =0, 8”()=1. 


Утверждение 1) леммы 2 доказано. Если бы нам удалось выбрать по- 
следовательности {2,} так, чтобы предел (7) был конечен, то число у 
было бы отлично от нуля. Это дает возможность сформулировать 

Следствие. Если матрицы Тёплица А и В не суммируют огра- 
ниченных последовательностей к неравным пределам, то точки пересе- 
чения тел 


р оо; [А (5) | < ие {=|< о; |В (2) |< =} 


уходят в бесконечность или исчезают при = -> оо. 
Продолжим доказательство леммы 2. Фиксируем последовательность 
№: = |2. | и произвольную последовательность, сходящуюся к нулю, 


1 = 
например, 1, в. Применяя к ним прием, являющийся несуществен- 


ным изменением леммы о переползании [см. (2)], мы получаем последо- 
вательность 2, для которой 


А" (в) тя А" (4%), А" (Яка) +, 
В” (2) = тах [ В" (ан), В“ (вьы)1 Е. 


Эти неравенства имеют место для всех пк 3 п < п^Н, где п, п?,...— 
любая наперед заданная последовательность, возрастающая достаточно 
быстро. Последовательность 2 зависит от выбора {п^} и при всяком их 
выборе остается (неограниченной в случае Л, —> со) последователь- 


ностью, преобразуемой матрицами А и В (все ряды а, У абсо- 
$ 5$ 


лютно сходятся). Беря п^ столь большим, чтобы 


|4” (2к41) | < 4: (®-Е 1) при всех п > м 
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[В (вы) —е| < 1: (+ 14) при всех п > т, 
мы получаем последовательность 2, для которой 
А” (2) = 0, 
В” (== 1, 


что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 2. Если матрицы Тёплица А и В не суммируют одновремен- 
но ни одной ограниченной расходящейся последовательности, то суще- 
ствует матрица Тёплица С, более сильная, чем они обе (С 2 А, С ОВ). 

Действительно, в рассматриваемом случае, согласно лемме 2, найдется 
такое = `> 0, что (выпуклые) окрестности &. ие -{ $. из условия леммы 2 
не будут пересекаться. Тогда выпуклая оболочка 9: и $. не будет содер- 
жать точку е. По теореме 1 отсюда вытекает существование искомой 
‚матрицы С. 

Из леммы 2 вытекают нижеследующие теоремы 3 и 3'’, в условиях 
которых встречаются неограниченные последовательности. 


ТЕОРЕМА 3. Если матрицы Тёплица А и В не суммируют к раз- 
личным конечным пределам ни одной (в том числе и неограниченной) 
последовательности, то существует матрица Тёплица С, более сильная, 
чем А и В вместе. 

Этой теореме можно придать вид необходимого и достаточного условия: 

ТЕОРЕМА 3’. Пусть А и В — матрицы Тёплица. Для того чтобы 
существовала матрица Тёплица С, более сильная, чем они обе, необходимо 
и достаточно, чтобы их можно было заменить ограниченно эквивалентны- 
ми матрицами А, и В,, которые будут уже неограниченно непротиворе- 
чивыми. 

В заключение этого параграфа проведем еще одно рассмотрение, 
подкрепляющее то соображение, что как правило, для двух 
непротиворечивых полей существует поле, охватывающее их. 

Рассмотрим множество 


а (=) = {|2| < оо, Нв А" (2) < &} =={1| < о, Ти 4” < 1. 


Оно представляет собой конус с вершиной в точке =е. Его граница — 
коническая поверхность. 
Рассмотрим, далее, множество 


—а (2) = {2| < <, Иш А" (2) > — =) 
и пересечение 
а (г) П[-—< (#)] = {|< о, | А (2) | < 8. 


Всякая точка границы {|< о», | А (2) | < =} либо принадлежит 
только одному из множеств а (=), —а (=), либо им обоим — в последнем 
случае мы скажем, что она принадлежит побочной грани тела 
{15| < ‚|4 (2) | < =}. 
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Пусть матрицы Тёплица Аи В ограниченно непротиворечивы. Мы уже 
знаем, что в этом случае точки пересечения тел 


Из < ©, [А (2) |< в} и {| #| < ©, | В (2) | <а-е 


‘Уходят в бесконечность при = -> 0. Имеет место 


ТЕОРЕМА 4. Пусть А и В — ограниченно непротиворечивые матрицы 
Тёеплица и => 0. Если ближайшие к 0 точки пересечения тел 


[|< о, [А (2) [< #"} и {[2|< оо, |В (2) | < =") +е 


не принадлежат побочным граням этих тел, то существует матрица 
Тёплица С, более сильная, чем А и В. 

Доказательства теоремы мы не будем проводить детально и отметим 
только его основные этапы: 

1. Из условий теоремы вытекает, что матрицы А и В можно предпо- 
лагать точно треугольными, нормированными и усеченными. 

2. Для каждого $ найдется такое К, что у тел (в К (5,К)) 


|<, |А (2) 138), о, |В (21 < =”) Рей) 


ближайшая к 0 (5,К) точка пересечения расположена не на их побочных 
гранях. 

3. ВК (5.К) через ближайшую точку л, пересечения тел (+) можно 
провести К —`5, — 1-мерную гиперплоскость Г, которая будет разделять 


ое А 


(е (8.К) Е {[2|*, оо, |В (2) [в <:"))П{ [| < | 2и, }. 


4. В гиперплоскости Г через точку 12: проведем А — $, — 2-мерную 
«прямую» [, на которой точка х, была бы ближайшей к 0 точкой. 

5. Проведем К — $, — 1-мерную гиперплоскость Гу через [ и 0. Запи- 
шем ее уравнение и пронормируем его так, чтобы сумма коэффициентов 
равнялась единице. 

В качестве коэффициентов новой матрицы С примем коэффициенты 
таких нормированных уравнений и покажем, что ограниченное поле 
69 ]%. 

6. © суммирует е к пределу, равному единице. 

7. С уменьшением г гиперплоскость Го приближается (по направлению) 
к гиперплоскости Га (Гв), проходящей через [и ве (5.К) ((1 — ее (5./)). 

8. Матрица, составленная из коэффициентов нормированных урав- 
нений гиперплоскостей Гл (Гв), заведомо сильнее А (В). 

Этой статьей заканчивается публикация результатов о расходящих- 
ся рядах из нашей диссертации (5). Некоторые из них в последующий 
период были получены независимо другими авторами [см. (б)}. 
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ХАРАКТЕРИСТИКА АКСИОМАТИЗИРУЕМЫХ КЛАССОВ 
МОДЕЛЕЙ. 1* 


В работе дается характеристика аксиоматизируемых классов моде- 
лей и классов моделей, описываемых аксиомами вида (ОЕПЕ... {и 
ЧОЧО...3[. Доказываются теоремы, являющиеся усилениями известных 
теорем Лося—Тарского, Лося—Сушко, Чжана и других авторов. 


Настоящая работа была написана в результате изучения работы Чжана 
() на семинаре А. И. Мальцева при Ивановском педагогическом инсти- 
туте и, по существу, является продолжением работы ('). Обобщая поня- 
тие сильной подмодели, введенное впервые Чжаном, и применяя ло- 
кальную теорему А. И. Мальцева, оказалось возможным обобщить все 
теоремы, доказанные Чжаном. При этом все теоремы удается сформули- 
ровать так, чтобы они включали известные ранее теоремы как частные слу- 
чаи. Часть этих результатов независимо от автора получена Д. А. Заха- 
ровым. 

В $8 дается характеристика аксиоматизируемых классов моделей. 
Решение этой проблемы анонсировано Мыцельским (2) и Лосем (3), но 
подробного изложения этих работ нам изучить не удалось. Понятие 
арифметической эквивалентности было введено А. Тарским и изучалось 
Фраиссе (4), но арифметической характеристики классов работа (“) не 
содержит. 

Особняком стоит теорема С. Р. Когаловского (5) о категорийной ха- 
рактеристике универсальных классов моделей. Вопрос А. И. Мальцева 
© категорийной характеристике аксиоматизируемых классов остается 
открытым. 


8 1. Определения и обозначения 


Пусть 4 = <‹А,Р.,... ,Рь> — модель данной сигнатуры | = 
= (п1, п»,..., пк), Р; — основные п;-арные предикаты, 5 (91) — класс 
всех моделей, изоморфных некоторой подмодели модели 9. 5, (9) — 
класс всех моделей %, входящих во (91) и содержащих не более чем п 
элементов, 


5, (= 0 5, (0. 


* Содержание работы доложено на семинаре А. И. Мальцева в Ивановском 
пединституте 2/11—60 г. и на семинаре Н. Г. Чудакова и С. Р. Когаловского в Са- 
ратовском гос. университете 1/1—60 г. 
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‚ Если 65, (9), то т-расширением модели 9 называем расширение 
модели 9%, входящее в 91 (1. Конечную  последовательность 
(п1, п»,..., т) целых положительных чисел из назовем кортежем [-го 
ранга. Если аксиома а У. И. П. записана в нормальной пренексной форме, 
то число перемен кванторов, увеличенное на единицу, назовем видимой 
степенью аксиомы. Например, если У (11, ..., 4») не содержит кванто- 
ров, то видимая степень формулы 


У оО 
равна единице, а видимая степень формулы 


Уз. Ч х.У ху (71, 42, 13) 
равна трем. 
Определение 1. Модель 5% называется (п1п.пзиа)-накрытием 
модели % относительно подмодели 


ве == (ат, @>, аз, ...) @.) 
если существует такое изоморфное отображение Фь, 
ен | Пе ЕУФ = 
> , = фи: ХЗ», —> 3%, = (ал, @>,... ‚ ал.) 6 Эт, (%), 


что для любого п.-расширения 


ЭУи,п, = (а, м ‚а В, ге ,,, ) Е Эт, (9%) 
существует изоморфное отображение ф», 
фо. : Эм, в ие Е. (ал, ео @м, В, ...) 6, ) Е Эт (5%), 


совпадающее с ф; 1 на %„,; для любого. п.-расширения 


ни = (а1, СЕКС Чл, в, м О 1 ++. у о (5) 
существует изоморфное отображение Фз, 
Фз : латы, г Зент С Блатт (5%) , 


совпадающее с $. 1 на %„„,; для любого п.-расширения %„„„»„. модели 
%%,”„„ существует изоморфное отображение Фи, 


Фа : Эльтилиль —> Эольтьтя В тети (®), 
совпадающее с Фф.! на %лии,. 


Если модель 9% является (п:п.пзп.)-накрытием модели % относитель- 
но подмодели %„, то будем писать 


®< (5%,.,, Пл, П2, Пз» па) 3%. (1) 


Отображения Фи, Фо, Фз, фл4 назовем допустимыми отображениями. Они 
связаны между собой следующим образом: 


Ф\ (5%, == 3%. {$ Ку (5%); 
для данного п.-расширения 3%", модели 3%, Ф> подбирается так, что 


Фе (%л,) = Эт, 


и $. =Ф, ' на 9%; для данного п.-расширения %„„„, модели и», Фз 
подбирается так, что 


Фз (5% пам, ЕЕ Тент 
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и фз = ф. 1 на %,„.; для данного п.-расширения „м, модели 9% ити. 
Ф. подбирается так, что 


Фа (тим, = лил, 


и Фа = ф.- на Зепп, - 
Определение 2. Пусть дан кортеж (пл, п», пз, п.). Если для 
любой подмодели %„, 65„, (7) имеет место условие (1), то 


% < (1, П>, Пз» па) 33. (2) 


Если для любого кортежа (па, по, Пз, п.) имеет место неравенство (2), 
то 


® < [41 %. (3) 
Аналогично определяются соотношения: 
< (3%, па, п», Из... ., па) %, (4) 
% < (пн, П2> ПЗ...) т) 3%, (5) 
< [И%. (5) 


$ 2. Основные леммы 


ЛЕММА 1. Класс моделей 9%, удовлетворяющих условию 


< (В, пьль,..., т) 5% (4) 
при данных %, %3, (п,..., т), описывается аксиомой 
5, та пы» (7) 
видимой степени Г-- 1, начинающейся с 9. 

Доказательство. Пусть нам даны кортеж (па, по, п...) т), 
модель % и подмодель %„, 65», (%). Обозначим через У (11,..., 2) 
конъюнкцию всех формул, стоящих в левом столбце следующей таблицы: 

Р; (ть... , Хы), если Рь (а, ..., а„.) истинно в %,, 
—Р: (21,..., 44) в противном случае, 


21 = <., если а, =а,, 
21 == 12, если а, = а.. 


Формула У (71,..., т») называется описанием модели %.. 
Аксиома &Ё = (3111....2,)% (11,... ‚ 1) описывает классе мо- 
делей 9%, удовлетворяющих неравенству 


Я < (5, п,) %. 


Среди п.-расширений модели %,„, есть конечное число М№:,..., №, 
таких, что они попарно не изоморфны и для любого п,-расширения %„м, 
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модели %,„ существует изоморфное отображение ф модели %,„„, на одну 
из моделей №, Е =1,2,...,А:, тождественное на %„,, т. е. 


495, = №, фа=аь #=42,..., пы 
Описания моделей М№,, Е =1,2,... ‚№, обозначим через 


М (Кр лоб НЗ ВУ = 12 ое нА. 
Аксиома 


6, и, таит — (Ч 2:... 2.) (УУь ‹. - У) М (2ь .- 2) & 


К: 


& У мт стааы , Ти, д... ‚У ;. ‚ ру. . . Уп. 
1=1 


(ыы =„)ь У И 

1=1 

описывает класс моделей, являющихся (п1п?2)-покрытиями модели % 
относительно подмодели %„, т. е. таких моделей 9%. которые удовлетво- 


’ряют неравенству 
< (%, пь, п>) №. 


Среди пз-расширений модели №; есть конечное число расширений 
3 д 1 

№„ 6 =1,2,...,Е (1), таких, что любое п.-расширение модели /М', 

изоморфно одной из этих моделей. При этом существует изоморфное ото- 

бражение, тождественное на /!;‚,. Описания этих моделей обозначим через 


У (тт, то Фу Ум о У бь-+.ъ бя: 2 = В 2. нь | Е (2,). 
Рассмотрим аксиому 
бур, зал, тыпьт == (4 21... 2.) (УЧ... Ум) {У (21, -. > 2) & 
а 
& Узи (1ы ---, 4 У, - ++ › Уи, & 
1—1 
ы К(&) ра че 
8 М (хр, дао к О аа 
1=1 № 
(ых „мобы. а: 32 2 Яр 28) ]} = — 
РЕ ь 11 К (К А 
Ва УР т ао иееа, оао НО 
а. А НО а 
3 :1 
К: К(21) 
4 (%, (21, ...) Ти,, Ул, ...) Ут.) ЕС © т (21, * =) 19 Ти, Ут, ...у Уп, › 81, ...у 2в,)) | = 
и 2—= 


= (ЯЗ... 2ы,) (УУь- У (а дань... О 


Она описывает класс моделей, являющихся (па, по, пз)-покрытиями 
модели % относительно %;.. 

Допустим, что для [ =1,2,...,т класс решений неравенства (3) 
при заданных %, %„, п:,...!, т описывается начинающейся с Я аксио- 
мой ё&» и, па, п...) ВИДИМОЙ степени [ вида ЧУ...У\ %, если т четно, 


—— 
т 


и вида ЧУ...Зу, если т нечетно. Докажем лемму 1 для [=т-+ 1. 
т 
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Случай 1. т = 2$. Аксиома 
5, и, Па, ..-, Пи» Тит 


получается из аксиомы 


б о а 
те И ь а) Эа (ЯГУ, Зы 8) 
‘добавлением в %„ выражения 
В т 
& и =: о (Биг в ма У. Бай 


Вынося все кванторы вперед, мы получим формулу 


у, и, Та»... , Пит 


вида 
В. жж 
——— 
т- 
которая описывает класс всех (п1п.... п» а)-Покрытий модели % от 


носительно %,.. 
Случай 2. т = 25 |1. Аксиома 


> 
О Об о 
получается из аксиомы 
5, Уи» и, ---› Пт 


’ добавлением в 9%, выражения 
(1. Ат) 


& & (У га. 21) У М4. т та" 


1. т тат 
Вынося кванторы вперед, получаем формулу 


бл, 3, Па». - > Пт 


вида 
У. 
в ь 
т-т 
описывающую класс всех (пп... П»Пта)-Покрытий модели % отно- 


сительно %,. Лемма 1 доказана. 
ЛЕММА 2. Класс моделей 9%, удовлетворяющих условию 


< (путп,....щш® (4) 
при данных (п,..., т), Х, описывается аквсиомой 


И пор (8) 


видимой степени [- 1, начинающейся с У. 
Доказательство. Пусть даны кортеж (пл, п», ..., т) и мо- 


дель %. Среди моделей из 5„, (%) существует конечное число моделей 
№, ..., Мк таких, что каждая модель из 5», (%) изоморфна одной из них. 


9 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Как. в доказательстве леммы 1, построим модели 


№, ий =1, аа М, # = 1, 2-м, ® (ВЫ), 
И О 
и их описания 
У: (ха, а оли У, (х1, и» У... › У", 
Уь (Я Яыз У + - + Ул зе Анне» бы). 


Аксиома 


К, 
1, =, = (Уха... 2) У м, (2...) Фь,) 


41=1 


описывает класс моделей, у которых каждая подмодель, содержащая 
не более п: элементов, изоморфно вложима в %. 


Аксиома 
К 
99. п, п» = (У Жь ... 2,) {У \ь (21, 4%, -.. и) & 
1—1 
№, а 5 к йе 
[№ (х., ыы % т) — О: (Ну ыы вы) У, (хт, ЕЕ О Е ‚Ут, } == 
#=1 = 


а и 


описывает класс моделей 5%, у которых любая подмодель 9%, из п! эле- 
ментов изоморфно вложима в % с помощью такого изоморфизма ф, что 
для любого п.-расширения %„»„, модели %,, =фФ (5%„,) в % найдется изо- 
морфное отображение ф! модели %„„, в 5%, совпадающее с ф\* на %,.. 


Аксиома 
} . 
То», а, п (У п... 2.) (3 К ее Ут. Аи 
(11) (Е) 
ие о г. 2и,) 
Мм. < 2» 15 ет 
Ре. о Уыь (та, Зы: Тт., У Е › Уп» 21...) 2и,)} ее 


411213 


(Усов) Чо а 2, ) з (1, у, 2) 


описывает класс моделей 5%, удовлетворяющих условию 9% < (пи, п», из) ®. 
Продолжая наше рассуждение так же, как в доказательстве леммы 1, 
получаем, что класс моделей 5%, удовлетворяющих условию 


5%} < (п,,...,пт) 7, описывается аксиомой 
5, па, пы. , Поз 
вида 
а ое 
ан: 
2$ 
если 1 = 2$, и аксиомой вида. 
МА у 
—— 
28-1 


если [= 2$ -+ 4. 
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ЛЕММА 3. Пусть % < (п, п.,..., п!) 3. Тогда всякая аксиома вида 
В ео. 
видимой степени [, истинная в %, истинна в %, а всякая аксиома вида 
Е А а аа и 


«видимой степени 1, истинная в %, истанна в %. 
Доказательство. Пусть аксиома 


де И т = 2 2 1 И 2 2 , 
М нь каза ПА (а нь Са Зи Мнщей >) 


истинна в %. Покажем, что а истинна в %. Возьмем в 5% произвольные 
элементы (а1,..., а: )=%' и отобразим модель %'’ на% (а1,..., @) ‚ до- 
пустимым изоморфизмом ф, = ф\’"""*. Тогда аксиома 


2 2 + и 2 2 
ПЕ а. Марла обмена) 


истинна в %. В % можно выбрать элементы а1,..., а” так, чтобы ак- 
сисма 


З 3 4 4 я Е 77а З З 
Ум... жж... 2... (4,3 би @ сх бт ЗА, о бь +.) 


была истинна в}. Существует допустимый изоморфизм ф›, отображающий 


| Ни}. 9 
У (ао день Врыбнья бя) 
на 
Зе 1 3 = 8 
ЧЕ (а ил: б еб ана бь). 
6 2 - я 6 
Добавим к 9%? произвольные элементы а\,...,ал, и отобразим 
1 —2 Е: 3 
ЗА ( аи зы@ие зон ыьм зав.) 


допустимым способом на 
аа еда о ан ис ата.) 
Тогда в % истинна аксиома 
о и А мае. ия 2 „а, рами). 


Продолжая наше рассуждение, через А шагов убеждаемся, что аксиома 


© истинна в 9%. 

Аналогично доказывается первая часть леммы. 

Следствие 1. Если % < [1 %, то всякая аксиома видимой сте- 
пени 1, начинающаяся с У, истинная в %, истинна в % и всякая аксиома 
видимой степени 1, начинающаяся с Ч, истинная в %, истинна в %. 


1 
Определение 3. 3% = 5% равносильно тому, что 


Я < Ш\м&м < Ш Я. 


% арифметически эквивалентно 5% тогда и только тогда, когда 


(91 ® 9%. 
9* 
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х 


Определение арифметической эквивалентности введено А. Тарским, опре- 
м 
деление % — 5% введено Фраиссе. 


1 ы 
Из леммы 3 следует, что если 9% = %, то всякая аксиома видимой 
степени < [, истинная в %, будет истинной в %, и обратно. 


8 3. Усиление теоремы Хенкина 


Определение 4. Класс моделей К называется /-классом, если 
он обладает следующим свойством: если для модели %, любого кортежа 
1-го ранга (пл, п»,..., т) и любой модели %,„, из 5», (%) в К найдется 
модель 9%, 5, ,п,..,т Такая, что 

1 


Х < (5%, Пе ь у п) вх, Уи» Ма, .-.) Пр» (9) 


то в К существует модель 9%, содержащая %, и % < Ш%. 

Следующая теорема является усилением известной теоремы Хенки- 
на, доказанной им при [= 1. 

ТЕОРЕМА 1. Если КЕАСл, то К является 1-классом для любого 1 `> 0. 

Доказательство. Пусть А ВАСх и модель % удовлетворяет 
условию определения 4. Рассмотрим систему аксиом Х, состоящую из: 

1) Хк — системы аксиом, определяющей класс К, 

2) атомарного описания модели %, 

3) всех аксиом б/у, м, ...щ для всех М 65», (%) и кортежей 
ППШ 2 — бов 

Покажем, что система Х совместна. Возьмем произвольную конечную 
подсистему Х, системы Х. В »Х, входит конечное число формул из 2), а 
следовательно, конечное число элементов из %, образующее подмодель 
3%. Далее, в Х, войдет конечное число формул из 3): 


5, 4 ту, п", о п, ) 1, 2, 9,5 
1 
Пусть 
о 1 1 2 . Г 
Х =; О Я: №, М, — тах {та }, М№, —= шах {п}, а № — шах {п}. 
1 


Возьмем модель %5, м,..м из К, удовлетворяющую условию (9). 


Очевидно, она удовлетворяет системе ».. По локальной теореме существу- 
ет модель 9%, удовлетворяющая всем аксиомам из УХ. Легко заметить, что 
5% содержит \ и % < ШЗ). 


$ 4. Теорема Лося — Тарекого 


Определение 5. Модель %Е6 (5%) называется 1-подмоделью 
модели 9, если % < [ИП ЭЖ. 
Обозначим через 3; (5%) класс всех [-подмоделей модели 5%, а через 


©; (К) — класс всех моделей, являющихся 1-подмоделями модели клас- 
са К. 


| 
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Класс К называется [-определимым, если он является 1[-классом и 
@& (КСК. 

Следующая теорема является усилением известной теоремы Лося и 
Тарского [см. (“) и (5)] о характеристике универсального класса. 

ТЕОРЕМА 2. Следующие условия эквивалентны: 

1 КСЕ Са. 

—— 

2. К есть 1-определимый класс. 

Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1 следует 
условие 2. Из условия 1 и теоремы 1 следует, что К есть [-класс при лю- 
бых [> 0. Покажем, что ©, (К) СК. Пусть 6 ©; (К). Тогда существует 
модель 9} 6 К такая, что 


Я < Ш Ж&МЕ5 (3). 


Если аксиома 


а 2 2 1 2 з. 
ПЯТ. Па Ч м ау (ране ани Пара) 
видимой степени < [ истинна на классе К, то она истинна в 9% и, по лемме 


3, истинна в %. Это означает, что ЕК и ©; (К) СК. 
Докажем теперь, что’ из условия 2 следует условие 1. Рассмотрим класс 


МПД КСГ, ТЕОЕ. ^^ бд: 
1 


Очевидно, КСМ. Допустим, что существует модель % 6 М\К ив К вы- 
полнено условие 2. Если для модели %, любых (п1,..., п) и любой 
подмодели %, %'65,, (3), в К существует модель 9%, дет, о. п 
удовлетворяющая условию 


ат Е (11) 


то в К существует модель 9% такая, что % 6 ©; (5%) и, в силу ©; (К) СК, 
модель 9 принадлежит классу К. Но это противоречит допущению 
ЖЕМ\ К. Значит, существуют последовательность (по по... по) и модель 


с :5,0(5) такие, что никакая модель % из К не удовлетворяет условию 
1 
о ен). (11*) 


Класс Г всех 5%, удовлетворяющих условию (14), по лемме 1, описыва- 
ется аксиомой 


ложная на модели 9%. Следовательно, % 6 М, т. е. М = К. 
Замечание. Из теоремы 2 при {1 = 1 мы получаем теорему Лося 
и ‘`Тарского. 
При [=2 из теоремы 2 мы получаем теорему Чжана [см.('), теорема 4]. 
В то же время при [-=2 теорема 2 является усилением теоремы 6 
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работы (#), где условие 2 заменено условием К 6 АСли 5° (К) СК. В самом 
деле, легко показать, что 
5" (К) = ©, (К); 

в то же время условие, что К есть 2-класс, слабее условия К Е АСА. 

ТЕОРЕМА 3. Если К есть ([-класс, то 

©, (К)ЕОЕ... СА. 
С 

Доказательство. Пусть ©:(К) =Г. Тогда © (Е) =Г. 
Действительно, если 9% ©, (Г), то для некоторого ЕЁ %Е ©; (%). 
В то же время существует модель 3» такая, что ЗЕ К, ЕС, (%). Оче- 


видно, из 


ЕС, (5) х ЛЕС, (3) 


следует % ЕС, (3) и \ЕГ. Покажем, что Г, есть [-класс. Пусть для 
модели %, любой последовательности (п,...,т) и любой модели 


У ео,, (3) в Ё найдется модель 955, п, „, Такая, что 


< (%', пь,..., №) 9% еп... п 


Для модели № 9, 
что 


”, Из К такая, 


Следовательно, 
1 
< ед п) 35, 9, п а т. 
По условию, К есть [-класс и существует модель % 6 К такая, что 


< ШЗ и 65 (3). 
Это означает, что 


Мес; (К) = Г. 
Таким образом, Г есть [-класс и ©; ([) =Г. Из теоремы 2 находим 


Се ОВО. 


1 


При { = 2 получаем усиление теоремы 7 работы (1). 


$ 5. Теорема Лося — Сушко 


Определение 6. Последовательность {5%;} моделей %,, Е= 
=1, 2, 3,..., назовем [-цепью, если 9%, 6 ©, (В) пит = 123. 
и для любой подмодели 9%’ из 5 (5%,) тождественное вложение 9%’ в 
3\:--, является допустимым отображением О ее о 

Через 0; (К) обозначим совокупность моделей, являющихся суммами 
[цепей {5%} при 9%, ЕК. Очевидно К С 0, (К) при любом 1`> 0. 

ЛЕММА 4. Если К есть 1 - 1-класс, то 


(1 (К) < ©. (К). 


| 
| 
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Доказательство. Пусть % ЕК, {95%,} — [цепь, % = О 5. 


Возьмем произвольный кортеж (п1, п»,..., п-+1) Г-- 1-ранга и модель 
65», (3). Тогда найдется модель 9%, на 3... Покажем, 
что %, удовлетворяет условию 


Я < (%,,, `Пъ, Пз, --., т) Зы... 


“Нужно найти все допустимые отображения фи, фо, ..., Ф+: для пары 


З}, 53,. Тождественное отображение модели %„,в модель 5%, обозначим 
через фл: 
фи: №, —> М, = Ж, © 9%, 


(модель %„, обозначается через %»„,, если она рассматривается как под- 
модель 9). Для любого и»-расширения %„„, модели %,„, в %, тожде- 
ственное отображение %„„, в \ обозначим через фь: 


ф> : Эли, = пм, = Зи, с. З. 


Возьмем из-расширение %,„„„, модели ил, в %. Оно лежит в некотором 
т 

%:,. Обозначим через \", м, ...,\ф1 допустимые отображения, соответ- 

ствующие паре моделей 95%, 9%, и подмодели %,„„ При этом мы’ пола- 

таем, что 4! — тождественное отображение. Тогда 


Ф> = р : 3", -2 ХТ, — 5%... 


Для Э)„»„, полагаем фз = фз, где 2 есть допустимое отображение пары 


| 9%, 54... Тогда 


Фз = р . а ==> ит, Е 5 (5%) . 


Для произвольного п.-расширения %„ пм». модели %„„, в %; суще- 
ствует допустимое ‘отображение р, отображающее Зи или, В Жиль © 
Е9 (9%,). Положим ф. =. Произвольное п-расширение пли 
модели У„п»„. в ® лежит в некотором 5%, содержащем 9%. 

Допустимые отображения, соответствующие паре моделей 9%, 9%, 
и подмодели Жи пил, 65 (%,), обозначим через 11, 42,.... При этом мы 
полагаем, что отображение р! тождественное. Тогда 12 отображает Эи,ппь 
в 9%, оставляя неподвижными элементы из \„„»„.. Таким образом 
отображение \р2.\р: будет допустимым отображением $95. Произвольное 
по-расширение пили». модели Жи пилль В 5%, отображается в пилить 
посредством отображения \рлрз в 5%. Продолжая наше рассуждение, мы 
построим все отображения фл, ф›,..., Ф/ |1. Это означает, что 


3 < (5, па,..., та) 9%. 


‚По условию леммы, А есть [ -- 1-класс. Следовательно, существует мо- 


дель ЕК такая; что Е, (5%), т. е. ПИ: (К) с ©. (К). 
ЛЕММА 5. Если 96 ©; ($), [`>1, то существует модель 9, арифме- 
тически эквивалентная У и содержащая % как подмодель, и ЗЕ ©, (9. 
Доказательство. Рассмотрим класс К моделей, описывае- 
мых системой всех аксиом, истинных на 9%. Из условия леммы и теоре- 
мы 1 следует, что модель % вложима в некоторую модель %; из А. 
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ЛЕММА 6. Если класс К есть 1-класс для [`> 1, то всякая модель 
91, ©; (К) арифиетически эквивалентна сумме некоторой 1 — 1-цепи К-мо- 
делей. 

Доказательство. ‘Если %Е <, (К), то существует модель 
$ ЕК и %Е6; (9%). Поскольку 1> 1, всякая конечная подмодель 
$, изоморфно вложима в %. По лемме 5, найдется модель 91; арифме- 
тически эквивалентная % и содержащая 9. Очевидно, % 66, (%,). По 


теореме 3, 
©(К)ЕОЕ... Сл 


1 


и ЕС, (К). Следовательно, существует модель 9,6 такая, что 


ЕС, ($). 
Допустим, что построены модели 9%, 9, %1, 9, ..., \, 9» такие, 
что все %,..., %, арифметически эквивалентны, все 9; Е Ки % ЕС, ($,). 


Существует модель %,., такая, что %,, арифметически эквивалент- 
на 9%, 5, ЕЕ, (91,1), Я, 65 (%,-1). Из аксиоматизируемости ©; (К) 
следует существование модели У»: в К такой, что За Е ©, (9-1). 
`Продолжая рассуждение, мы получим последовательность моделей 


%, $,..., %, Ф,... таких, что % арифметически эквивалентна 
р при = 4, р э ое. $.ЕК, ЕС; (9;) и ЕС, (94+). 
Очевидно, 
09% = $:. 


По теореме Тарского, модель % арифметически эквивалентна [9% и |] $). 
Рассмотрим последовательность 9; 1 = 1, 2,3,..., и покажем, что 


5:6 6-1 ($1). 


Возьмем произвольную подмодель $: 5», (9) и произвольную одноэле- 
ментную подмодель Не 5: (51). Пусть-паре 9, $; соответствуют допу- 


о 
стимые изоморфизмы Ф» 1] =1,...,Ь паре %, 9%, — допустимые 
1 . у 
_ изоморфизмы \1;, | =1,...,[ паре #1, Я, — допустимые изомор- 
и Ш 
ф змы Ф;, | =1,...,1. При этом считаем, что в качестве исход- 


5 : т; ; ;! 
ных  подмоделей берутся соответственно 9, $: ($; ) и 41 ф2 ($,'), 


7 


а в качестве расширения $’ (9) берется $;'. Тогда отображения 
ЕЯ 
фь+ р>фз НЕ А», 
фафзфь = Ав, 


фен ет = А 1, если [ — 1 четно, 

ФАЙ ФЕН = Ма, если 1—1 нечетно, 
образуют допустимые изоморфизмы для пары $, Эна. Таким образом, 
0$: с И- (К) и © (Кс Ст(И, (К)), если К есть [класс (через 
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'СТ(К) здесь обозначен класс всех ее %, арифметически эквивалент- 
‘ных хотя бы одной модели из К). 

Лемму 6 можно сформулировать также следующим образом: если 
‘класс К есть 1-класс для [> 1, то 


©; (К) <= С1 (И (К)). 


ТЕОРЕМА 4. Следующие условия эквивалентны: 
ВАО С. 
—— 


2. К есть И а (Иа ®юск. 

Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1 сле- 
дует условие 2. Из условия 1 и теоремы 1 вытекает, что К есть [-класс 
для [> 0, а в силу леммы 4, 0‚_, (К) С ©; (К). По лемме 3, ©, (К) СК. 

Следовательно, Ил, (К) СК. Но К = СЖ и С1(0,(К))СК. 
Докажем теперь, что из условия 2 вытекает условие 1. Из условия 2 
_и леммы 6 следует, что 


кс, уз, 


Значит, ©; (КСК. С другой стороны, КС_©,(К) и К = © (К). По 
теореме 3, 
& = ©,(К)ЕОЕ... Сл. 
1 


Следствие 1. Следующие условия эквивалентны: 
ОА СОН ОА, 
—— 

2. К есть [-класс и СЖ =К, ПИ (ЮСК. 

Доказательство. То, что условие 2 вытекает из условия 1, оче- 
видно. Покажем, что условие 1 вытекает из условия 2. В самом деле, из 

ОЕ. АИ КК 
вытекает 
СТ (1-— (К)) СК. 


Следствие 2. Следующие условия эквивалентны: 
1. КЕОЕ.. . - Сл 
——— 
2.  КЕАСл и (КСК. 
Утверждение является очевидным следствием теоремы 4. Теорема 4 
является усилением теоремы Лося— Сушко. 


$ 6. Теорема, дуальная теореме Лося и Тарского 


ТЕОРЕМА 5. Следующие условия эквивалентны: 
1. КЕЧО... Сл. 
—— 


1 


2. Если для модели % и любого кортежа (п1,..., т) ранга [в К су- 
ществует модель Фу, т,....п, такая, что 
5, АО < (п, сос) п) 9. 


то ДЕК. 
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Доказательство. Докажем сначала, что условие 2 вытекает 
из условия 1. Пусть модель % удовлетворяет требованию условия 2 и 
аксиома 


а (Ча... 2) (Ум... бт, а. 
и” 
1 
истинна в классе К. Тогда для (п1,..., т) найдется модель Зч, п....., п) 


в А такая, что 
3х, 7и,...› =; < (т, $ т) 31. 


По лемме 3, аксиома а, истинная в у, и... п, Истинна в модели $, в 
%ЕК. х 
Докажем теперь, что условие 1 вытекает из условия 2. Рассмотрим. 


класс 
моек лево 
—— 


1 


Очевидно, КС. М. Допустим, что 46 М\К. Если УЕК, то существует 
кортеж (п°,..., п9) такой, что в К нет модели %, удовлетворяющей усто- 
вию 


8<(п,... , по) 9. 


Аксиома 1 „о, Определенная в доказательстве леммы 2, опреде- 
2 1 


00 


ляет класс моделей %», удовлетворяющих неравенству 
3 < (мо.... , 00). 


В классе К истинна аксиома 


имеет вид 


и, следовательно, 6 М. Это означает, что М = К. 

Замечание. При / =2 мы получаем теорему Д. А. Захарова, 
дуальную теореме 4 работы (!); при / = 4 получаем характеристику экзи- 
стенциальных классов. 

Введем обозначения: 


%С6' (3) = 365 (5%) & $ < 1%, 
ЕС’ (К) = (1%) (ЕК ЕС (%)). 


ТЕОРЕМА 6. Следующие условия эквивалентны: 
И ИЛ 


1 


2. КЕАСА и © (ЮСК. 
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Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1 сле- 
| | 
дует условие 2. Если %6© (К), то существует ЗЕК и % < Ш%. 
Тогда, по лемме 3, всякая аксиома © вида 


истинная в классе А, истинна на 9. Следовательно, ©’ (КСК. 
` Докажем теперь, что из условия 2 следует условие 1. Покажем, что 
в К выполнено условие 2 теоремы 5. 

Пусть для модели 9% и любой последовательности (И ьой в А оу 
ществует модель %у, „.....„, такая, что 


За, па»..., п) 5 (Пь #4 т) УГ. (а) 
Для модели 3 напишем аксиому 


Тэг, та.) о, У, 


моделей %, удовлетворяющих нера- 


которая описывает класс Аи... п, 


венству (а). 

Рассмотрим систему аксиом Х, состоящую из: 

1) Хк — системы аксиом, истинных в К, 

2) всех аксиом Ту, п.,..,", для всех (п, ..., П)). 

Возьмем конечную часть Х’ системы Х. В У’ входит конечное число 
аксиом вида 2): 


т 


5, И, 
Пусть 
№, = шах {т1},..., М = шах {п}. 
р р 


`Тогда в А существует модель %м,,...., м, Такая, что 


Зм.... м < (М1, ..., М1) 9. 


Очевидно, модель %м,..м удовлетворяет системе У’. По локаль- 
ной теореме, в К существует модель %, удовлетворяющая условию 
$ < ПУ. 

Рассмотрим систему 5 аксиом, состоящую из: 

1) Ух — множества всех аксиом, истинных в 9, 

2) атомарного описания модели 3%, 

3) всех аксиом Е’, и,,....п, Для %' 65. (3). 

Конечная часть 5’ системы 9 содержит конечное число аксиом вида 
2), в которые входит конечное число элементов из %, образующих под- 
модель %,, и конечное число формул 


Е 


Модель % удовлетворяет этой системе 5’. По локальной теореме, суще- 
ствует модель Э/, удовлетворяющая системе 5. Значит, модель 9% ариф- 


жа и О 
- 
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метически эквивалентна модели 9%, содержит моделу %, ЗЕ5 (911), и 
%<Ш%, %66:(9), ЗЕК, 
91 Е © (3), ЖЕС'(К). 


По условию 2 теоремы 6, С' (К) СК. Отсюда следует, что %; ЕК и ЧЕ К. 
Условие 2 теоремы 5 выполнено и 


© (КЕНИЯ... Сл, 
——— 


что и требовалось доказать. 


Обозначим через ©'(К) класс всех моделей %, удовлетворяющих 
условию < [П % хотя бы для одной модели % из К. Очевидно, 


ксе' (кс (К). 
ТЕОРЕМА 7. Если КЕАСа, то 


© КЕНО. 


1 


Доказательство. Покажем, что в Г, = ©® (К) выполнено 
условие 2 теоремы 5. Пусть для % и любого кортежа (п1,..., п1) ранга 
1 в Г существует модель За, „, ", Такая, что 


39, п, ОГ п; < (1, ...у п) 9Г. 


Тогда в А существует модель %, такая, что 


3 < [1] $, ре ььь ту. 


Рассмотрим систему » аксиом, состоящую из: 
1) Хк — системы аксиом, определяющих К, 
2) всех аксиом "ух, и,,..., „, для всех (пл, п»..., т) ранга 4. 
Возьмем произвольную конечную часть Х, системы Х. Она содержит 
конечное число формул 


Чех, к и т!) ыы ПЕ | (8) 
Пусть 
У; = вах {п}, Е 
й 
Тогда для кортежа {№;,..., №) в Г найдется модель %4, м... к, удо- 


влетворяющая всем формулам (В), и в К существует модель %, удов- 
летворяющая условию 


3. < ШЗ, м,...., м. 


Очевидно, 3» удовлетворяет У;. По локальной теореме, существует мо- 


дель %; для системы Х. Это означает, что ®, ЕК и %: < Ш%, т. е. 
уе '(К). 
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$ 7. Характеристика экзистенциальных классов 


Из теорем 5, 6, 7 для экзистенциальных классов непосредственно 
получаем следующие теоремы: 

ТЕОРЕМА 5а. Следующие условия эквивалентны: 

1) К [5 ЯЧСл; 

2) если для модели У и любого целого положительного числа п суще- 
ствует К-модель % такая, что любая подмодель %1, $1 65» (3), изоморф- 
#0 вложима в У, то УЕК. 

ТЕОРЕМА ба. Следующие условия эквивалентны: 

1) КЕНСА; : 

2) КЕАСл и ©’ (КСК, где ©’ (К) — класс всех моделей, содержа- 
щих подмодель, изоморфную некоторой модели из К. 

ТЕОРЕМА Та. Если КЕ АСл, то ©’ (К)ЕЧСА. 


$ 8. Характеристика аксиоматизируемых классов моделей 


ТЕОРЕМА 8. Следующие условия эквивалентны: 
1) КЕАСА. 
2) Если для модели %\, любого кортежа (п1,...,п), [= 1,2,3,..., 


и любой модели 9 из, (97) найдется в К модель Зи... такая, что 
1 ЭГ, па,.-.› 1 


И * 
У < (91 ИТ) 3 м, В 
то ЕК. 
Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1) сле- 


дует условие 2). Пусть Х — система аксиом, определяющая класс А, и 


а = (Уж...) (22...22). (мн... ом) 


‘входит в систему Х. Аксиома а определяет кортеж (пл, п», ..., т). Пусть 


для модели 9%, любого кортежа ранга [ и любой модели 9/65», (97) най- 
дется модель уг, п... п) ЕК такая, что 


РОВОр 


< (97, По) Зг, п.....п 
Из условия 1) и теоремы 1 следует, что в К существует модель %, содер- 
жащая 9% и такая, что 1 < [1] %. Тогда, по лемме 3, аксиома @, истин- 
ная на модели %, будет истинной на модели 3. 

Если в систему Х входит аксиома 


(и оае ОАе м абанламоце) 


видимой степени /, то рассмотрим кортежи ранга 1 -- 1. При любом т 
для кортежа (т, п1,..., т) и любой модели 9Г, 9 65 (91), найдется 
модель 9, т, ".,..т К, удовлетворяющая условию 


Ьл < (Г, т, п, --., п) 35, т, т,...› пу. 


Класс К есть (1- 1)-класс и в К существует модель %, содержащая 9 
и такая, что 1 < [1 - 1] %. Легко заметить, что из % < [1 - 1] % сле- 
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дует 3 < 1 9. Тогда, по лемме 3, аксиома В, истинная в %, будет истин- 
ной в 91. Таким образом, всякая аксиома из Х истинна в УТ и ДЕК. 

Докажем теперь, что из условия 2) следует условие 1). Пусть в К вы- 
полнено условие 2). Рассмотрим класс 


М = АКС, БАСА}. 


Очевидно, КС. М. Если Е М\\К, то существуют кортеж (пб, ..., п?) 
и модель 97, ЭГ 6.5, (9), такие, что в К нет модели %, удовлетворяющей 
неравенству 

9 (9, по,..., №). 


Класс моделей %, удовлетворяющих этому неравенству, описывается 
аксиомой 


В = а, 9", п,.. п 
вида 
ЧУ... 
—— 


(лемма 1). Аксиома — В истинна на классе А и, следовательно, на М. 


В то же время аксиома — В ложна на модели 9. Отсюда вытекает, что 
УЕМ и М =К. 
Заметим, что теорема 8 является усилением теоремы 1. 


$ 9. Конечно-аксиоматизируемые классы 


Рассмотрим класс моделей, описываемых одной аксиомой сколемов- 
ского вида. 

ТЕОРЕМА 9. Следующие условия эквивалентны: 

1) КЕОЕС; 

2) существует пара чисел п, т такая, что если для модели % и любой 
модели ЭГ Е5» (97) в К найдется модель 3, удовлетворяющая условию 


У < (9, п, т) З9Г, то ХЕК. 
Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1) сле- 
дует условие 2). Пусть класс К определяется аксиомой 
о 1 1 2 2 1 1 2 2 
она (Уна ИН), (21 в ока Ь Зы аороаа нь СЕ) 


и для модели % и любой подмодели 9% из», (9) найдется модель 3. ЕК 
такая, что 


91 < (97, п, п) За. 


Тогда аксиома а истинна в 9%. Действительно, возьмем произвольные 
элементы 


о аб 


Существует модель 3% из К и такое изоморфное отображение ф модели 
3%’ на 


8 = (а1, Ой @,) 651, (Зе), 
что любое п,„-расширение 


я и о ры = 
р = (а1, ва) @п,, Ь, баг „. 9) 
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изоморфно вложимо в 31 отображением р, совпадающим с ф* на %’. Эле- 
менты 6:,...,6,„, можно выбрать так, чтобы описание 


Е: на Яо Ию И 


5. 


было истинно. Тогда описание 


у (ат, . ..) п» Ь,, се р.) 


истинно в %. Это означает, что ЕК. 

Докажем теперь, что из условия 2) следует условие 1). Рассмотрим все 
аксиомы сколемовского вида, содержащие не более п кванторов всеобщ- 
ности и не более т кванторов существования, истинные в классе К. 
Все эти аксиомы определяют некоторый класс М, содержащий К. 

Допустим, что существует модель 16 М \ К и что в К выполнено усло- 
вие 2). Тогдав 9 существует подмодель = (а1,..., а») такая, что в К 
нет модели $», удовлетворяющей условию 


< (р, п, т) За. 


Аксиома 
еб оо. У, они они 
тде \ (2,..., 2.) — описание ЭГ’, ; (2,.:., Жи Ур. Ут) — опи- 


сания т-расширений % в 5, истинна в 1 и ложна на классе А. Ее отри- 
цание — а истинно на К и ложно в %, т. е. % ЕМ. Итак, М = К. Легко 
заметить, что класс М определяется одной аксиомой сколемовского 
вида. 

Следствие 1. Следующие условия эквивалентны: 

1) КЕОС; 

2) существует число п > 0 такое, что если любая подмодель % модели 
9% из 5 „ (97) вложена в соответствующую модель %х из К, то ЧЕК. 

Следствие 2. Следующие условия эквивалентны: 

1) КЕНС; 

2) существует такое п > 0, что если для модели % существует модель 
$ из К, удовлетворяющая неравенству % < [п] %, то ЧЕК. 

Следствие 3. Следующие условия эквивалентны: 

1) КЕЗС; 

2) существует такое положительное число п, что для каждой модели 
% из К пересечение К[ 5» (9%) непусто и ©’ (К)СК (К содержит все 
надмодели К-моделей). 

Следствия 1, 2, 3 доказываются так же, как теорема 9. Следствие 1 
было доказано Воотом (°). 

Автор выражает искреннюю благодарность А. И. Мальцеву за поста- 
новку проблемы и обсуждение работы, а также А. В. Гладкому за цен- 
ные замечания и советы. 


Поступило 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1961), 621—628 


- А. Г. ПОСТНИКОВ 
К СЕМИДЕСЯТИЛЕТИЮ ИВАНА МАТВЕЕВИЧА ВИНОГРАДОВА 


14 сентября 1961 года исполнилось семьдесят лет со дня рождения 
крупнейшего творческого работника в области аналитической теории 
чисел — Ивана Матвеевича Виноградова. 

Свою научную деятельность Иван Матвеевич посвятил статистиче- 
ским задачам теории чисел (так мы будем называть область математики, 
имеющую дело с неравенствами и асимптотическими формулами в тео- 
ретико-числовых вопросах). В таком выборе, кроме личных вкусов, 
сказалась, по-видимому, и математическая традиция петербургских 
математиков, оказавших научное влияние на Ивана Матвеевича. Уже 
свыше четырех десятков лет И. М. Виноградов с огромной целеустрем- 
ленностью и талантом разрабатывает различные задачи теоретико-число- 
вой статистики. 

-В одной из своих первых работ (1918 г.) И. М. Виноградов доказал 
следующий закон распределения вычетов и невычетов степени и по простому 
модулю р: если п — делитель числа р — 1, ОХ р, Х р, иа не делится на 
р, то количество Т чисел ряда 1,..., р1, сравнимых по модулю 
р с числами вида а2", выражается формулой 


Т = 2 --0ИУршр,  [8]<1. 


В этой теореме принципиальный интерес представляет сама поста- 
новка задачи. В 19-м веке в теории сравнений ставились почти исключи- 
тельно вопросы, относящиеся к полной (или приведенной) системе вы- 
четов; рассмотрение же неполной системы вычетов возникало лишь как 
промежуточный этап в рассуждениях. В теореме Виноградова из системы 
вычетов выделена часть, а именно классы вычетов, содержащие числа 
1, 2,..., ра, и эта часть самостоятельно изучается. Такого рода задачи бу- 
дем называть задачами на неполную систему вычетов. И. М. Виноградов 
поставил и решил целый ряд задач на неполную систему вычетов: задачу 
о наименьшем невычете, задачу о распределении индексов, задачу ‘о 


‚ наименьшем первообразном корне. Возможно, что при постановке этих 


задач И. М. Виноградов исходил из практики — практики составления 
таблиц, относящихся к классической теории сравнений. 

Для исследования задач на неполную систему вычетов Иван Матвее- 
вич, наряду с элементарными методами, употребляет следующий свое- 
образный аналитический аппарат, аналог ряда Фурье. 

Пусть р — простое число. Рассмотрим периодическую с периодом 
р функцию Ф(и), определенную для целых и: 
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Ф(и + р) =Ф (и), 
и определим ее «коэффициенты Фурье»: 


к р Пой = 
= Уфе? по ве 
Е Р 
Тогда будет справедливо следующее тождество — «разложение Фурье»: 
р а 
Ф (и) = Хаше г. 
п—=0 


Конечно, эта формула понятна и с точки зрения анализа (тригоно- 
метрическая интерполяция) и с точки зрения теории групи (разложе- 
ние по характерам циклической группы), однако следует подчеркнуть, 
что она является исходным пунктом при решении задач на неполную 
систему вычетов. Если положить 

| ны Г 
а 0 рр 
то мы получим аналог разложения в ряд Фурье характеристической функ- 
ции интервала 


На оО о = Чон Ре од), 
Е |0, изр+1,...,Р (бар). 
Из этой формулы вытекает, что количество ТГ квадратичных вычетов, 
находящихся среди чисел .1,..., ра, будет равно 
р рЬ—1 11 ; 19 (х*—) 


т Хе. р Е 


х=0 п=0 {=1 
Отсюда становится понятным, что для решения задач на неполную 
систему вычетов с растущим простым модулем р (или вообще с некоторым 
растущим модулем 4) требуется изучать тригонометрические суммы вида 
р К) 


Я 
1 


где ] (2) — функция, принимающая целочисленные значения. Такие сум- 
мы носят название рациональных тригонометрических сумм. 

Особенное внимание обращалось на изучение сумм, когда ](л) явля- 
ется многочленом. Если р, = 4, то такая сумма называется полной, 
если р, < 4, то неполной. Если р: не сильно меньше 4 (в рамках этой 
статьи мы не можем точно определить это выражение), то такая сумма 
называется длинной, если р, сильно меньше 4, то такая сумма называется 
короткой. Полная тригонометрическая «сумма с многочленом второй 
степени изучалась Гауссом. Оценки полных (и длинных) тригонометри- 
ческих сумм с многочленом п-й степени давались Морделлом, Хуа Ло 
Кеном; глубокие результаты в этом направлении были получены 
А. Вейлем (в связи с доказательством гипотезы Римана для дзета-функции 
полей алгебраических функций). Об оценках коротких ‘сумм мы скажем 
ниже. 

Резюмируя, мы должны признать, что работы И. М. Виноградова от- 
крыли новое направление в теории сравнений, которое, без сомнения 
будет развиваться и в будущем. 
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Е ре рита реветь 


Задачи на неполную систему вычетов тесно связаны с задачами о рас- 
пределении. дробных долей функций. Этим задачам Иван Матвеевич уде- 
лил большое внимание и получил в них результаты принципиального 
значения. 

же в 1917 т. И. М. Виноградов двумя различными способами вывел 
верхнюю границу для модуля разности 


Ни 


а<х<г 


({2} обозначает дробную долю числа 2) при единственном условии, что 
производная ]” (1) в интервале 4 < 1 < г подчинена неравенствам 


а 


где С — постоянное число и А >> 2. Эта граница явилась общим средством 
установления асимптотических формул для количества целых точек 
(т. е. точек с целыми координатами) в плоских областях. Первый из упо- 
мянутых способов был элементарный, второй основывался на разложении 
в ряд Фурье функции {2} или других периодических функций с периодом 1. 

Естественно, что метод изучения распределения дробных долей функ- 
ций, основанный на разложении в ряд Фурье, сводится к исследованию 
тригонометрических сумм 


Р 
» е2"1/(х), 
х=1 


где { (5) — вещественная функция, Р -› со. Первой задачей в этом на- 
правлении является изучение тригонометрических сумм с многочленом 


Р 
эд(аихп-|...-ах) 
Зал,.. нах == У е й : , 
Х—1 
где „,..., бл — вещественные числа. Эта задача обобщает задачу об 


изучении рациональных тригонометрических сумм с многочленом. 
И. М. Виноградовым получена прежде всего теорема о нахождении 


верхней границы для кратного интеграла 
1 1 
РЦ... бан, Г до... . 0 
0 0 


— так называемая теорема И. М. Виноградова о среднем значении: 
И 
Пусть п> 4, Г— целое положительное и г =2 [и + се + 1]. 
Тогда упомянутая верхняя граница (в упрощенном виде) такова: 


ие п(и-- 0) т мер (1—)1 


и Га ° 
где 


2 312 4 
а РА У=-. 


При ">>. "а, где г: = [20п2? п п], указанная граница может быть заме- 
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нёна более простой границей вида 
а п(п-1) 


И Е, 


где И’ зависит только от п. 
Легко видеть, что Г. равно’ количеству решений в целых числах 


1<2,...,4,, \,... У» < Р системы диофантовых уравнений 
г та 
и Го 
2 2 
жи =И +... У». 
2 2 


Глубоким арифметическим рассуждением И. М. Виноградов оценил 
количество решений этой системы. Замечательно, что эта оценка для /, 
почти точна. 

Обозначим через П и-мерный куб 0 < а, <1,..., 0 «а, < 1, через 
шез Ё {} — меру множества тех точек П, которые обладают свойством, 
указанным в скобке; обозначим также 


Е.(%) = шез Е {| базы |< А}. 


Ясно, что Ё (Л) — функция распределения, а 
| со 

у =\ ^"аЕ (^) 

` ы 0 
— гй момент этой функции распределения. Теорема Виноградова о сред- 
нем значении — это подсчет момента функции распределения, связанной 
с тригонометрической суммой. Как известно, с помошью моментов про- 
изводится оценка функций распределения (это, в сущности, составляет 
содержание неравенства Чебышева и его обобщений, используемых в 
теории вероятностей); точно так же с помощью теоремы о ‘среднем значе- 
нии можно показать, что 


п? 


веб Ез{ [За добр, >: ров 


(Из — константа, зависящая от п). Это утверждение, однако, не дает 
никакого критерия, относящегося к числам 9,..., ом (никакой теоремы 
переноса, как выражаются в теории диофантовых приближений), для 
того, чтобы тригонометрическая сумма имела ту или иную нетривиальную 
оценку. Задача же состоит в получении оценок для индивидуальной три- 
гонометрической суммы, а не только в получении метрических резуль- 
татов. 

Для решения этой задачи И. М. Виноградов предложил замечатель- 
ный прием, который мы здесь можем лишь описать. Каждой тригономет- 
рической сумме сопоставляется точка. в и-мерном единичном кубе П. Для 
данной тригонометрической суммы находятся другие тригонометрические 
суммы, мало отличающиеся от нее по величине («товарищи»), и сумма 
выражается как среднее арифметическое по ее «товарищам» («скажи мне, 
кто твои товарищи, и я скажу тебе, кто ты сам»). Далее, если эти «това- 
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рищи» хорошо раскинуты по кубу П, то среднее арифметическое по «то- 
варищам» можно заменить (с допустимой погрешностью) средним по всему 
кубу П. Таким образом, задача сводится к подсчету момента Г,. 

С помощью этого приема И. М. Виноградов доказал (мы берем теорему 
не в самой общей и сильной форме) такую оценку: если 


а 
ее, (9 =4, [9154 РЗ 
то 
Е неа 
ный аа 1? п Р пт, 


Где с1 > 0, с> > 0 — постоянные. До получения этой оценки приходилось 
довольствоваться оценкой Г. Вейля, имевшей вид: 


где с; (п), с > 0 — постоянные. 

В приложении к рациональным тригонометрическим суммам теорема 
Виноградова дает оценки коротких сумм, для которых результаты Мор- 
делла, Хуа Ло Кена, А. Вейля ничего нетривиального не дают. 

Метод оценки тригонометрических сумм И. М. Виноградова является 
блестящим вкладом в науку, и возможности этого метода далеко не ис- 
черпаны. Задачу о распределении дробных долей многочлена можно трак- 
товать как задачу на изучение динамических систем специального вида. 
Например, если мы за пространство динамической системы возьмем еди- 
ничный квадрат, за меру — меру Лебега, а преобразование определим 
так: 


Т (а, В) = (В, {28 —а {+ 21}), 


где т — фиксированное иррациональное число, то при х =1,2,... 
Т” (а, В) = ({(2° — 2) т— (2—1) в 28}, {(7 2) т— 20 + (+08). 
Мы видим, что задача о распределении дробных долей квадратичного мно- 
гочлена есть задача о поведении первой координаты точки в специальной 
динамической системе на торе. Значительная часть теории Виноградова 
не связана со специальным видом динамической системы, а имеет более 
общее значение. В этом источник новых приложений идей И. М. Вино- 
градова, касающихся изучения индивидуальных траекторий в динами- 
ческих системах (в частности, именно так я смотрю на свои работы о рас- 
пределении дробных долей показательной функции и работы об арифме- 
тическом моделировании случайных процессов). 

К оценкам тригонометрических сумм с многочленом можно свести 
(посредством полиномиального приближения) оценки более общих три- 
гонометрических сумм. С их помощью можно изучать рост дзета-функции 

4 
=>, 
= 
где $5=0 и, при увеличении |Ё| (сама дзета-функция, по сути, есть 
бесконечная тригонометрическая сумма). Как следствие получается оцен- 
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ка остатка для количества л (№) простых чисел, не превосходящих М. 
И. М. Виноградов первым получил наиболее сильный результат в этом 
направлении: 


ие О (Ме вм), 


ши 


л (М) = 


>. 5 


`где а > 0 — положительное постоянное. 

Есть основания считать, что оценки И. М. Виноградова окажутся по- 
лезными и при изучении других специальных функций. 

Большой цикл работ И. М. Виноградова относится к аддитивной тео- 
рии чисел, а именно к проблеме Варинга. Методом исследования здесь 
являются также тригонометрические суммы с многочленом. И. М. Ви- 
ноградов получает в решении проблемы Варинга наиболее сильные ре- 
зультаты. 

Для наименьшего числа г слагаемых, при котором всякое достаточно 
большое целое № представляется в виде (п — целое, положительное) 


Мое ее 


с целыми неотрицательными 2:,...,2,, И. М. Виноградов установил 
верхнюю границу вида: 
ге Те’) ош, НА, 0 
и—оо 

Эта граница с возрастанием п растет как величина порядка п шпив 
этом отношении мало отличается от нижней границы, равной п. Новая 
граница заменила ранее извествую границу порядка п2”; 

Для наименьшего числа г, при котором справедлива асимптотическая 
формула (Харди и Литтльвуда), выражающая количество представлений 
числа М в виде 


р п 
№ = м... 2, 


Виноградов установил верхнюю границу порядка п?]п п вместо ранее 
известной границы порядка п2п. 

Фундаментальное значение имеют работы И. М. Виноградова в зада- 
чах распределения простых чисел или, более точно, в аддитивных задачах 
с простыми числами. В 1937 году И. М. Виноградов нашел замечательный 
прием, позволяющий находить нетривиальную верхнюю границу для мо- 
дуля суммы (р пробегает простые числа) 


ФИ ря е2тЕ (р) 
р<Р 
приблизительно при тех же ограничениях относительно вида функции 
Е (1), какие делались при рассмотрении аналогичных сумм по числам 
натурального ряда. В сущности, в оценках этой границы заключены 
факты о распределении простых чисел в прогрессиях с растущим моду- 
лем. Действительно, методом Виноградова получается, например, оценка 


суммы 
. а 
214 — 
рр 


р«<М 
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где 
М 


ТЕ |2 
(а, 4) =1, (08 №) Зам, 


# > 3 — фиксированная постоянная; граница для такой суммы характе- 
ризует распределение простых чисел в прогрессиях по модулю 4. Оценки 
сумм по простым числам в случае, когда 
Е (р) = р" +... ор, 

в соединении с известными ранее фактами, касающимися распределения 
простых чисел в арифметических прогрессиях с фиксированным модулем, 
позволили решать аддитивные проблемы с простыми числами того же 
характера, какие ставились в отношении чисел натурального ряда. 
Первой Виноградовым была решена простейшая из таких проблем (от- 
вечающая случаю Р(р) = ар) — знаменитая проблема Гольдбаха для 
нечетных чисел, т. е. было показано, что всякое достаточно ‘большое 
нечетное число есть сумма трех простых чисел. Эта проблема восходит 
к 1742 году. 

И. М. Виноградовым получены и другие результаты, относящиеся к 
теории распределения простых чисел. 

Для творчества И. М. Виноградова характерно то, что его внимание 
направлено либо на вековые задачи (проблема Варинга, проблема Гольд- 
баха), либо на задачи, интересовавшие классиков (Гаусс). 

Постановка задач и методы И. М. Виноградова оказали огромное 
влияние на работу математиков в разных странах мира. Более того, 
работы Виноградова в сильной степени определили стиль современной 
аналитической теории чисел. Идеи Виноградова в соединении с другими 
идеями математической науки имеют большое будущее. 

Опыт ученого отражен не только в оригинальных работах И. М. Вино- 
градова, но и в известном его учебнике «Основы теории чисел». 
Собранные в этом учебнике задачи развивают творческую инициативу у 
учащихся. 

Иван Матвеевич Виноградов ведет большую научно-организацион- 
ную работу. С 1932 года он (почти бессменно) является директором Ма- 
тематического института им. В. А. Стеклова Академии наук СССР. Дея- 
тельность И. М. Виноградова как научного организатора выходит дале- 
ко за рамки его специализации в области теории чисел. 

В день семидесятилетия И. М. Виноградова советские математики 
желают юбиляру долгих лет жизни, научных успехов и плодотворной 
деятельности на благо науки. 


СПИСОК ТРУДОВ И. М. ВИНОГРАДОВА 
за период с 1952 по 1960 г.* 


1952 
117. Избранные труды. М., 1—436. 
118. Основы теории чисел. Изд. 6-е. М.—Л., 1—180. 
119. Новый подход к оценке суммы значений Хх (р -- №) (Известия Ак. наук СССР, 
сер. матем., т. 16, стр. 197—210). 


* Список работ до 1952 г. опубликован в Известиях Ак. наук СССР, сер. матем., 
15 (1954), стр. 390—394. 
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1958 


120. Элементарное доказательстве одной теоремы теории простых чисел (Известия 
Ак. наук СССР, сер. матем., т.17, стр. 3—12). 

1241. Улучшение оценки для сумм значений у (р -|- №) (Известия Ак. наук СССР, 
сер. матем., т. 41, стр. 285—290). 


1954 


122. Распределение по простому модулю простых чисел с заданным значением симво- 
лов Лежандра (Известия Ак. наук СССР, т.18, стр. 105—112). 


1955 


123. Улучшение асимптотических формул для числа целых точек в области трех из- 
мерений (Известия Ак. наук СССР, сер. матем., т. 19, стр. 3—10). 


1956 


124. Особые случаи оценок тригонометрических сумм (Известия Ак. наук СССР, 
сер. матем., т. 20, стр. 289—302). 

125. Пробема аналитической теории чисел (Труды 3-го Всесоюзн. матем. съезда, 
Иер; тб, «МЕ | 

126. Предисловие к сборнику «Карл Фридрих Гаусс», М., стр. 7—10. 


1957 


127. Тригонометрические суммы, содержащие значение многочлена (Известия Ак. 
наук СССР, сер. матем., т. 24, стр. 145—170).- 


1958 


128. О функции 6 (1 -- #) (Доклады Ак. наук СССР, т. 118, стр. 634). 

129. Особый случай оценки тригонометрических сумм с простыми числами (Известия 
Ак. наук СССР, сер. матем., т. 22, стр. 3—14). 

130. Новая оценка функции’б (1 -- #) (Известия Ак. наук СССР, сер. матем. , т. 22, 
стр. 161—164). 

131. Об одном кратном интеграле (Известия Ак. наук СССР, сер. матем:, т. 22, 
стр. 577—584). 


1959 


132. Оценка одной тригонометрической суммы по простым числам 
наук СССР, сер. матем., т. 23, стр. 157—164). 


133. К вопросу о верхней границе для С(п) (Известия Ак. наук СССР, сер. матем.., 
т. 23, стр. 637—642). 


(Известия Ак. 


1960 


134. К вопросу о числе целых точек в заданной области (Известия Ак. наук СССР, 
сер. матем., т. 24, стр. 717—786). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1961), 629—634 
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28 августа 1961 г. Петру Сергеевичу Новикову, одному из крупней- 
ших советских математиков, исполнилось 60 лет. 

Свою научную деятельность Петр Сергеевич начал в двадцатые годы 
в области дескриптивной теории множеств (ДТМ). В конце тридцатых 
годов в поисках новых средств для решения некоторых проблем ДТМ 
Петр Сергеевич начинает заниматься проблематикой математической 
логики, затем его внимание привлекают алгоритмические проблемы 
алгебры и в самое последнее время — вопросы, относящиеся к более 
традиционной проблематике алгебры (проблема Бернсайда). Во всех 
этих областях Петр Сергеевич получил решения труднейших проблем, 
которые долгое время оставались нерешенными. 

Научные интересы Петра Сергеевича начали формироваться в тео- 
ретико-множественной школе Н. Н. Лузина, из которой, как известно, 
выросла целая плеяда выдающихся советских математиков. Уже в эту пору 
проявилось исключительное дарование Петра Сергеевича. В 1927 г.он полно- 
стью исследовал вопрос о природе неявных В-функций, относительно строе- 
ния которых Лебег в 1904 г. сделал ошибочные утверждения. В основу 
этого исследования Петр Сергеевич положил новый сильный метод 
(принцип сравнения индексов), с помощью которого в дальнейшем и он 
сам и другие авторы решили многие важные проблемы ДТМ. В частности, 
большое внимание привлекала тогда задача переноса принципов отдели- 
мости теории А-множеств на проективные множества. Проблема эта 
более 10 лет ждала своего решения и казалась почти непреодолимой. 
В работах П. С. Новикова она получила совершенно неожиданное реше- 
ние: оказалось, что во втором классе проективных множеств имеет место 
инверсия законов отделимости. 

Н. Н. Лузин поставил задачу об исследовании границ применимости 
теоретико-множественных методов. Решив ряд важных проблем ДТМ, 
Петр Сергеевич близко подошел к этим границам. Наряду с континуум- 
проблемой к этому времени обозначились другие проблемы ДТМ, отно- 
сительно которых Н. Н. Лузин высказывал гипотезу об их неразрешимо- 
сти средствами теории множеств. К таким проблемам относились: проб- 
лема мощности дополнения к А-множеству, проблема измеримости про- 
ективных множеств, проблема отделимости проективных множеств выс- 
ших классов. Это обстоятельство побудило Петра Сергеевича заняться 
вопросами обоснования математики, математической логикой. Впослед- 
ствии именно на этом пути и были найдены решения названных проблем. 

В 1938 г. ВК. Гёделем было установлено, что континуум-гипотеза 
не противоречит принципам теории множеств. В работе «О непротиворе- 
чивости некоторых положений дескриптивной теории множеств», опубли- 
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кованной в 1951 г., П. С. Новиков доказал, что тем же принципам теории 
множеств не противоречат следующие гипотезы ДТМ: 

1) существует СА-множество без совершенного ядра; 

2) существуют неизмеримые проективные множества; 

3) законы отделимости для проективных множеств второго класса рас- 
пространяются и на высшие классы (начиная с некоторого номера). 

На пути решения этих вопросов стояли серьезные трудности, для пре- 
одоления которых Петр Сергеевич использовал весьма тонкие дескрип- 
тивные построения. Методы, разработанные в этой работе, в дальней- 
шем были использованы в исследованиях других авторов. 

В 1943 г. в работе «О непротиворечивости некоторых логических ис- 
числений» Петр Сергеевич, используя предположение о непротиворе- 
чивости интуиционистской математики, доказал непротиворечивость 
арифметики с любыми рекурсивными определениями. Там же он доказал, 
что если свойство Р(п) натуральных чисел проверяемо для всякого п 
конечным числом операций, то из любого доказательства существования 
числа М№, для которого Ё (№) истинно, можно извлечь эффективное указа- 
ние этого числа. В 1949 г. Петр Сергеевич построил алгоритм для рас- 
познавания доказуемости формул, не содержащих кванторов существо- 
вания, в арифметике с рекурсивными определениями без аксиомы полной 
индукции. В 1947 г. он исследовал зопрос о возможности возникновения 
парадоксов при построении формализованной теории множеств в резуль- 
тате присоединения к исчислению предикатов тех или иных аксиом, 
представляющих утверждения экзистенциального характера. 

Для научной деятельности Петра Сергеевича в этот период характерно 
взаимное проникновение идей и методов теории множеств с одной стороны 
и математической логики и теории алгоритмов — с другой. Решив круп- 
нейшие проблемы ДТМ методами математической логики, Петр Сергеевич 
одновременно предпринимает’ исследования в теории алгоритмов, на- 
веянные проблематикой ДТМ. Еще в 1946 г. он обратил внимание своих 
учеников на «дескриптивную» проблематику теории рекурсивных функ- 
ций и высказал основные предложения о классификации рекурсивно- 
проективных множеств, об их отделимости, униформизации и т. п. Хотя 
эти результаты не были опубликованы в то время и были независимо 
получены и опубликованы другими авторами (Клини, Мостовский), они 
оказали большое влияние на учеников Петра Сергеевича и участников 
его. семинаров, побудив их применять эти «дескриптивные» явления теории 
алгоритмов к исследованию проблем разрешимости и полноты формаль- 
ных теорий и т. д. 

Как известно, к концу сороковых годов уже был получен ряд важных 
результатов о невозможности алгоритмов для решения некоторых кон- 
кретных массовых проблем. Эти массовые проблемы первоначально бра- 
лись из области самой теории алгоритмов, а потом из области алгебры. 
После того как А. А. Марков и Э/Пост установили алгоритмическую 
неразрешимость проблемы тождества. для ассоциативных систем (полу- 
групп), особое внимание привлекала проблема тождества слов теории 
групп, сформулированная Дэном еще в 1912 г. Требовалось найти алго- 
ритм, который позволял бы по любым двум словам данной группы с 


` 
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конечным числом образующих и определяющих соотношений проверить, 
равны они в этой группе или нет. Большие трудности, стоявшие на пути 
решения этой проблемы, были связаны с тем, что группы с определяющими 


<оотношениями почти не были исследованы. Алгоритм, решающий пробле- 


му тождества, и должен был способствовать более детальному исследо- 
ванию этих групп. В 1952 г. П. С. Новиков доказал неразрешимость 
проблемы тождества теории групп, построив пример группы © конечным 
числом образующих и определяющих соотношений, для которой требуе- 
мый алгоритм невозможен. Тот факт, что одну из центральных теоретико- 
групповых проблем решил специалист по математической логике, не 
является случайным. Дело в том, что группы с определяющими соотно- 
шениями задаются посредством так называемых групповых исчислений, 
которые родственны логическим формальным системам. Успех был до- 
стигнут благодаря детальному исследованию преобразований слов в 
групповых исчислениях. Ряд лемм, позволяющих устанавливать неравен- 
ство слов в групповых исчислениях, нашел применение также в дока- 
зательствах других алгоритмических и неалгоритмических результатов 
Петра Сергеевича и его учеников о группах с определяющими соот- 
ношениями. 

Результат Петра Сергеевича о неразрешимости проблемы тождества 
теории групп убедительно показал, что и среди актуальных алгоритми- 
ческих проблем, касающихся очень распространенных фундаментальных 
понятий математики, могут быть неразрешимые. 

Тривиальным следствием неразрешимости проблемы тождества явля- 
ется неразрешимость известной проблемы сопряженности теории групп. 
Петр Сергеевич установил также неразрешимость общей проблемы изо- 
морфизма теории групп. Результат о неразрешимости проблемы тождест- 
ва имеет следующую топологическую интерпретацию. Существует такой 
полиэдр, что невозможен алгоритм, который позволял бы для любой 
пары путей, проходящих через фиксированную точку О полиэдра, узна- 
вать, связанно гомотопны они друг другу или нет (т. е. непрерывно 
деформируемы на полиэдре друг в друга при неподвижной точке О или 
нет). Из результата о неразрешимости проблемы сопряженности соот- 
ветственно следует существование полиэдра с неразрешимой проблемой 
распознавания свободной гомотопии путей на нем. 

Продолжая анализировать природу групповых исчислений, Петр 
Сергеевич заинтересовался одной из труднейших проблем теории групп— 
проблемой Бернсайда о периодических группах. Эта проблема, сформу- 
лированная еще в 1902 г., заключалась в том, чтобы выяснить, может 
ли быть бесконечной группа, все элементы которой имеют конечный 
порядок, а сама она порождена конечным числом образующих. Многие 
видные алгебраисты пытались решить эту проблему. Но до 1959 г. удалось 
только выяснить, что всякая группа Ёр, все элементы которой имеют 
порядки, являющиеся делителями р, будет конечной при р = 2, $, 4, 6 
В 1958 г. П. С. Новиков решил проблему Бернсайда, доказав, что для 
любого р >12 можно указать бесконечную группу Е, которая 
порождается] конечным числом образующих и все элементы которой 
имеют порядки, не превосходящие р. 


632 ; К ШЕСТИДЕСЯТИЛЕТИЮ П. С. НОВИКОВА 


Исключительная роль Петра Сергеевича в развитии теории множеств 
и математической логики в СССР определяется не только его личными 
научными достижениями, но также его курсами лекций и руководством 
семинарами. В частности, большое значение имели следующие курсы: 

а) ДТМ (в педагогическом институте им. Либкнехта в 30-е годы и 
в МГУ в послевоенные годы); 

6) математическая логика; 

в) конструктивная логика. 

На материале этих курсов возникли книги П. С. Новикова «Элементы 
математической логики» (Физматгиз, 1959) и «Конструктивная логика» 
(готовится к печати), которые имели хождение сначала в рукописном 
виде и оказали значительное влияние на формирование интересов ряда 
математиков. | 

Из семинаров П. С. Новикова отметим следующие: 

1. Семинар в Педагогическом институте им. Либкнехта (30-е годы) 
по дескриптивной теории множеств. К проблематике ДТМ Петр Сергее- 
вич привлек в то время своих учеников В. Я. Арсенина, 3. И. Козлову, 
А. А. Ляпунова, Е. А. Щеголькова и др. На этом же семинаре было на- 
чато изучение В-множеств, теория которых была развита впоследствии. 
в докторской диссертации А. А. Ляпунова. 

2. С 1936 г. Петр Сергеевич принял активное участие в работе семинара 
по математической логике (под руководством И. И. Жегалкина, В. И.Гли- 
венко и С. А. Яновской) и вскоре стал одним из его руководителей. 
Этот семинар объединял и объединяет по существу всех работающих в 
области математической логики в Москве, а также и в некоторых других 
городах. Среди активных участников семинара можно назвать Д. А. 
Бочвара, В. И. Шестакова, А. В. Кузнецова, Б.А. Трахтенброта, Б.Ю. Пиль- 
чак, А. С. Есенина-Вольпина, В. А. Успенского, С. В. Яблонского, С. И. 
Адяна, А. А. Мучника, Б. Я. Фалевича. 

3. Семинар в Математическом институте им. В. А. Стеклова Академии 
наук СССР в послевоенные годы. Проблематика этого семинара, к ко- 
торой Петр Сергеевич привлек своих учеников-А. Д. Тайманова, 
Б. С. Содномова, Ф. А. Кабакова, А. В. Гладкого, Я. С. Сметанича, 
Б. Я. Фалевича и других, охватывала широкий круг вопросов теории 
множеств и функций. 

4. Семинар по алгоритмическим проблемам алгебры (Педагогический 
институт им. В. И. Ленина — 1955 —1957 гг., Математический институт 
им. В. А. Стеклова АН СССР —с 1957 г.), работающий при активном 
участии А. А. Маркова. Тематика этого семинара возникла из исследо- 
ваний А. А. Маркова и П. С. Новикова по проблеме тождества и смежным 
проблемам алгебры. В этой области стали работать ученики Петра Сер- 
геевича — С. И. Адян, К. А. Михайлова, А. В. Гладкий, А. А. Фридман. 

С 1934 г. П. С. Новиков. работает в Математическом институте 
им. В. А. Стеклова Академии наук СССР; с момента образования в Инсти- 
туте отдела математической логики (1957 г.) заведует этим отделом. 

В течение многих лет Петр Сертеевич преподает в московских педаго- 
гических институтах — сначала в Институте им. Либкнехта, затем — 
по настоящее время —в Институте им. В. И. Ленина, где он с 1939 г. 


` 
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заведует кафедрой математического анализа. Многие из его учеников явля- 
ются воспитанниками этих институтов. Преподавательская деятельность 
Петра Сергеевича оказала большое влияние на постановку в педагоги- 
ческих вузах курсов теории функций действительного переменного, 
математического анализа, математической логики, теории алгоритмов и 
оснований арифметики. 

Петр Сергеевич является членом редакционной коллегии журнала 
«Известия АН СССР, серия математическая». 

В 1953 г. Петр Сергеевич был избран членом-корреспондентом, а в 
1960 г. — действительным членом Академии наук СССР. 

В 1957 г. за работу о неразрешимости проблемы тождества теории 
групп Петру Сергеевичу Новикову присуждена Ленинская премия. 


СПИСОК ТРУДОВ П. С. НОВИКОВА 


1931 
1. Зиг 1ез опсЙопз парИсИез шезигаез (В) (Рипа. тай., %. ЧТ, р. 8—25). 


1934 


2. К вопросу о существовании функций, не измеримых В на множествах (Труды 2-го 
Всесоюзн. матем. съезда, т. 2, стр. 145, Л.). 
3. Об одном свойстве аналитических множеств (Доклады Ак. наук СССР, т. 2, стр. 
273—276). 
4. К теории релятивного континуума (Доклады Ак. наук СССР, т. 3, стр. 17—20). 
5. О счетно-кратной отделимости В-аналитических множеств (Доклады Ак. наук СССР, 
т. 3, стр. 145—148). 
6. О некоторых системах множеств, инвариантных по отношению к А-операции 
(Доклады Ак. наук СССР, т. 3, стр. 557—560). 
7. Обобщение второго принципа отделимости (Доклады Ак. наук СССР, т. 4, стр. 8—11). 
1935 
8. Зиг 1а збрагаь 6 4ез епзетЫез ргодесёМз аи зесопае саззе (Й’ип4. таё®., %. 25, 
р. 459—466). 
9. Свойх еЙесё{ 4’ип рошё Чапз ип сотр16тещаше апа]уйдие атЬИташе 4оппб раг 
ип сме (Рипа. тай., %. 25, р. 559—560; совм. с Н. Н. Лузиным). 
1937 


10. О взаимоотношении второго класса проективных множеств и проекций униформ- 
ных аналитических дополнений (Известия Ак. наук СССР, сер. матем., т. 1, 
стр. 231—252). 

14. Отделимость С-множеств (Известия Ак. наук СССР, сер. матем., т. 1, стр. 253— 
264). 

12. Гез ргодесйопз 4ез сотр]6тегцатез апа!уйдиез ипИогтез (Матем. сборник, 
т. 2(44), стр. 3—16). 

1935 

13. Об единственности обратной задачи потенциала (Доклады Ак. наук СССР, т. 18, 

стр. 165—168). 


1939 
14. О некоторых теоремах существования (Доклады Ак. наук СССР, т. 23, стр. 488— 
440). 
15. О проекциях некоторых В-множеств (Доклады Ак. наук СССР, т. 23, стр. 868— 
864). 


16. О множествах эффективно-несчетных (Известия Ак. наук СССР, сер. матем., 
т. 3, стр. 35—40). 
1943 
17. Оп 1е сопз154епсу о! сегба1п 1021са] са]сшиаз (Матем. сборник, т. 12(54), стр. 231— 
261). 
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25. 


26. 


271. 


28. 


29: 


30. 


81. 


32. 


33. 


34. 


35. 
36. 
37. 
38. 
39. 


40. 


41. 


1947 
‚О логических парадоксах (Доклады Ак. наук СССР, т. 56, стр. 451—453). 
‚ О мощности множества связных компонент А-множеств (Доклады Ак.’ наук 
СССР, т. 56, стр. 787—790). 
. О мощности множества компонент (Успехи матем. наук, Т.2, ВЫП. 3(19), стр. 181). 
1948 


. Дескриптивная теория множеств (Сборник «Математика в СССР за 30 лет», 
М.—Л., стр. 243—255; совм. с А. А. Ляпуновым). 


1949 


. О классах регулярности (Доклады Ак. наук СССР, т. 64, стр. 293—295). 
. Об аксиоме полной индукции (Доклады Ак. наук, СССР, т. 64, стр. 457—459). 
. Непротиворечивость некоторых положений теории множеств (Успехи матем. 
наук, т. 4, вып. 2(30), стр. 170). 

1951 
О непротиворечивости некоторых положений дескриптивной теории множеств 
(Труды Матем. ин-та им. В. А. Стеклова АН СССР, т. ХХХУЩ, стр. 279—316). 


1952 
Алгоритмическая неразрешимость проблемы тождества теории групи (Успехи 
матем. наук, т. 7, вып. 5(51), стр. 197). 
Об алгоритмической неразрешимости проблемы тождества (Доклады Ак. наук 
СССР, т.85, ‘етр: 109—712). 

1953 
Работы Н. Н. Лузина в области дескриптивной теории множеств (Успехи матем. 
наук, т. 8, вып. 2(54), стр. 93—104; совм. с Л. В. Келдыш). 

1954 
Неразрешимость проблемы сопряженности в теории групп (Известия Ак. наук 
СССР, сер. матем., т. 18, стр. 485—524). 

1955 
Об алгоритмической неразрешимости проблемы тождества слов в теории групп 
(Труды Матем. ин-та им. В. А. Стеклова АН СССР, т. ХШМУ, стр. 1—144). 

1956 
О неразрешимости проблемы тождества слов в группе и некоторых других проб- 
лем алгебры (Чехословацкий матем. журнал, 6(841), стр. 450—454). 
О некоторых проблемах дескриптивной теории множеств (Труды 3-го Всесоюзн. 
матем. съезда, т. П, стр. 34; совм. с Л. В. Келдыщ). 
О неразрешимости некоторых проблем алгебры (Труды 3-го Всесоюзн. матем. 
съезда, т. Ш, стр. 65—66). 

1958 
Проблема тождества для полугрупп с односторонним сокращением (Йейзсйг. 
[иг тайет. Го ипа Стипавеп 4ег Миф., %. 4, стр. 66—88; совм. с С. И. Адя- 
ном). 
Об одной полунепрерывной функции (Ученые записки МГПИ' им. В. И. Ленина, 
т. 138, вып. 3, стр. 3—10; совм. с С. И. Адяном). 
Оъег ейшюе а1вогИвиизсве Ргоеше 4ег Стиррепвеоме (Тайгезбегсм а. Оазей. 
Май. Уег., %. 61, р. 88—92). 

1959 
О периодических группах (Доклады Ак. наук СССР, т. 1271, стр. 149—752). 
Решение проблемы Бернсайда о периодических группах (Успехи матем. наук, 

т. 14, вып. 5(89), стр. 236—237). 

Элементы математической логики. Физматгиз, М., 414—400 стр. 
Об одном непрерывном упорядоченном пространстве (11 Всесоюзная топологичес- 
кая конференция, Тбилиси, стр. 34). 

1961 
О непротиворечивости некоторых логических исчислений (шНпИз@е Мефодз; 


Ргосеейтвз о] 1е бутрозит оп ГЕоипдайотз 0} Майетаиез, У’атзам, 2—9 Зер- 
фетЪег (1959), р. 71—74). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1961), 635—644 


Ф. и. шмидов 


УСЛОВИЯ (р) И (№) ДЛЯ ФУНКЦИЙ ОДНОГО И ДВУХ 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 


В работе приводятся другие доказательства некоторых результатов, 
касающихся условий (№) Лузина и известного условия (0), вводятся 
понятия условий (О) и (№) для функции двух переменных и устанав- 
ливается ряд новых результатов. 


Условие (№) для функции одного действительного переменного было 
введено Н. Н. Лузиным [см. ('), стр. 149], который первым указал на 
важность этого условия в теории интеграла. 

Условие (0) было введено также для функции одного переменного 
[см.. -(*), стр... 449]. 

В настоящей работе применяется метод, который позволяет ввести 
понятие условий (0) и (№) для функции двух действительных перемен- 
ных и получить относительно этих условий ряд полезных результатов. 


$1 

Пусть Е ‘обозначает произвольное ограниченное точечное множество 
трехмерного пространства Эвклида. 

Пусть М:, М., М.,..., Мь, ...-— бесконечная последовательность 
точек множества Ё и М — предельная точка этой последовательности 

Если последовательность лучей {М, М}, выходящая из М, сходится 
с возрастанием п к определенному лучу ЕЁ, выходящему из М, то луч 8 
называется промежуточной полукасательной множества Е в точке М. 

Множество всех промежуточных полукасательных множества Е в 
точке М называется, по Булигану [см. (2), стр. 378], контингенцией 
множества Е в точке М и обозначается символом сопе М. 

Если Е есть плоское множество, то определения промежуточной по- 
лукасательной множества Ё и сопок М аналогичны. 

ТЕОРЕМА 1. Если одно из производных чисел Дини конечной функции 
{(2) конечно в каждой точке множества Е, то }(х) необходимо удовлет- 
воряет условию (М) на Е [см. (2), стр. 392, теорема 4, 6]. 

Доказательство теоремы можно провести не опираясь на результаты 
работы (2) [см. теоремы 4.1, 4.5 и лемму 6.3 работы (?)]. 

Действительно, пусть В (}; Е) обозначает множество точек графика 
функции } (2) на Е. Тогда, по условию теоремы, для каждой точки 20 6 Е 


сот в(:Е) (1%,  (20)) 


не является полной плоскостью. 
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Пусть, для определенности, Е’ — подмножество всех тех точек мно- 
жества Ё, в каждой из которых функция | (2) конечна. Тогда для каждой 
точки 2’6 Е’ контингенция множества В-(}; Е) в точке (х’, ] (')) не со- 
держит лучей, расположенных в полуплоскости х >> 1’ и имеющих угло- 
вой коэффициент, превышающий }(2’). Следовательно, в каждой точке 
множества В (]; Е’), исключая, быть может, множество точек нулевой 
длины, множество В ({; Е) либо имеет касательную, либо его континген- 
ция состоит в точности из полуплоскости [см. (2), стр. 384, теорема 3,6]. 


Итак, 
Е’ = Вл + Е> -Е Ёз, 


где для каждой точки 21 © Е! множество В (}; Е) имеет касательную в 
точке (21, } (21)) © В (1; ®\, для каждой точки 12 6 Ез контингенция мно- 
жества В (}; Е) в точке (12, ] (22)), т.е. 


сот в(:) (22, ](12)), 


состоит в точности из полуплоскости, множество В (}; Ез) имеет нулевую 
длину и шез Ёз = 0. 

Ясно, что для каждой точки 21 6 Ё! контингенция множества В (}; Е) 
в точке (21, } (11)) не содержит лучей с направлением оси у. 

Точно так же для каждой точки 12 6 Е› множество В (}; Е) имеет край- 
нюю касательную в точке (22, } (12)).6 В (}; Е?) и пустой стороной этой 
крайней касательной является полуплоскость 


уу] (12) (2 — 22). 
Следовательно, в каждой точке (12, } (12)) ЕВ (}; Е) 


сопёе в(:Е) (22, ] (42)) 


не содержит луча с направлением положительной полуоси у. 
Отсюда вытекает [см. (?), стр. 381, лемма 3.1], что множество Ё1 -- Ез 
разлагается в сумму не более чем счетного числа множеств 


От ООО ав 


на каждом из которых /(2) удовлетворяет условию Липшица. Очевидно, на- 
конец, что шез {7 [Ёз]} =0 и шез Е. =0. Из сказанного заключаем, что на 
каждом из множеств Р;, Е5, Ез функция ](2) удовлетворяет условию 
(№), а следовательно, /(5) удовлетворяет этому условию на всем множестве 
Е’. То же самое мы получаем и в трех других сучаях конечности произ- 
водных чисел Дини. 

Итак, функция /(2) удовлетворяет условию (№) на всем множестве Ё, 
что доказывает теорему. 

Введем теперь понятие условия (№) для функции двух переменных. 

Пусть Р(х, У) — конечная функция, заданная на множестве Ё точек 
(т, у), и пусть Н С. Е — подмножество множества Е такое, что его плос- 
кая мера Лебега равна нулю: шез Я = 0. 

Спроектируем ортогонально множество В(Ё; Н), т. е. график функции 


Е(т, У) на Н, на какую-либо плоскость О, проходящую через ось  про- 
странства (х, у, 2). 


ея тия 


О не о иней вы Зы - аа --2> ЗВ овес = = БН. —- ще би а 


УСЛОВИЯ (р) И (№) 637 


Ясно, что для одного и того же множества НС_Ё с нулевой плоской 
мерой шез {Ё[Н]}, вообще говоря, может иметь различные значения, 
если проектировать множество В(ЁР;Н) ортогонально на различные плос- 
кости, проходящие через:0сь 2. В частности, тез {Р[Н]} может ока- 
заться равной нулю. 

Определение 1. Функция #Ё(х,у) удовлетворяет условию 
(№) на множестве Ё, если для каждого множества Н С Е нулевой плос- 
кой меры ортогональная проекция В (Ё;Н) на любую плоскость О, про- 


‘ходящую через ось 2, также имеет плоскую меру, равную нулю. 


Обозначим через # луч в плоскости хО у, выходящий из точки (хо, у) = 
= Ро ЕЕ, а через О (#, й,) — плоскость, проходящую через № и`й,, 
где й, — луч, выходящий из точки 


Мь = ((, у); ЕЁ (50, 10)) ЕВ (Е; Е) 


и имеющий направление положительной полуоси 2. 
Пустьф (ЕЁ, й,, Мо) обозначает угол в плоскости О (#, й,) с вершиной 
в точке Мо, ограниченный лучами 6 и й,, выходящими из М. а (Е, №, Мо) 


‘обозначает угол в плоскости 0 (#, й,) с вершиной в точке М., ограни- 


ченный лучами Ё и Й;, выходящими из Мо, где #; имеет направление 
отрицательной полуоси 2. 
Наконец, через ф (й, Ро) обозначим угол в плоскости хОу с вершиной 
в точке Ро ЕЁ и биссектрисой №, а через Е, — часть множества ЕЁ тех 
точек из Ё, которые оказались внутри угла ф (й, Ро). 
Определение 2. Верхним производным числом функции 
ЕР(х, у) в точке (1, у) = Ро по углу ф (®, Ро) называется предел 


Е (х, У) — Е (%, У) _ 
пре Гете] — 29 30). 


пм 
(х,у)—>Ро 
(ху) Еф 


Нижним производным числом функции Р (2, У) в точке (2, у) = Ро 
по углу ф (1, Ро) называется предел 


] з И (х, у) —Р (50, Чо) 
Иш п о И 
(х;у)—Рьо ® | — || У— | ( ‚ 4) 
(ФИДЕЕ$ 


Естественно считать верхнее (нижнее) производное число функции 
Е(х, у) в точке (50, уо) = Ро конечным, если существуют такие положи-: 
тельные конечные числа /, и т, что при всех ф < т на множестве Ё, имеет 
место неравенство 


[Ро (т, 40) | ЗА (ШВ (а, и) | < М). 


Определение 3. Луч ЕЁ в плоскости О (й, #,), выходящий. из 
точки М. ЕВ (Е; Е), называется верхней (нижней) крайней промежуточ- 
ной полукасательной множества В (Р; Е) в точке Мо, если существует 
положительный угол 


| | й,, `Мо) к 4 л (ф (Е, йт, Мо) = л), 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 


638 Ф. И. ШМИДОВ 


свободный от промежуточных полукасательных множества В (Е; Е) в 
точке Мо. При этом сам луч & является промежуточной полукасательной 
множества В (РЁ; Е) в точке Мо. { 

Очевидно, если в точке (2%, у) = Ро Е Е существует верхнее конечное 
производное число функции Р (5х, у), то в точке 


Мо = ((50, о); Е (2, %)) Е В (Е; Е) 


существует верхняя крайняя промежуточная полукасательная множества 
В (Е; Е); если в точке (20, у) = Ре ЕЕ существует нижнее конечное 
производное число функции Ё (т, У), то в точке 


Ло = ((50, у); Е (4, уо)) Е В (Е; Е) 


существует нижняя крайняя промежуточная полукасательная множества 
В (Е; Е). 

ТЕОРЕМА 2. Если одно из производных. чисел конечной функции 
Е (х, У) конечно в каждой точке множества Е, то Е (т, у) необтодимо 
удовлетворяет условию (М) на Е. 

Доказательство... Пусть Еъ, — подмножество всех тех точек 
множества Е, в каждом из которых существует конечное верхнее произ- 
водное число РГ. функции Р (2, 7). Тогда в каждой точке Мо ЕВ (Е; Еъ.) 
существует верхняя крайняя промежуточная полукасательная множества 
В (Е; Е) и, следовательно, 


сопёв вв) Мо 


не состоит из полного пространства. Поэтому [см. (2), стр. 444, теорема 
13.7] в каждой точке множества В (Ё; Еът,), исключая, быть может, 
множество точек нулевой площади, либо множество В(ЁР; Е) имеет ка- 
сательную плоскость, либо соп(о в(к.Е)Мо состоит в точности из полу- 


пространства. 
Итак, 


Е = Ё1 - Е> -Р Ез, 
Ф 


где для каждой точки (21, у1) 6 Е1 множество В (Ё; Е) имеет касательную 
плоскость в точке 


((тл, 91); Е (21, у1)) ЕВ (Е; Е1), 
для каждой точки (12, уз) 6 Е> 
р 601 бв(Е;Е) ((52, 9/2); Е (1, 9/2)) 


состоит в точности из полупространства и, наконец, множество В (ЕР; Ез) 
имеет нулевую площадь, причем плоская мера множества Ё. равна нулю. 

Ясно, что в каждой точке ((ть, у»); Ё (те, уз)) ЕВ (Е; Е.) крайняя 
касательная плоскость содержит верхнюю крайнюю промежуточную 
полукасательную множества В (Ё; Е) и не содержит оси 2. Следователь- 


| 
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но, в каждой точке ((21, У); ЕЁ (21, у1)) ЕВ (Е; Е!) 


сопёе в(Е; Е) ((21, Уз); Ё (11, У1)) 


не содержит луча с направлением положительной полуоси 2. 
Точно так же в каждой точке ((22, у2); Р (12, уз)) Е В (Е; Е) 


соп(8 в(к; Е) ((12, Уз); Ё (1, у)) 


„не содержит луча с направлением положительной полуоси 5. 


Таким образом, множество Е, { Е, разлагается в сумму: не более 
чем счетного числа множеств 


о рН 


на каждом из которых Р (х, у) удовлетворяет условию Липшица [см. (2), 
стр. 440, леммма 13:1]. 

Из сказанного следует, что Ё (5х, у) удовлетворяет условию (№) на 
множестве Е! + Вз. 

Если учесть, что шез Ё; = 0 и шез {ЁР [Ез|} = 0 при проектировании 
множества В (Ё; Ез) ортогонально на любую плоскость О, проходящую 
через ось 2, то получим, что функция РЁ (5, у) удовлетворяет условию (М) 
на всем множестве 


Еъ = Е! ТЕ, | Е:. 


Ро 

А так как 
Е = Ег +Е», 
Ф —Ф 


то, следовательно, функция РЁ (5, у) удовлетворяет условию (М) на всем 
множестве ЕЁ. Теорема доказана. 


$2 


В настоящем параграфе мы введем понятие условия (0) для функции 
двух переменных и установим некоторые свойства функции двух пере- 
менных, удовлетворяющей этому условию. 

Пусть 2 =Ё (5, у) — конечная функция двух действительных пере- 
менных, определенная на ограниченном плоском множестве Ё. 

Через 5 (г, Ро) обозначим круг в плоскости хОу с центром в точке 


Во = (5, %). 
Пусть ^ — любое конечное положительное число, и пусть 
Ех С Еъь.р.) — множество всех тех точек из множества ЁЕзь,р,), 


для каждой из которых выполняется неравенство 


Е (х, у) — Е (ж, %) 
ЕЕ (1) 
Определение 4. Функция 2 = РЁ (5, У) удовлетворяет в точке 
(20, 4%) = Ро условию (О), если существуют такое конечное число ^, >> 0, 
такой угол ф ›> 0 и такой луч й, что множество Е.» имеет в точке Ро по- 
ложительную верхнюю плотность. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть 3 = Е (5х, у) — конечная функция, определенная 
на ограниченном. плоском множестве Е, и пусть в каждой точке множества 


ое 
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Е функция 2 = Е (т, У) удовлетворяет условию (Т). Тогда функция Е (т, У) 
удовлетворяет на Е условию (М). 

Доказательство. Если в точке Ро ЕЕ функция Е (т, у) 
удовлетворяет условию (0), то имеет место неравенство 


шез {Е .х-5(г, Ро)} 
па зар и 0. 2 
о ЧР пез {Ф (®, Ро). 5(г, Ро} -. (2) 

Обозначим через Ел. подмножество множества Е всех точек РЕЕ, 
в каждой из которых 


й тез {Е зд -5 (г, Р)} 
Пир ЗЫР позу, РУЗ, РА 79 | 8) 
при фиксированных рациональных положительных числах а, ф и ^. 

Пусть © ры обозначает колебание функции Р (1, у) на множестве 
. Ета, и пусть задано конечное число В > 2® Еда 

Пусть, далее, т обозначает квадрат в плоскости хОу, покрывающий 
все множество Ехла, Т — квадрат в плоскости хОу, покрывающий все 
множество Ё, ТС Т. 

Построим параллелепипед Н с высотой В и поперечным сечением т 
так, чтобы он содержал все точки графика В (РЁ; Езла). 

Обозначим через а длину диагонали квадрата т, через А — длину 


диагонали квадрата Ти через Л — диагональное сечение параллелепи- 
педа Н. Тогда тез Л =а:В и 


<< 1. (4) 
Возьмем произвольный круг 5 (р, Р) Ст и определим функцию 

ц (2), положив для каждого 5 
в (2) — шез Е [Р (2,9) > 5 (6) 65) (5) 


Ясно, что р (2) есть функция, ограниченная и не возрастающая на 
всей оси 2, ибо 


ЗЫ (2) < шез 5 (о, Р). (6) 


Пусть (5, Уо) = Р. Е Ела-5 (р, Р) — точка, которая лежит строго 


внутри 5 (р,Р) и такая, что функция р (2) дифференцируема в точке 
20 ЕР [Е ла 5 (о, Р)] с 


Положим 
@ (т, Ф,^) = о у >. -АВ; 0 <В< 1, 
(х,у)6Ф 
(р (т, Ф, ^) вы Г. [Е (2, 9) > 5 -- м0 <В< И, 
х, Ф 


где Оз и< 1: 
Тогда имеем: 


РВ (ФЛ С (т, 9, Л СС (1, $, —- Л СО (1, Ф, — Л. 
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В силу (5), получаем: 
в (20 — АТ) — в (20 №) > шезр (т, Ф, — ^) — 
— шезр (т, ф, ^) > шез С (1, Ф, — ^) — шез @ (т, ф, Л). (7) 


Так как для точки (20, уо) имеет мосто неравенство (3), то существует 
достаточно малое положительное число 71 такое, что 


тез С (т, ф, — ^) — шез С (7, ф, А) > та. (8) 
Из неравенств (7) и (8) находим: 


И (20 — А) — В (20 -- №) > та, 


ИЛИ 


ш (20 Р АТ) — м (20 — А) < — 1а. -: (9) 


()тсюда выводим: 


и’ (20) = Ша (20 Е АТ) — № (20 — А1) а 
%—0 2) 


—5. (10) 
Спроектируем ортогонально В (РЁ; Ехлоо (0, Р)) на А и его проекцию 
обозначим через 
В (Е: Ежоь (6, Р))д. 


Тогда, в силу неравенств (4) и (10), имеем: 
| (8) —м(— В) | > лез В (Р; Езл»-5 (р, Р)) а, (11) 


откуда, в силу неравенства (6), получаем: 


тез 5 (р, Р) > > =. дез В (Е; Есла-5 (Р, 0) д. (12) 


Зададим произвольное положительное число & и обозначим через 
5; (г. Р) последовательность кругов таких, что 


Илье 219: Р), тез Ее Е => У шез 9 (ГВ). (13) 
Из (12) и (13) имеем: 


тез Езла +- & > они В (Е; Ета: (т, Р)) д; > 


еле. 
2^.А 


>= шез В (Е; Еда), 


> 5). 


где О — любая плоскость, проходящая через ось 2. 
В силу произвольности 8 > 0, получаем: 


тез В (Р; Ел) о< 2 шез Еда. (14) 


Пусть И/ С Е — произвольное подмножество множества Ё с шез И/=0. 
Тогда при фиксированных а `> 0, ф >20, ^ > 0 выполняется неравен- 
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‘ство (14): >. р 
тез В (ЕР; И’ла)о<-—— шез И/зла = 0. (15) 


Суммируя по всем рациональным а>0, ф>20 и ^>>0, находим: 


И! = У ИЙ' сло, 
что, в силу (15), дает: 
тез В (Е; И )о= 0. 


Теорема доказана. 

Заметим, что при доказательстве теоремы ‘учитывалась идея дока- 
зательства аналогичной теоремы для функции одного действительного 
переменного. 

Определение 5. Верхним аппроксимативным производным чи- 
слом функции Г (х, 9) в точке (10, о) = Ро по углу ф (й, Ро) называется 
_ предел 


Пш зар аро арф (2о› У). 


(х,у)->Рь 1х — 3% | Н|у— \%| 
(ху) 6Ех 


Р-Р р (16) 


Нижним аппроксимативным производным числом функции Р (т, у) 
в точке (то, у) = Ро по углу ф (й, Ро) называется предел 


: Е (2,9) — Р (хо, о) 
1 ша ——|—|—`—`,`-`-`_`_`-`5=> 
а Е РТ 
(ху) ЕЕх 


= Рар (о, Уо). (17) 


Естественно считать верхнее (нижнее) аппроксимативное производное 
число функции РЁ (5, 9) в точке (10, %) = Р, конечным, если существуют 
такие положительные конечные числа /, и т, что при всех ф < 7 на мно- 
жестве Ех имеет место неравенство 


а (о, 9/0) | < (| Рарх (о, у) |< Л). (18) 


Обозначим через К (х, &, Ло) круговой полуконус с углом х при вер- 
шине /Мо и осью &. 

Определение 6. Луч &, выходящий из точки М. ЕВ (Е; Е), 
называется обобщенной промежуточной полукасательной множества 
В (Е; Е) в точке Мь, если при любом угле х > 0 множество тех точек 
(1, у) ЕЕ, для которых В (РЁ; Е) лежит внутри полуконуса К (%, &, Мо), 
имеет в точке (20, у) ЕЕ положительную верхнюю плотность. 

Определение 7. Луч Ё в плоскости О (1, №.), выходящий из 
точки Мо ЕВ (РЁ; Е), называется верхней (нижней) крайней обобщенной 
промежуточной полукасательной множества В (Е; Е) в точке Мо, если 
существует положительный угол 


ф (5, #,, №) “п (ф(Е №, Мо) < я), 19) 
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свободный от обобщенных промежуточных полукасательных множества 
‚В (Е; Е) в точке Мо. 

При этом сам луч & является обобщенной промежуточной полукаса- 
` тельной множества В (Ё; Е) в точке Мо. 

Очевидно, если в точке (10, у) = Ро существует верхнее аппрокси- 
мативное конечное производное число функции Р (т, у), то в точке Мо 
‚ существует верхняя обобщенная крайняя промежуточная полукасатель- 
ная множества В (ЁР; Е); если в точке (10, уо) = Ро существует нижнее 

аппроксимативное конечное производное число функции ГР (т, у), то в 
’ точке Мо существует нижняя обобщенная крайняя промежуточная полу- 
’ касательная множества В (Ё; Е). 

ТЕОРЕМА 4. Если одно из аппроксимативных производных чисел ко- 
} нечной функции Е (т, У) конечно в каждой точке множества Е, то Е (х, у) 

необходимо удовлетворяет условию (№) на Е. 

Доказательство. Нам, очевидно, достаточно показать, что 

‚ в каждой точке (20, у) ЕЁ, в которой существует аппроксимативное 

' конечное производное число функции Л (7, у), функция Р (т, у) удовлет- 

воряет условию (0). Пусть, для определенности, в точке Ро существует 

‚ конечное аппроксимативное верхнее производное число функции Р (т, у). 

Для такой точки, как было сказано выше, существует верхняя обобщен- 

ная крайняя промежуточная полукасательная множества В (ЕЁ; Е) в 
точке Мо. 

Пусть © — конечное число. Обозначим через Ехо С Ефь,р.) мно- 
жество тех точек из Ез(',р., для которых выполняется неравенство 


Е (х, У) — Е (%%, у) 


аи о 


В силу того, что | Рарз (2о, Уо) | конечно, всегда найдутся такие конеч- 
ные числа @ и т < Фи такой угол ф > 0, что 


СЕ. Ехо 5 Ех м Ефо, 


т.е. дополнение к множеству Ёзо в множестве Е. имеет в точке Р. верх- 
нюю плотность, равную нулю, а 


Ск, Е = Е — Ет 


имеет в точке: Ро положительную верхнюю плотность. 
Следовательно, множество точек, для которых 


и, у) — РЕ (то, Уо) 91 
и (2 


имеет в точке Ро положительную верхнюю плотность. 
Обозначим через М большее из чисел | © | и |т|. Тогда множество 
точек, в которых 


| Р(х, у) — Е (2%, №) | 


22 
ее (24 
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имеет в точке Рь положительную верхнюю плотность. Это означает, что 
в точке Ро функция РЁ (5, У) удовлетворяет условию (О). 

Случай, когда Гор (20, о) конечно, доказывается аналогично. Этим 
теорема полностью доказана. 


Поступило 
5. Г. 1960 
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А. А. КОНЮШКОВ 


О КАТЕГОРИИ И БОРЕЛЕВСКОМ ТИПЕ НЕКОТОРЫХ 
МНОЖЕСТВ ФУНКЦИЙ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ ПОВЕДЕНИЕМ 
СОПРЯЖЕННЫХ РЯДОВ 


С * 

В пространствах периодических функций С, Г, Г и Гу изучаются 
категория Бэра и борелевский тип некоторых множеств функций, 
определяемых поведением сумм Фурье и Фейера сопряженных рядов 
(ограниченность норм или сходимость по норме). 


Введение 


В работе рассматриваются некоторые множества в пространствах С. 
* 
Гео, Г, и [х периодических функций периода 2л. Через С =С.„ обозначает- 
ся пространство непрерывных функций } периода 2л, в котором 


А = шах 1/9) 


Пространство С» = Ё..(0, 2л) состоит из измеримых функций }, для 
которых 
= зар уга! т 20. 
Пл = зар тай 7 (2) | < 


Через Д = С (0,2л) обозначается, как обычно, пространство измери- 
мых функций }, для которых 


| | |7 (2) | 42< оо. 


Пусть задана функция Ф < ([-^ю < и< + с), Ф(и +0 при 
и == 0, непрерывная, выпуклая, четная и такая, что 
Пш и *Ф (и) =0, По и! Ф(а) = | о. 
и—0 и—оо 
Положим 
тах [2и — Ф(и)] (>00), 
ии (>) = — [о 
$ (— 5) (2 0). 
Обозначим через 1» пространство типа В, состоящее из всех измери- 
мых функций } периода 2л, для каждой из которых 
2" 
\ Ф[А/ (1)14=< со 
0 
при некотором постоянном числе А >> 0, А = (]); при этом 
25 
а ат|, 
[Ло = ор | } 142 (2) 4=] 


© 
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где верхняя грань берется по всем измеримым функциям 8, у которых 


2" 
\ $ [&(2)] аг<1 


0 


Пространства Сф рассматривались впервые в работах Орлича. 
Через Ех обозначается замыкание в пространстве [№ множества огра- 
ниченных функций. В пространстве Ех (с метрикой пространства 1) всю- 
ду плотно множество всех тригонометрических полиномов. Если ] 6 Ех, 
то при каждом постоянном числе /, имеем: 


\Фв (2) 42 < <. 


0 


Говорят, что функция Ф (и) удовлетворяет условию Л. (при больших зна- 
чениях и), если 
Ф(2и) = О [Ф (иа)] (и- сю). 


Если Ф(и) удовлетворяет условию Аз, то Ех = Гъ; в противном слу- 
чае Ех есть правильная часть [4 (06 указанных выше свойствах про- 
странства Ех см. (1), 510). 

Наконец, через х будет обозначаться множество всех измеримых функ- 
ций | периода 2л, для которых 

2" 


\х [1 (2)1 45 оо. 


0 


Пусть Р обозначает одно из указанных выше пространств и Г} ЕР. 
Рассмотрим ряд Фурье функции } 


1 (2) + о с0$ пх -- 6, зш п2) (1) 


п—=1 
и сопряженный ряд 
со 


>! (ав т их — В, с0з из). (2) 
П=1 


Через 5» (/) = %л (1; )) и о0„(]) =) (1; |) обозначаются соответственно 
п-я частная сумма Фурье и п-я сумма Фейера ряда (1) |[т.е. 

о 80 (У) - ... - 8 (7) 
и +1 
сопряженного ряда (2) обозначим через 5„ (1) ис,(]). В работе рассматри- 
ваются категория Бэра и борелевский тип множеств Р’, Р^, РирР, 
определяемых следующим образом: 

Р’— множество всех функций { ЕР, для которых последовательно- 
сти {[6(7 |5} п=1,2,...) ограничены: 

— множество всех И ТЕР, для которых последовательности 

{15 (Р]ь } (п =1,2,...) ограничены; 

Р` — множество всех функций ] ЕР, для которых последовательности 
{бт ()} (п =1,2,...) сходятся в метрике пространства Р; 


) . Соответствующие суммы Фурье и Фейера для 


ль. - Ея 
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ре множество всех функций { ЕР, для которых последовательно- 
ети {5 (])} (п =1,2,...) сходятся в метрике пространства Р. 


$ 1. Множества в пространствах С и Го 


Из характеристик функций в терминах сумм Фейера [см. (?), $ 4.31] 
следует, что С’ есть множество всех функций } 6 С, для которых тригоно- 
метрически сопряженные функции } 6 Г», а С` есть множество всех функ- 


‚ ций ] ЕС, для которых } ЕС. Как мы увидим ниже, С` С С` (включение 


строгое). Докажем теорему о множествах в пространстве (С. 

ТЕОРЕМА 1.1. Множества С`’и С^будут множествами 1-й катего- 
рии типа Е. (и не будут типа С.) в пространстве С. 

2. Множества С` и С_ будут множествами 1-й категории типа Е 
(и не будут типа @з.) в пространстве С. 

Доказательство. 1. Имеем: ССС (включение строгое). 
Например, возьмем функцию 

< 4 
х) = > — о зш пя. 
о 2 п ш (п- 1) 
Она принадлежит С\\С`, ибо сопряженный ряд 
со 
— я па По ЗМу 
НЫ ш (в 1) 
не является рядом Фурье функции из [..».. 

Рассмотрим на пространстве С последовательность операторов 
0, (1 =о, ( (п =1,2,...) (со значениями в пространстве (С). Эти опе- 
раторы аддитивны и непрерывны. Множество С’ совпадает с множеством 
функций ] 6 С, для которых последовательность {| 0, (7 |[с} (п =1,2,...) 
ограничена. 

Известно, что если {У (2)} (п=1,2,...) — последовательность 
линейных операторов, определенных на банаховом пространстве Ё со 
значениями в банаховом пространстве Ё;, и последовательность {|У„ (2) |в,} 
(п =1,2,...) не ограничена в некоторой точке 2о, то множество точек 5 
пространства Е, где ограничена последовательность {| У, (2) [в,} (п=1, 2....), 
будет множеством 1-й категории типа ГР. в пространстве Е [см. (2), $ 4. 55]. 

Применим эту теорему к нашему случаю. Так как С” С С, то С° будет 
множеством 1-й категории типа Г, в пространстве С. 

Покажем, что множество С” не будет типа С в С. Множество С” всюду 
плотно в С, ибо, например, тригонометрические полиномы принадлежат (^ 
и лежат всюду плотно в С. Если бы множество С’ было типа Сь, то С° 
было бы множеством 2-й категории в пространстве С, что противоречит 
тому, что С’ есть множество 1-й категории в С. 

Мы имеем: С^ С С` (здесь включение строгое). Так как, по доказан- 
ному, С’ есть множество 1-й категории в пространстве С, то и С^ будет 
1-й категории в С. Множество С^ не будет типа Сь, ибо С^ всюду плотно 
в С и является множеством 1-й категории. 

Наконец, С^ имеет тип А. как множество точек ограниченности после- 


довательности линейных операторов К, (}) = з.(). 
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й а) Докажем утверждение теоремы относительно множества © 
Так какС_С С^ (ниже мы увидим, что включение строгое), то из утверж- 
дения 1 теоремы следует, что С_ есть множество 1-й категории в прост- 
ранстве С. 

Рассмотрим на пространстве С’ последовательность операторов. 
К, (=> () п=1,2,...) (со значениями в пространстве С). При 
каждом п Ё,(]) есть аддитивный и непрерывный оператор в пространст- 
ве С. Множеством сходимости последовательности {Р„ (])} (п = 1,2, ...) 
будет множество С_. Отсюда следует, что С_ имеет тип Ё.5 в простран- 
стве С. Действительно, 


бы] | С_ (п, т), 


1=1 тТ=1 


где С_(п, т) — множество всех функций [6 С, для которых 


< 


при всех г > т, а> т. Множества С_ (п, т) замкнуты в пространстве С. 

Для дальнейшего нам потребуется следующее утверждение из работы 
Банаха и Мазура (3). 

Пусть В — множество сходимости последовательности {У„ (2)} 
(п =1,2,...) линейных операторов, определенных на банаховом прост- 
ранстве Е со значениями в банатовом пространстве Е1. Тогда если В есть 
множество типа С, то при каждом постоянном числе М `> 0 будет замк- 
нутым в пространстве Е множество всех 2 6 В, для которых |У„, (2) | в <М 
(ея ру 

Покажем, что С_ не будет типа С». в пространстве С. Предположим 
обратное, т. е. что С_ будет типа Сь.. Тогда, как следует из утверждения 
Банаха и Мазура, при каждом числе М `›> 0 будет замкнутым множество. 
С_(М) всех функций }6С_, для которых | 5" (№ [с <: Мп = бойлы 

Чтобы получить противоречие, построим функцию } ЕС; для кото- 
рой | 5" (Л) [с Е, постоянная), но последователь- 
ность {5» (])} (п =1,2,...) не сходится равномерно. 

Следуя $ 8.11 книги (2), в качестве } (1) возьмем функцию 


Г =-У К" (а, №№, 2") = У ы за №. 
—1 


1 
Тогда 
7 (=) = У 0 (1, 2", 2”), 
= 
где 
— 60872 ‚ сова , 0$ (2п — 1 21-1 
О (г, п, п) - т +..:+. ( : )х ее ур 
0$ Зих 
о п 


Так как функции О (х, п, п) равномерно (относительно хи п) ограни- 
чены, то ТЕС. Ряд Фурье функции } (2) будет расходящимся при х = 0 
(шо@ 2л) и |5» (|2 < М (п=14,2,...;М, — постоянная) [см. (2), $ 8.13]. 
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Рассмотрим суммы Фейера ст =си (]) (т =1,2,...) функции {. 
Имеем: о» () ЕС_ и ов (1) > {в смысле метрики а (0 
Покажем, что при всех натуральных п и т 


| 5% (бт) [с — М. 


При п> т 
- — К г ЕО) 
8 (6) = У (1— ;Ет)(— в) воз от (И. 
—1 
Отсюда получаем, что прип > т 
|5» (9) [с < №. 
Пусть теперь 1 %3п< т. Тогда 
5 (6и) = У. (1— т) (— 84) сз &з = 
= 
тр—п слагаемых 
— а 3 (+ 5, 3, 9) 
ке СА Басры Ады СОА 
Следовательно, и при и < т 
| а (бт) [с а, 
Мы получили, что от () ЕС_ (М!) (т =1,2,...), ов () >Ёв смысле 


метрики пространства С, но } Е С_. Значит, множество С_ (№1) не замк- 
нуто в пространстве С. Отсюда следует, что С_ не может быть типа Су. вС. 
6) Докажем утверждение теоремы относительно множества С”. 


Так как С С С’ (ниже мы увидим, что включение строгое), то из 
утверждения 1 теоремы следует, что множество С” будет 1-й категории в С. 


С- имеет тип Ё.5 в пространстве С как множество сходимости последова- 
тельности операторов И» (1) =ов„ (№ п=1,2,...). 

Покажем, что С` не будет типа С. в С. Предположим обратное, т. е. 
что С будет типа Сь.. Тогда, в силу утверждения Банаха и. Мазура (3), 
при каждом постоянном М ›> 0 будет замкнутым в пространстве С’ мно- 
жество С` (№) всех функций [6 С-, для которых 


ол 2,.-.) 


Противоречие получится, если существует функция } Е С такая, что ед 
и ] не эквивалентна непрерывной функции. Выберем такую функцию /, 
чтобы |]|| <М. Тогда 

со 


Рассмотрим суммы Фейера си = ош (]) (т =1,2,...) функции }. Имеем: 
от (ЕС ‚от (1 -> Ё в смысле метрики пространства С. Далее, при всех 
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натуральных пит 
|0® (бт) [с = [5* (бт) [с < | бт Е <м 


Следовательно, от (№) Е С- (М) (т =1,2,...), от (1) > {в смысле метри- 
ки пространства С, но } 6 С-. Незамкнутость множества С” (М) доказана. 

Для окончания доказательства построим функцию [ЕС такую, что 
ТЕГ и ] не эквивалентна непрерывной функции. При этом мы исполь- 


зуем конформное отображение некоторой области на круг *. 
Рассмотрим на плоскости 2 =и | а? односвязную (открытую) 


область С, граница Г которой состоит из отрезков 


3 2 2 
и=0, — << 0; ааа и: =, о 


1 2 т 1 
ие, и = 0; ею СЫ 2=0 (=2,4,...) 


и множества точек (и, %), ‘для которых 


й 1 1 И 
ве, ЕО) "ты. 

По теореме Римана, существует функция & =ф (2), регулярная в @ 
и однолистно отображающая область С на круг К (|5| < 1) плоскости 
Е =а -{ 18. Точки отрезка и = 0, —1<0< 0 (и только они) будут не- 
достижимыми граничными точками области С. Замыкание этого отрезка 
образует простой конец области @. Пусть ему соответствует точка (ь=ей», 
т, © [0, 2л) окружности |5| = 1. Множество 


Т=Г\ (и, 2): и =0,—1< ох 0} 
отображается взаимно однозначно и непрерывно на множество 
{& + В =еы, 26 П0, 2л) \ 2} 
[см. (&), гл. П, $ 3]. 
Пусть 


(2) =, = =в, ` &610, 2) хх (моа 2м). 


Согласно указанному выше, функции (2) и #(1) непрерывны на 
[0, 2л) \ 10. Пусть теперь 2» -> 2% (п -> со), т == хо. Обозначим через 2, 
точки границы Г, соответствующие е””". Покажем, что 7 (2.) ='Ве 2. —0.. 
а значения 8 (х„) = Пи 2„, вообще говоря, неограниченно колеблются 
между Оби — 1. 

Пусть |» и У„ выбраны так, что 


1х 1 ыы 
| Мл | < 1, [щи ем" -=, ф* (№) = 66, м. 


Если 2. -» 20, ТО ри — ©. Значит, у„, а следовательно, и 2„ могут 
иметь предельные точки, лежащие только в множестве и = 0, — 1<э<0 

Возьмем произвольно некоторое число & > 0. При всех достаточно боль- 
ших п будем иметь: Ве 2, < в. Значит, при этихи }(1,) © :. Поэтому: 


* Эта область была указана автору Г. Ц. Тумаркиным. 
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если положить } (10) = 0, то функция ] (2) будет непрерывна на [0, 2л). 
Функция & (2) не может быть сделана непрерывной в точке 20, как бы 
ни выбирать значение # (4). Итак, функция } (2) периодична с периодом 
2х и непрерывна, а функция & (1) ограничена и непрерывна на [0, 2л), 
за исключением одной точки 2%. 

Функция 2 =ф\ (5) непрерывна в точках 6 = е®, тЕё [0, 2л) \ 4%. 
Еели 5 = от 8, >, Ц ЕК, хЕ [0, 2^)^\ 4, то 3 =ф ($) 5 
({2„} может иметь только одну предельную точку на границе, ибо 
с = е* = е*% и, значит, С соответствует достижимой граничной точке: 


области С). Для тЕ [0, 2п) \ хо (то4д 2л) 
7 (2) = Веф-* (е=) = Ив Веф\" (5), 


б-е"х 
8 (2) = паф” (=) = Ца па ф" (0. 


{ее 


В случае } (5) это верно и для точки х == 120 (то4 2л). 
Разложим в единичном круге функцию Фф`! (5) в степенной ряд: 


9 ОЕ НЕРНУЯ (и- №), б=, 


=. 


где аи, 6, и с, — действительные числа. Тогда 


Веф-! (5) = + т (аи соз пх -Е В, зш пл) т", 


П—1 


т ф-! (9 = =. +У (в эт пз — В, с08 п) т. 
п=1 


Пусть 


1 (<) — Е. -- > (аи с08 пх + 6, зш па), 
П—=1 


г) = +У (а, с08 пх - бы зт п2) ", О<г< 1. 


П=1 


Так как } (2) всюду непрерывна, то гармонические функции Веф* (5} 
и 1 (т, 2), являющиеся ограниченными в‘круге, имеют равные непрерыв- 
ные предельные значения на единичной окружности. Поэтому внутри 
единичного круга 


Веф* (9) = Х(т, 2), 


со 
5 У! (а, с08 пз -- В, ма из) т = 


П=1 
= У (а, 608 па -- в, в из) г", в «ЕЕ 
П=1 


Положив г = 0, получим: 
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\Пусть г = > . Тогда 


у (аи с0з пх -- 6, эш пл) (5) == 


п—=1 
и . 1” 
= У (а с03 из - 6, эт п1) (5) (О < хх 2м) 
П=1 
(причем сходимость равномерна, ибо 
1 ОВ ы 
ЕЯ 21, ШУ — |< 1 
По У| а, — 2, | 
пи—со 
а 3 
и, значит, при всех достаточно больших п и @. — №; | < 5). Отсюда 
получаем, что 


й й 


ар сбое 


Рассмотрим теперь 
я 


= У! (а эп 7% — В, с03 пт) г". 
Ей 
Имеем: 


Ти, 2) = Пиф” (5) —> 
Поэтому при всех х =Е 4 (то4 2л) 
ИЕ. 1) > 5 (1) — 


С другой стороны, так как функция / всюду непрерывна, то всюду 


Г, ее > о (1) 
< л 2 1 
1—г 65 — : 


[см. (2), $ 3.45]. Следовательно, для х =Е ж (то4 2л) 


1 ПИ — п == & (2) — 
м 2 


2 
и, значит, 


о 


Итак, ГЕ Гь» и [ не эквивалентна непрерывной функции. а до- 
казана. . 

Перейдем к множествам пространства Г». Множество (2). совпадает 
с множеством всех функций ЕЁ», для которых РЕГ», а множество 
(Го) — с множеством всех функций / 6 [4», для которых / эквивалентны 
непрерывным функциям. Имеем: С- С (Ё..)- (включение строгое и за счет 
неэквивалентных функций, как показывает пример функции & пункта 26) 
доказательства теоремы 1). Отметим, что С_ С (Ё..)_ (включение строгое 
и за счет неэквивалентных функций). Действительно, рассмотрим функ- 
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цию ] из пункта 26) доказательства теоремы 1. Эта функция непрерывна 
и имеет период 2л. Заметим, что } есть функция ограниченной вариации 
на [0, 2х]. Достаточно доказать ограниченность вариации на [2%0, 2 -- 2л]. 
При обходе дуги а -- 8 = ее", и 2 м + 2, в положительном на- 
правлении дуга 7 (см. п. 26) доказательства теоремы 1) описывается также 
в положительном направлении. Поэтому ясно, что функция ] (1) кусочно- 
монотонна на [20, 2 -- 2л]. Значит, $„ (5; ]) -› } (12) равномерно. Из этого 
следует, что функция & из п. 2 6) доказательства теоремы 1 будет принад- 
` лежать (Г) С. 

ТЕОРЕМА 2. 1. Множества (Го) и (Г.)^ будут множествами 1-й 
категории типа Е. (и не будут типа С.) в пространстве [. 

2. Множества (Г) и (Гь)_ будут множествами 1-й категории 
типа Еъь (и не будут типа @ьз) в пространстве Г. 
_ Доказательство. 1. (Ё-),— линейное множество пространст- 
ва [». Множество ([») не будет замкнутым в пространстве ДЛ... Дейст- 
вительно, пусть 

со 


1 . 
ЕЯ] а па® Е) яп ПХ. 


П=1 


Мы имеем: 6 С, причем частные суммы ряда 5» (1) сходятся равномерно 
к} (2) [см. (2), $5.11]. Значит, $. 6 (Г) (п > 1), 5 >} (П - оо) в смысле 
метрики пространства Г, но } 6 (Г)`. Итак, (Г) — незамкнутое ли- 
нейное множество в пространстве Ё... Применим теорему из работы Ма- 
зура и Штернбаха (5), согласно которой линейное множество типа (ь 
в банаховом пространстве будет необходимо замкнутым множеством. 
(Гоо)` будет множеством 1-й категории типа Ё., в пространстве Г», так как 
(Глоо)` == Гь и (Г) совпадает с множеством точек ограниченности после- 
довательности линейных операторов 0» (} —=оп (Дж .. в 
пространстве Г». 

Доказательство утверждения теоремы для множества (Ёо)^ аналогично 
доказательству для множества (Г)’. 

2. Так как ([») С. (Го) (включение строгое, как показывает пример 
функции ] в п. 26) доказательства теоремы 1), то из утверждения 1 теоре- 
мы 2 следует, что ([..)- будет множеством 1-й категории в Г». ([о)` имеет 
тип Ё.5 как множество сходимости в пространстве Ё» последовательности 
операторов И» (1 =о»„ (Й (п =1,2,...). (Г) не будет типа Сьз в про- 
странстве Г», что доказывается по аналогии с соответствующей частью 
доказательства п. 26) теоремы 1. 

Доказательство теоремы относительно множества (ЁГ.)_ аналогично 
. доказательству п. 2а) теоремы 1. 


$ 2. Множеетва в пространстве Г, 


ТЕОРЕМА 3. 1. Множества Г/ и Г/` совпадают и будут множествами 
1-й категории типа Е. (и не будут типа Сь) в пространстве Г. Кате- 
гория и тип множества [.^ С Г. (включение строгое) в пространстве [, те 
же, что и для [. 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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2. Множество Г. будет множеством 1-й категории типа Роз (и не бу- 
дет типа Сьз) в пространстве Г. 

Доказательство. 1. Очевидно, имеем: [` С Г. Покажем, что 
Гл = [/. Для этого докажем, что [/ С: [/. Возьмем любую {Е Г, 


7 ви (а, соз пх -- В, зш пл). 


1—1 
Тогда последовательность {| (]) |} (п=1,2,...) будет ограничена 
и, значит, сопряженный ряд 
со 
У! (а, тия — Ь,, соз пт) 
П=1 


есть ряд Фурье — Стилтьеса [см. (2), $ 4.32]. Но, согласно теореме 
Ф. и М. Рисса [см. (2), $ 7.5], если тригонометрический ряд и его сопря- 
женный оба являются рядами Фурье — Стилтьеса, то они будут и ря- 
дами Фурье — Лебега. Поэтому сопряженный ряд 

со 

У! (а яп их — 6, с0$ п2) | 


п—=1 


будет рядом Фурье — Лебега. Таким образом, Г6Г. и }ЕГ/ [см. (2), $4.34]. 

`Докажем, что [/ (а значит, и Г`) будет множеством 1-й категории типа 
Е. и не будет множеством типа Сь в пространстве Ё. Имеем: Г/^ С- Ё (вклю- 
чение строгое). Например, функция | с рядом Фурье 


0$ 727 
>) 1 (и 1)| 


_ принадлежит множеству Г, [/. Множество [/ совпадает с множеством 
функций / 6 Г, для которых  последовательность {| 0» (]) |1} 
(п =12,...) ограничена, где 0, (/) = с, (]. Так как Г/ =Е Г, то Г’ 
будет множеством 1-й категории типа Р.. 

Множество Г” всюду плотно в Г. (ибо, например, тригонометрические 
полиномы принадлежат /[/). Так как //` есть множество 1-й категории в Г, 
то Г’ не может быть типа ($ в Г, ибо в противном случае // было бы 2-й 
категории в ДС. 


Включение /[/^С_ Г’ строгое. Например, функция 


] (2) — й Е-2 Ве [е*"= Ро (е=)], 
х = 
где 


р.) =@ +0 (У ="), 


т—=0 


как можно показать, принадлежит множеству Г/ \\ [./^ [см. (2), $ 7.6, 10|. 


Доказательство утверждения теоремы для множества [/^ аналогично 
доказательству для множества Г”. 
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2. Так как Г_С1Г^ (ниже мы увидим, что включение строгое), то 
из утверждения 1 теоремы следует, что Г[/_ будет множеством 1-й категории 
в Ё. Множество Г имеет тип Ру в Г, как множество сходимости в прост- 
ранстве Г. последовательности операторов К, (1) = 5. (№) (п = 1,2,.. .) 
(со значениями в Г). 

Покажем, что [_ не будет типа Су. в пространстве Ё. Для этого построим 


функцию }ЕГ, для которой |„ (1) |1 < М! (п =1,2,..., М, — постоян- 
ная), но последовательность {5» (])} (п =1,2,...) не сходится в мечри- 
ке Г. 
Пусть 
со 
1 (2) — У Ве [> Ри (68), 
ь 1 
7 (2) — У Па [68% Р, (28|. 
К=1 


Эти ряды будут рядами Фурье — Лебега [см. (2). 570, 101. 
Покажем, что последовательность {|5 ()|} (п =1,2,...) огра- 
ничена. Пусть 


п 0” о, 0 9 2-0: ды Ра 


Тогда 
И 
5" () = У Е? Га [68 = Ри, (е=)] - г, {Па [е8”Р м (8) ]}. 
К=1 
Мы имеем: 
2п Й 2" 
[ла Ге (у, < о Ро (6) 14а т | р, (91 < 
0 0 


2п . 
= МР, (2) | 45 С. шп = С, шп = С, ш п. 


0 


Здесь О» (1) — ядро Дирихле, С1 — абсолютная положительная постоян- 
ная; при этом используется тот факт, что |Р„ (ее) | = 25 [ем. (2), 
$ 7.0, 10]. Таким образом, 


Ы со 
[5 (Др У 2л + г? С, шп му Е + 
#=1 #=1 


И И 2л У, ЕЕ? С, (7-1) < С, 


=1 


(С. — постоянная). Ра 
Докажем, что последовательность {5„ (])} (п =1,2,...) не сходится 
в смысле метрики Г. В самом деле, если бы она сходилась в простран- 
стве [,, то, по теореме Зигмунда, сходилась бы в метрике [, и последова- 
тельность {5„ (1} (п=1,2,...) [ем. (2), $ 7.311. Отсюда следует, что 
3 
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и последовательность {1 (2)}} (п=1,2,...), где & (2) == (+ 
-+- 25, ()), сходилась бы в смысле метрики Г. 

Но тогда последовательность {#, к (2) — &_,(2)} при Е > со схо- 
дилась бы к нулю в пространстве Г. 

Покажем, что это невозможно. Действительно, 


А р 
В, ока (2) = 1 (5) АА 62 Ок (2), 
где к 


О, (й = п + 1 И + 22+ 372+... п+ и] 


Имеем: 
| О, (е=) (>С ши, 


где С > 0 — абсолютная постоянная [см. (2), $ 7.6, 10]. Поэтому 


[5.ок (2) — кг, (2) в > > ЕС 2" = Е-2С. К? ш 2 = СШ 2. 


Доказательство утверждения теоремы относительно Ё_ заканчивается 
аналогично соответствующей части доказательства п. 2а) теоремы 1. 


8$ 3. Множества в пространствах Орлича 


Так как ряд 


ЖЕ у (а, с0оз пт - 6, шт пт) 


п—=1 
будет рядом Фурье функции из Г тогда и только тогда, когда |6. + =0 (1) 
Ф 


(п > со) [см. (2), $4.7, 14] (здесь о„ — суммы Фейера тригонометриче- 

ского ряда), то ([%5)’ совпадает с множеством всех функций 16/4, для 

которых 7 6 ры. 
Если Ф (и) = и]? (р>> 1), то, как следует из теоремы М. Рисса, 


(()` = (4) = 1%. 


Известно, что каждая функция из Г (0, 2л) принадлежит некоторому 
пространству Орлича [см. (1), $ 8]. 

Так как ДС Ё (включение строгое), то существуют функции [ и Ф (и) 
такие, что / © [4%, но ТЕГ (и тем более 1615). 

ТЕОРЕМА 4. 1. Если ( (Гу НЕ Се, то (Ро: будет множеством 1-й кате- 
гории типа Г. (и не будет типа Су) в пространстве [4ь. 

2. Равенство а» — 1 имеет место тогда и только тогда, когда 
Еф С (1)’. При этом если } © Ех, то и {С Ех. 

3. Если (1%)` = Г, то (Гъ)` будет множеством 1-й и типа Ес 
(и не будет типа @;) в пространстве 15. Неравенство (ю)” 55 Гъ имеет 
место тогда и только тогда, когда (4) + 1х. 


Доказательство. 1. На пространстве Тр рассмотрим после- 
довательность операторов И» (1 =0» (1 (п =1,2,...). Эти операторы 
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аддитивны и непрерывны (если ]; > } в смысле метрики пространства Г, 
то при каждом фиксированном п б” (1) о». (1 равномерно на [0, 2х] 
и, значит, и в смысле метрики Г). Множество (Гф)’ есть м 
всех функций {6 [4, для которых последовательность 19» (1) |. 


(п =1,2,...) ограничена. Так как, по предположению, (Ёъ)' == те то 
из этого следует [см. (2), $ 4.55], что (2) будет множеством 1-й катего- 
рии типа Р. в пространстве Ге. 

Покажем, что (Ге) не будет типа Сь в пространстве /ъ. Так как (Го) — 
линейное множество, то, по теореме Мазура и Штернбаха (5), доста- 
точно показать, что ([4)’ не будет замкнутым множеством в прост- 
ранстве Г. 

Возьмем некоторую функцию [Е Л (По 


1 (5) — > + у (а, соз пх - би з1ш пз). 


П=1 
Для нее последовательность {|5„ (]) |, } № =1,2,...) неограниченна. 
ИФ 


Здесь о» (/) — суммы Фейера сопряженного ряда 


У (а. зш их — 6, с0$ из). (2) 


и=1 
Применим следующее предложение [см. (%)]: если первые арифмети- 
со 


ческие средние ряда > ^„ А» (где А„ — элементы банахова пространства) 


И—=1 
ограничены (по норме) для каждой выпуклой и стремящейся к нулю чис- 


ловой последовательности {/„}, то первые арифметические средние ряда 
со 


№ А„ также ограничены. 


П=1 
ГИ * 
Так как суммы Фейера ряда (2) не ограничекы по норме Ёх, то сущест- 


вует выпуклая последовательность {^„} (п = 0,1,...), А» > 0, такая, 


что для ряда 
со 
— Л. (авзш пх — 6, с03 пт) 


ПИ=1 


* 
суммы Фейера также будут неограниченными в пространстве Г. Ряд 


со 
а -- я Л» (аи с0з пх-- В, эт п1) 


П=1 


будет рядом Фурье некоторой функции ТЕ 1 [см.(2), $ 4.62] и, следова- 
тельно, 16 1% \ ([5)'. 
Покажем, что 


|7 с» (0 |. 0. 55). 


Достаточно доказать, что последовательность {бп (ДУ п=1,2....) 
сходится в смысле метрики пространства Г (в силу полноты тригоно- 
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а 


метрической системы, она может сходиться только к функции, эквивалент- 
ной ]. Пусть п, т — натуральные числа, п >> т, 


й (1) — ыы + У ^+ 005 пл. 
п=1 


Имеем: 


(ее Г) = \ [61 (&; №) — бт (&; №) 1 (#5) и 


(см. (2), 8 4.42]. Отсюда, пользуясь определением нормы в Ть, получаем, 
что 


|5. (д — вы. < бк (В) — 6 (В). 
Ф х 


Значит, {и (0} сходится в метрике 15% 
Итак, {0 (1)} © (2%) (п =1,2,...), о, (0 >71 в смысле метрики 


ы * ^— ®ь 
пространства Со, но {6 ([)'. Ни Цена множества ([4%)’ доказана. 
2. Докажем, что из включения 


Ех С. (Ё) 
следует включение 
15 `\Ех С ([)'. 
Предположим обратное, т. е. что существует функция } 6 Г такая, что 
для нее 61... Как показано в п. 1 доказательства, из этого следует 


существование функции Е Ех, для которой 76 Г. Мы получили, 
что 


а. 


Покажем, что если (Со) = 14, то для 1 © Ех будем иметь } 6 Ех 
Из (4); == рт следует существование постоянной М такой, что для 
каждой } 6 р 


| п. м |. (3) 


Действительно, рассмотрим на пространстве — последовательность 
линейных операторов 0» (]) =о„ () ЦИ 8 а И: И 
(Г) = [4 следует, что при каждой [Е [% последовательность 9. (91. 


(п =1,2,...) ограничена. Значит, в силу теоремы Банаха и Штейн- 

хауса [см. (2), $ 4.55], существует такая постоянная М (не зависящая 
К. + 

от п и }, что при любой {ЕГъ имеем: 


|» (91. < М. (п а: 
Отсюда заключаем, что 


И. МИ. 
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| Из неравенства (3) следует, что 

[7—5 (|. «МИ - (0 [| +. | (4) 
Г Г 


Пусть 6 Еф. Покажем, что тогда 


И- (0. -0 и -=). 


При этом мы будем пользоваться тем, что, как известно, для каждой 
16 выполняется неравенство 


| 
15 (|. <. @-=Ь2.... 


Зададим некоторое =`> 0. Так как } © Ех, то можно подобрать триго- 
нометрический полином Т (1) так, что 


р 


Положим } — Т = р. Тогда 


1=Т ЛР, в () = в (Т) + в, (р), 
1 — в () =Т— в (Т) Е А — в (|), 
|/—в„ (01. «ГП |. „+1. ‚+16. < 


«ть. ар. <, 2% 


При п -› < и тригонометрическом полиноме 7 


[Т — в„(Т) [с —0, 
а значит, и 


оо (п — оо). 


Поэтому при всех достаточно больших п 
|/ — 9» (01. <3е 
Ф 


Следовательно, 


[1—5 г 0 


при п -+ ©. 
Так как правая часть (4) при {6 Ех стремится к нулю, то и левая часть 
стремится к нулю, а это означает, что } © Ех. Утверждение 2 доказано. 
3. Доказательство того, что при ([4)^ Е Гф множество ([)^ будет мно- 
жеством 1-й категории типа Ё, и не будет типа С(ь в пространстве НИ 
аналогично доказательству утверждения 1 для множества (Г). 
Пусть ([)' + Го..Так как (1%) с ([)', то и 


((е)` + Г. 
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Пусть (24%) = Г. Покажем, что тогда 
(е)` = 1. 


= > ит 
Из равенства ([%)` = Г следует, как мы видели, существование такой 

йе С 

постоянной М, что при любой [Е [+ 


17. < МИ, 


Имеем: 
ге и а за пх— 6, созпх 
эн (2 ава (уу ое, 
где 
= 4е- зш 7 
вн (= | (д. 
20 — 
ее: 5 
Используя рассуждение $ 7.3 книги (2), можно написать, что . 


|5® (2; /) |< |7 (2) эт пз| + |7 (2) соз пы. 


Отсюда следует, что 
|8» (2; ЛИ. < (9) ма па, |7 (2 0$ пз|. + 
Ф Ф ТФ 


+2, +3181, < М виз]. + 
а 4 

+ МИ (о) совия |, + Да». +18 |,. < 
т > 1 1 

м, + МЛ, +. +, - 


Мы получили, что последовательность {] 5 (5; )|.} ограничена. 
т, 
Значит , р 
(()` = Ге. 
Утверждение 3 доказано. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть 
[м | 
Ф (и) = \ т (0 4 
[0 
где т (1) — положительная при & >> 0, непрерывная справа при # > 0, 
неубывающая функция, удовлетворяющая условиям: 1 (0) =0, (0 > + < 
при {> | с. Положим 
15] 
5 (9) =зрь (0) = (6 (5 45. 


%(0 < я 
о 
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_ Для того чтобы а = 1, необходимо, чтобы 
Зи Нм 1(4)) _ 5 
ры | со, (5) 


и п 8 (№) == 
ео Е 6 ($) ) г 


Доказательство. Пусть (Ёъ)’ = [. Тогда (Ех)’ = Ех (см. 
утверждение 2 теоремы 4). Отсюда следует существование постоянной М 
(не зависящей от ]/) такой, что для каждой ТЕ Ех 


< МЫЬ,. 


Затем устанавливаем существование постоянной М, такой, что для каж- 
дой 6 Ех 


1" (РЕМИ п=Ь0,...) 


(см. соответствующую часть доказательства п. 3 теоремы 4 и теорему Ба- 
наха и Штейнхауса). Наконец, получаем, что для каждой } 6 Ех 


11 — и (Е, >0 при п > ®. 


Действительно, зададим некоторое г >> 0. Так как Г} ЕЁЕх, то можно 
выбрать тригонометрический полином Т (5) так, что 


И 7ьь <=. 
Положим } — Т = {. Тогда 
АХ 
При п, больших порядка полинома Т, будем иметь: 


р — (= Л — зи (Л). 


Для этих п отсюда получаем: 
И = (|, < М) в. 


Докажем необходимость равенства (5). Предположим обратное, т.е. 
что при условии (Ё%)’ = Г равенство (5) не выполняется. Для получения 
нужного противоречия используем метод доказательства следующей тео- 
ремы из работы С. М. Лозинского (?): 

Пусть функция Ф (и) удовлетворяет условию Аз при больших и. Дал 
того ‘чтобы для всякой функции } ЕЁх было 

2" 


Иш \Ф (| (010 42=0, 


необходимо выполнение условия 


Обозначим через Ш, (1) п-е ядро Дирихле. Как показано в работе 
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С.М. Лозинского (8), при указанной в формулировке теоремы 5 функции 


| | 
Фи = \ 104 


0 
имеем: 


п 
21 (2) 


(2) 
ГИР р 
12» ( Ь. > 50 


для каждого 2 такого, что 21 (2) >> 1. 
Далее, доказательство леммы 5 в работе (8) позволяет получить сле- 
дующее утверждение: 
Если для каждой функции | Е Ех 


|1— 5* (/) | >10 при п-> оо, 


то существует постоянная А, зависящая от Ф (и), такая, что при каж- 


дом 6, 0 < Ч ©, 
п-+-Ф(О 
|2» (2) а ы а 


Итак, пусть соотношение (5) не выполняется, т. е. 


зир ( Ва т) < в< со. 


1<А<оо ‘Ро 1(0 


Возьмем 
В = 48?е500^АВ  )\„ = 28 


и выберем последовательность {их}. так, чтобы 


<<<... Наш = +, тш) < ВТ(3%) 


(это можно сделать, ибо пм и К). Тогда 


тет, т (#) 
Т (№) < ВТ (ик). (7) 
Кроме того, имеем: 
Ф (и) >Ф (и) —Ф(4*)> “1 (4) > 


их 1 4 
>25 и т(№ющ) >28 81 (ик). 


Прип =1,2,... определим числа {, из равенства Ф (С„) = п. Пусть 
пх (К =1,2,...) есть наименьшее натуральное число такое, что 
(т, > Вик. Будем считать, что и, выбрано столь большим, что и. 7 (и.) > 1 


и 1 (5,1) >21. Далее, так же как в работе (?), показываем, что 
(и, < 2 Вик — Лик (К — в 2. .. Зе 
Так как ю_>2, то из (7) следует, что 


т (2и») = Вт (ик) (Е =1, не .). 
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Мы получаем: 


ыы 


в 
ВЕТ) < Зиму (2) < 2ьВт (ши) < АВЗФ (ш) < 


с 

тк Я 
Ав (Фо = 

С другой стороны, так же, как и в работе (7), 


ыы 


ею ПО 


В 
Мы имеем: 


1 их пк = 
12а, (6) |. 2 5501 (=) зо в. 
сет) 
4 В 


но | п — Ф (5. ) Ф (5 ) 
[2.., (91. ЗА Е —2А а к = 
хФ т" }; тк 


быт бы 


№ = 241 (4) <2АТ о). 
пк 


= 
Таким образом, 
2Ат (№их) > 2АВТ (ш), т (№) > Вт (и} (К=1,2,...). 


Но последнее неравенство противоречит неравенству (7). Необходи- 


мость условия (5) доказана. 
Докажем теперь выполнение равенства (6). Пусть 


(Ге) = бо. 
Отсюда следуег, что 
(4) = 1 


[см. (2), 5 7,6, 5]. Далее, аналогично предыдущему, устанавливаем 
выполнение (6). 

С помощью теоремы 5 докажем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 6. Не существует функции Ф (и), не удовлетворяющей усло- 


вию Аз при больших и, для которой (а) = Г. 
Доказательство. Возьмем любую функцию Ф (и), не удовлет- 


воряющую условию Д?з при больших и, и представим ее в виде 
Ф (и = | 10%, 


где т (1) удовлетворяет условиям первого предложения теоремы 5. Из 
того, что Ф (и) не удовлетворяет условию Д?з при больших и, следует, что 
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Пусть последовательность {+} такова, что 


1: 1 со, пм 
К—осо 


Возможны два случая. 
ъ 1 ( 
Случай 1. Имеется последовательность {[ть, тк }к—! промежугков. 
постоянства функции 7 (1) такая, что 


т 
: к 

Тк—> со (Ё-> оо), Иш— = о. 
Ко ТК 


Такой случай имеет место, например, для функции 


ие (. если ЕЁ Е [0, 1), 
К, если Ё 6 (Е — 1), №!) (в =2,3,...) 
[см. (1), стр. 41—42]. 

Фиксируем произвольно некоторое число Л, 1 < ЛХ сю. Рассмотрим 
последовательность {тх} (К =1,2,...). При всех достаточно больших 
№ К > А (А), будет Иж >> ^. 

При этих А имеем: 


А 
поэтому 
7 (лк) = т (&) 
и, значит, 
па 19 — па 9) — 4. 
а 


Для 1 (1) не выполнено условие (5) теоремы 5. Следовательно, в этом слу- 
чае (Г)’ = 1. 

Случай 2. Последовательности промежутков постоянства функ- 
ции 1 (1) со свойствами, указанными в случае 1, не существует. Иначе 
говоря, существует такое число В, что для любых достаточно больших 
тит, «т, т >> Т, для которых 1 (1) = 1 (т’), будем иметь: т’/т < В. 

Фиксируем некоторое число А, 14 < А < со. При достаточно больших 
Е К > № (Т, ^), будет 


2, >Т, т (2) (&) > №. 
При этих К имеем: 


9 [№7 (&)1 < 6 М (2%)! = зар 1<82%, 
%(0<=(2) 


5 [Ат (01 82 _ 


ети 
Значит, 
„АО з) 
зар (Иш = )<2А 
НЮ 6 (5) )< 
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Мы получили, что для функции 6 (5) не выполнено условие (6) теоре- 
мы 5. Следовательно, и во втором случае (Г) == а 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 7. 1. Пусть Ф (и) Удовлетворяет условию А> при больших и. 
Тогда (ая = (14), и если (ое + 7%, то (Ро) будет множеством 1-й ка- 
тегории типа Г. (и не будет типа С.) в пространстве 1. 

2. Для того чтобы множество (Г) было типа Сь, необходимо и до- 
статочно, чтобы (Г) = [4%. При этом ен ® 

3. Для того чтобы множество ([4%)_ не было типа Сь, необходимо и 
достаточно, чтобы (Гъ)-Г] (Г Еф) ЕЕ 0: 

Доказательство. 1. Пусть функция Ф (и) удовлетворяет ус- 
ловию Дз при больших и. Покажем, что в этом случае 


(5) _ = (Го). 
Возьмем любую функцию | 6 (1%). Тогда 7 6 1%. Так как Ф (и) удовлет- 
воряет условию АД», то { ЕГх [см. (1), стр. 94]. Но тогда 
2п 


\Ф[-=17@) —0» (94-0 (п) 


0 
[см. (2), $ 4.35], откуда следует, что и 
Й—5. (1. 0 и =) 
Ф 


[см. (1), стр. 931. Мы получили, что 6 ([%).. Так как в этом случае 
(о)? = (1%), 

‘то утверждение о категории и типе множества Е вытекает из теоремы 4. 

2. Если (а) =Е [%, то, как было показано при доказательстве тео- 
ремы 4, ((Ф) не содержит полностью Ёх, а следовательно, и ( а 3 Ех. 
Если бы (1) было типа С, то, согласно утверждению Мазура и Штерн- 
баха, (бара было бы замкнутым множеством и содержало бы полностью Вх 
(так как (15) содержит все тригонометрические полиномы). Но (Ра 
не содержит полностью Ёх. Необходимость условия о) — [4% доказана. 

Докажем достаточность условия. Из равенства а — [4% следует, 
по теореме 6, что Ф (и) удовлетворяет условию Д>. Но тогда, в силу 
утверждения 1 теоремы 7, 

([5)` = (5). = 1%. 
3. Докажем достаточность условия. Пусть 


(25) (Е) +0. 


Тогда существует функция 1615 Ех с рядом Фурье (1), для которой 
ТЕ Ех. Возьмем функцию ф=). Имеем: ФЕЕх, ФЕ Ее 
40 
(ибо ф = —(/—9.)). | 
Покажем, что ([4%)` не будет типа (ь. в пространстве [». Так какф 6 Ех, 


то, как было показано, 


[Ф— о» ($) и. -=0 
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при п -› со. Дальнейшее рассуждение в доказательстве того, что (Роу 
не будет типа Сз., аналогично доказательству того, что С` не будет типа. 
Сьз в пространстве С (см. п. 26) доказательства теоремы 1). 

Докажем необходимость условия. Пусть 


(5) ГП (> Ех) = 0, 


иначе говоря, пусть (15) © Ех. Покажем, что тогда (.5)- будет типа Ёь 
в пространстве ре (и, значит, будет типа Су»). 

Пусть М0 — некоторое постоянное. Обозначим через (5) (№) 
множество всех функций } 6 и. для которых 


1» (91, (и=1,2,...). 
хх ; 
Тогда 
((е). =0. (5)- (№). 


* = * 
Докажем, что каждое множество ([х) (№) замкнуто в пространстве Г. 
Пусть 


С @»)- О ое ада, вю 
В —> р (&(— со) 


* 
в смысле метрики пространства Ех, причем 


в —> Е |- № (аи с0з их -- В» яп пл). 


И=1 


Покажем, что /› 6 (1)` (№). Так как КЕ Ех (ибо (ево чом 
Е Ех. Из того, что 


о» (|, ЗМ (и =1,2,...), 
(ео) 


следует, что 


|0» (/)|. <М ш=1,2,...). 
Фх 


Значит, Ее Покажем, что КЕ Ех. Предположим обратное, т.е. что 
6 Г Ех. Тогда 


О еь 


Мы получили, что р 6 ([%)- П(ъ»\\ Ех).Но это невозможно, ибо (1%) СЁ. 
Следовательно, [о 6 Еф и, значит, /о 6 (Г). (№). Утверждение 3 доказано. 
ТЕОРЕМА 8. 1. Для того чтобы (1%): = [, необходимо и достаточно, 
чтобы (2) = [. 
2. Для того чтобы множество (а) было типа С», необходимо и д00- 
статочно, чтобы (2) = [%. При этсм (1)_ = = 1. 
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* 
3. Для того чтобы множество ([»)_ не было типа. Сьз в пространстве 

* 
[х, необходимо и достаточно, чтобы 


(1.5) = ([)^, 
и, кроме того, если Пу = — чтобы 
(Г) = ([%)^` ПЕ. 
Доказательство. 1. Докажем достаточность условий утверж- 


` дения 1. Итак, пусть функция Ф(и) такова, что (() —=[. Тогда, как 
было показано выше, для каждой {61 последовательность {| 5» (Т 5} 
Ф 


г 


(п =1,2,...) ограничена. Отсюда, по теореме Банаха и Штейнхауса 
[см. (2), $ 4.55], вытекает существование постоянной М, такой, что 


а, МИ Го). 
1ф Еф 


м * 
Из равенства ([х)’ = Гх следует, что функция Ф (и) удовлетворяет 
условию Дз при больших и. Покажем, что отсюда будет вытекать выполне- 
ние равенства 


0%). Эа 


* м * 
Возьмем ‘любую ГЕ Гу; тогда /©Гх. При выполнении условия Д», 
как было указано при доказательстве теоремы 5, для заданного е > 0 
и достаточно больших п имеем: 


П-— 0, ам. 


Значит, {6 а 
Необходимость условия ([4%)’= Г очевидна, ибо 
(Г)_ © (Го). 
2. Доказательство утверждения 2 аналогично доказательству утверж- 
дения 8 теоремы 7. 
3. Докажем необходимость условий. Предположим, что 
(Г) = (»)^. 
'Гак как (75)^ имеет тип №, (см. утверждение 3 теоремы 4), то и ([4%)_ было 
бы типа А.. Если предположить, что 
(.Ф)- С Ах 
и 


([5)_ = (Е5)^ Г Е, 
то (Г) было бы множеством типа Р., а значит, и типа (5. 
Докажем достаточность условий. Пусть 
()_ + (5), 
и если ол С Ех, то 
(2%). = (75) ^ ПЕ 
Покажем, что ((5}_ не будет типа С» в пространсгве 1. 
ВЯ ся учай. Пусть (Ех). @.х < Ех) = 0. Тогда существует функ- 
ция Г6/\Еф с рядом Фурье `(1), для которой последовательность 


668 А. А. КОНЮШКОВ 


(5, (/)} п =1,2,...) сходится в смысле метрики пространства Ва 
Возьмем функцию ф = ){. Имеем: 


фЕЕх, Ф= —(1 — 6 Ее. 


Так как Фе Ех, то последовательность {5% (Ф)} а не 
может сходиться в смысле метрики пространства Ге. 
Покажем, что последовательность {| 5» (ф) |. (п==1,2,...), огра. 
Ф 
ничена. Имеем: : 
= - 5. (Ф) 
6» (©) — 5 @) = а 
[см. (2), $7.34]. Так как ф=Ёи ГЕ (15)_, то последовательность 
415» (Ф) |. } п=1,2,...) ограничена, 
15 (1. < М: Ш = 1, 2.) 


(ибо 5» (ф) = з (1) = & (фи {5.(1)} сходится в смысле метрики прост- 
ранства Та) Далее, 


в. = о, ® = [60-3], №. <, 


Кроме того, 


[5 


[см. (3)]. Из неравенства 
|5» (ФУ. < [6 (9) |,. + ® + 97 [5 @.. 
Ф Ф Ф 
получаем, что последовательность 


(Ф) |. < 2п| 5» () |. 


ограничена. 
Из существования Е. ФЕЕх, для которой последовательность ` 
{| 5» (Ф) и. (п =1,2,...) ограничена и {5„ (ф)} не сходится в смысле мет- 


рики м ЕО В, можно вывести, что множество в) не будет 
типа С» в просгранстве [% (рассуждение аналогично доказательству 
п.2а) теоремы 1 для множества С_). 
2-й случай. Пусть ([5)_ ГП @%\ Ех) = 0. Иначе говоря, пусть 
(Ге) © Ех. 


Тогда, по предположению, 


(а). + (Те) Г Во. 


([)-< ([)`, 
то существует функция / 6 (1) ^ Еф такая, что 76 (Г). Отсюда, так же 
как ив 1-м случае, заключаем, что множество (Г.%)_ не будет типа Су 
в пространстве /. 
Теорема доказана. 
В заключение рассмотрим пример к теоремам 7 и 8. 
Пусть 


Так как 


Ф (и) =ем — |и| — 1. 
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* * 
Покажем, что множества (4) и (Гх)_ не будут множествами типа Со 
* 
в пространстве Г. 


Возьмем функцию 


со 
7 @®) = > п-& 1-х. 
П=1 
Имеем: Г 67» и, значит, Г 6 Ех. Рассмотрим сопряженную функцию 


сэ 


1(х) — р» — "1 с0$ их. 
п—=1 


|. 1 
Для нее |] (5) | —11 —_ при 2 — 0-| [см. (2), $7.56, 9]. Значит, при не- 
котором постоянном а > 0 и всех достаточно малых 1, О хх ш< 1, 


к 1 
ПТ фа = 
Следовательно, для этих х и при некотором постоянном А `> 0 
хт 1 Е Г 1 
А (2) ай ш-, а. 


Таким образом, если аЁ > 1, то 


2п ‚м 
ее ах = со. 
0 

Но, как известно, 


2п в 
Ве ео, 


о 
если К 1 [см (°), $7.6, 3]. В силу предыдущего, при АХ 1 


2п 2п 2" 


\Ф ГАУ (раз = Де —& (17 (2) | 42 — 21 < ое, 
0 о 0 
а при ак > 1 


С 


Ф [7 (2) ах = со. 


=.“ 


Значит, / 6 Ех, 16 1ъ\\ Ех. Из доказательства утверждения 3 теоремы 7 
следует, что множество У не будет множеством типа (5. в простран- 
стве рр 

Покажем теперь, что (1%)_ ве будет типа. Сзз в 1. Возьмем ту же функ- 
о) 


= опа. 


Имеем: Ге Ех, {5» (])} (п =1,2,...) не сходится в смысле метрики 
пространства [» (ибо |6 Ех). Покажем, что  последовательность 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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{|. 5» (1) ||. } (п =1,2,...) ограничена. Известно, что при < 
Ф 


2" 


Кн о 
0 


[см. (2), $ 7.6, 3]. Отсюда вытекает, что 


(Фе! 7 — 5) 142< М ш=Ь0...). 


0 


Далее выводим, что 


7. < М И, <, 


15, О, «ТЯ, + о. 


Из существования функции } с указанными свойствами следует, что мно- 
жество ([45)_ не будет типа Су в [5 (см. доказательство уереаенЕа 3 1ео- 
ремы 8). 


Поступило 
24. ПГ. 1960 
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Е. С. ЛЯПИН 


СООТНОШЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УПОРЯДОЧЕННОСТЬ 
В УПОРЯДОЧЕННЫХ ПОЛУГРУППАХ 


В упорядоченной полугрунпе рассматриваются такие системы соот- 
ношений предшествования, которые полностью определяют упорядочен- 
ность. Вопрос о таких системах исследуется для упорядоченных групп 
и для полугрупи частичных преобразований. 


$ 1. Исходные понятия 


1.1. В настоящей работе будут рассмотрены некоторые свойства упоря- 
доченных полугрупп. 

Говоря об упорядоченности, мы, в согласии с Бурбаки (!), будем иметь 
в виду понятие, которое чаще называют частичной упорядоченностью (*). 
Упорядоченные полугруппы уже не раз служили объектом различных ис- 
следований. Причина этого заключается как в естественности аксиоматики, 
так и в том, что во многих случаях, когда возникает необходимость рас- 
смотрения тех или иных полугруппи, в них естественным образом обнару- 
живается отношение упорядоченности, игнорировать которое бывает. либо 
нецелесообразно, либо просто невозможно. Важнейший пример этого дают 
полугруппы частичных преобразований. 

Отношение упорядоченности в произвольном множестве задается си- 
стемой соотношевий предшествования, которая в общем случае может 
быть трудно обозрима. Однако если это отношение задано в полугруппе 
и согласовано с ее умножением, то часто бывает возможным выделить 
такое подмножество из множества всех соотношевий предшествования, 
которое вполне определяет упорядоченность. Рассмотрение соответствую- 
щего понятия в общем виде и применение его к некоторым частным случаям 
и является задачей настоящей работы. 

1.2. Определение. Упорядоченной полугруппой называется не- 
пустое множество 9, в котором определены бинарное ассоциативное дейст- 
вие (называемое в дальнейшем умножением) и отношение упорядоченности 
(для обозначения которого будем применять знак < и термины «предше- 
‚ ствовать» и «следовать»). При этом для любых А, БВ, Х 6%, таких, что 
А-В, имеют место соотношения: 


ЕВ Але: 


1.3. «Обычную полугруппу», т. е. множество с бинарным ассоциатив- 
ным действием, можно рассматривать как частный случай упорядоченной 
полугруппы, упорядоченность в которой тривиальна, т. е. условие А < В 


имеет место лишь при А = В. 
е 


672 Е. С. ЛЯПИН 
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Необходимые для дальнейшего сведения об обычных полугруппах мож- 
но найти в работе (з). 

1.4. Будем говорить, что некоторый знак Х является пустым символом, 
если при чтении всякой формулы, в которую он входит, его следует 
мысленно выбросить. Запись Х @ 5% будет обозначать, что Х является 
или элементом некоторого множества 5%, или пустым символом. 

1.5. Если в упорядоченной полугруппе % элемент А предшествует эле- 
менту В, то условие этого А < В назовем соотношением предшествованил. 

1.6. Определение. Пусть в упорядоченной полугруппе % даны 
два соотношения предшествования 0; и 0.: 


Ат <В,, А, < В.о. 


Будем говорить, что д» есть непосредственное следствие из ©\, если при 
некоторых 0, ГЕ имеют место равенства: 


А. == (АУ, В. == ОВИ. 


Соотношение предшествования А < В будем называть следствием из 
некоторой совокупности соотношений предшествования Ф, если А = В 
или если в 5 найдутся такие элементы 


о До Ь 


что каждое из соотношений 5; < 5: (1 =1,2,..., т — 1) является 
непосредственным следствием какого-нибудь соотношения из Ф. 
1.7. Отметим следующие очевидные свойства введенных понятий 
(о) Для совокупности соотношений предшествования 


А: < В, А, < В., .. А < Ми 
соотношение 
ик ВВ ВИ 


п 


является следствием из этой совокупности. 
(В) Если соотношения предшествования 


В. < а В, = В .. о = у 


все являются следствиями из некоторой совокупности соотношений пред- 
шествования Ф, то и соотношение А, < В, является следствием из Ф. 

(7) Если А + В, то при выборе для А < В последовательности эле- 
ментов 51, 52,..., Эт, указанной в 1.6, всегда можно ограничиться слу- 
чаем о; о: (=, 2,...,. м1) 

(5) Следствиями из пустой. совокупности соотношений предшествова- 
ния являются все соотношения равенства 4 = А (АЕ9) и только они. 

1.8. Наличие той или иной нетривиальной упорядоченности в полу- 
группе часто оказывает существенное влияние и на свойства, относящие- 
ся только к умножению. Известно, например, что в полугруппах из вы- 
полнения закона идемпотентности для всех элементов, вообще говоря, 
отнюдь не вытекает закон коммутативности. Существуют некоммутатив- 
ные полугруппы, все элементы которых идемпотентны. Среди таких по- 
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лугрупи имеются и обладающие единицей (т. е. элементом Ё таким, что ра- 
венства ЕХ = ХЕ = Х имеют место для всякого элемента Х полугруп- 
пы). 

1.9. В упорядоченных полугруппах единица нередко играет особую 
роль и в отношении упорядоченности. Часто она или предшествует всем 
элементам, или же, наоборот, следует за всеми элементами [см. (2) 
гл. ХПИ. Как мы увидим, в классе таких упорядоченных полугруппи из 
идемпотентности всех элементов вытекает свойство коммутативности. 


- 1.10. ТЕОРЕМА. Пусть % есть упорядоченная полугруппа с единицей 


Е и [— некоторый идемпотент. 
Если в % выполнены соотношения 
А р. 
Е (ХХ. Е. 
то из их совокупиости Ф вытекает следствие: 


Е 


20е Хь, Хы... Ав суть те же ХА... Х,, но только в другом 
произвольном порядке. 
Если в 9% выполнены соотношения 


У ОЙ О В 
то из ит совокупности вытекает следствие: 
М, = 
Доказательство. Докажем первое утверждение теоремы (вто- 
рое доказывается совершенно аналогично). 
Так как 
АвыХь = ЕХь НЕЕ... ЕХ. ЕЁ, 
то следствием из Ф является соотношение 
Хы Ак < ХеХьи ... ХА Х.... АкХьи. 
Поэтому следствием будет и соотношение | 
илл — Ао, Лол сни, 
Так как имеет место следствие из Ф: 
О А а АЛ 
и так как /? = /, то получаем следствие из Ф: 
Х, Хо... Хех ХЕХ... Ав 5 Г. 
Мы показали, что перестановка двух соседних множителей в левой части 
соотношения Х.Х,...Х, < 1 приводит к соотношению, являюшемуея 
следствием из Ф. Отсюда вытекает, что и соотношение, получающееся пу- 


тем произвольной перестановки множителей в произведении Х:Х»...Х», 
является следствием из Ф. 
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1.11. Следствие. Пусть все элементы упорядоченной полугруп- 
пы 9% идемпотентны и 4 обладает единицей Е. Тогда какв случае, когда Е 
предшествует всем элементам 91, так и в случае, когда Е следует за всеми 
элементами из У, полугруппа 3 коммутативна. 
Доказательство. Рассмотрим первый случай, когда Е пред- 
шествует всем элементам из 9 (второй случай доказывается аналогично). 
Пусть А, Ве 31. Применив теорему 1.10 для АВ < Г, где Г = АВ, полу- 
чаем: № 
ВА 


Применив теорему 1.10 для ВА < Г, где /'’ = ВА, находим: 
АВ. 


Отсюда вытекает, что АВ = ВА. 

1.12. Для подмножества ® полугруппы % обозначаем через [%] множе- 
ство всех элементов, представимых в виде произведений нескольких эле- 
ментов, принадлежащих ® (в том числе и всякий элемент К из % входит 
в [8], ибо К рассматривается как «произведение», состоящее из одного 
множителя). [%] называется подполугруппой, порожденной 8%, а само 
® — порождающим множеством для [9%]. 

1.13. Очевидно, для коммутативности полугруппы достаточно выпол- 
нение равенства ХУ =УХ для всех элементов некоторого порождающегс 
множества самой полугруппы. Поэтому, как легко ьидеть, в формулиров- 
ке следствия 1.11 вместо требования идемпотентности для всех элементов 
полугруппы можно ограничиться условием (ХУ)*=ХУ для всех пар Х, 
У элементов какого-либо порождающего множества $. 

1.14. Определение. Если Ф есть такая совокупность соотноше- 
ний предшествования в упорядоченной полугруппе %, что всякое соотно- 
шение предшествования в %{ является следствием из Ф, то Ф называется 
совокупностью, определяющей упорядоченность в Ф. 

Если никакое собственное подмножество Ф уже не является совокуп- 
ностью, определяющей упорядоченность, то Ф называется минимальной 
совокупностью, определяющей упорядоченность. 

1.15. В качестве примера рассмотрим аддитивную полугруппу всех 
натуральных чисел, упорядоченность в которой есть отношение сравнения 
по величине. 

Так как п<п {1 (п =1,2....), очевидно, есть непосредственное 
следствие из соотношения 1 < 2, то совокупность, состоящая из одного 
соотношения 1 < 2, определяет упорядоченность в нашей полугруппе. 
Легко видеть, что это единственная минимальная совокупность, опреде- 
ляющая упорядоченность. 

1.16. В качестве другого примера возьмем мультипликативную полу- 
группу всех натуральных чисел, полагая п < т, если п есть делитель 
т. Легко видеть, что совокупность, состоящая из всех соотношений вида 
1 <р, где р — всевозможные простые числа, определяет упорядочен- 
ность в полугруппе. Она минимальна, причем других минимальных 
совокупностей, определяющих упорядоченность, полугруппа не имеет 
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1.17. Очевидно, всякая совокупность соотношений предшествования, 
содержащая в качестве ‚своего подмножества некоторую минимальную 
совокупность, определяющую упорядоченность в данной упорядоченной 
полугруппе, сама определяет упорядоченность. 

Для некоторых полугрупи имеет место и обратное утверждение: 

Всякая совокупность, определяющая упорядоченность, содержит в 
качестве своего подмножества некоторую такую минимальную совокуп- 
ность. В этом случае выяснение всех минимальных совокупностей, опре- 


‘деляющих упорядоченность, описывает все совокупности, определяющие 
‘упорядоченность. 


1.18. К упомянутому в 1.17 случаю относятся, очевидно, все конечные 
упорядоченные полугруппы. 

Если упорядоченная полугруппа обладает определяющей упорядо- 
ченность минимальной совокупностью, состоящей из соотношений, каж- 
дое из которых не является непосредственным следствием никакого от- 
личного от него самого соотношения, то мы опять имеем указанный слу- 
чай. 

Если упорядоченная полугруппа обладает конечной совокупностью Ф, 
определяющей упорядоченность, то всякая совокупность 4, определяющая 
упорядоченность, содержит в качестве своего подмножества некоторую 
конечную минимальную совокупность, определяющую упорядоченность. 

Действительно, каждое из соотношений, принадлежащих Ф, является 
следствием некоторой конечной совокупности соотношений, принадле- 
жащих У. Следовательно, Ч в качестве своего подмножества содержит 
конечную совокупность 4” такую, что все соотношения из Ф являются 
следствием из 4”. Тем самым $” определяет упорядоченность в данной упо- 
рядоченной полугруппе. Если $” не минимальна, то, отбрасывая одно за 
другим некоторые соотношения из $’, можно получить уже минимальную 
совокупность, принадлежащую Ч. 

1.19. Оба примера 1.15 и 1.16, как легко видеть, относягся к случаю, 
рассмотренному в 1.17 ив 1.18. 


$ 2. Соотношения, определяющие упорядоченность в группах 


2.1. Пусть 6 — некоторая упорядоченная группа, Е — ее единица. 
Всякому соотношению предшествования о в ©: 


Ух ие) 
хопоставим «приведенное справа» соотношение предшествования @ 
РУХ. 


Как легко видеть, о’ есть непосредственное следствие из 0, а само д, 
в свою очередь, является непосредственным следствием из 0”. 

2.2. Пусть Ф={о} — некоторая совокупность соотношений предше- 
ствованияв 6 иФ’={0’} — совокупность соотношений предшествования, 
соответствующих им в смысле 2.1. Из 2.1 вытекает, что Ф будет совокуп- 
ностью, определяющей упорядоченность в ©, тогда и только тогда, когда 
‹Ф’ является совокупностью, определяющей упорядоченность в ©. 
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2.3. Если Ф есть минимальная совокупность, определяющая упоря- 
доченность в @, то, очевидно; и Ф’ будет минимальной совокупностью, 
определяющей упорядоченность в @®. 

2.4. Обратное предложение к 2.3, вообще говоря, ве справедливо. 
Цело в том, что если в совокупвости Ф, определяющей упорядоченность 
в 6, найдутся два таких соотношения 0, и 0., что 0, + в», но 0, = 0,» 
то’ Ф не будет минимальной. Действительно, пусть Ф, есть подмножест- 
во Ф, состоящее из всех соотношений, входящих в Ф, за исключением о. 
Так как Ф, = Ф’, тоФ,, согласно 2.2, является совокупностью, определяю- 
щей упорядоченность в ®. 

Если же в Ф для всяких о1, 0. 6 Ф (0, + оь) имеет место неравенство 
о, + 9,, то из минимальности Ф’ вытекает минимальность и совокупно- 
сти Ф. Действительно, если бы Ф не была минимальной, то некоторое ес. 
собственное подмножество Ф, явилось бы совокупностью, определяющей 
упорядоченность в ©. Но тогда Ф, было бы собственным подмножеством Ф”’, 
являющимся совокупностью, определяющей упорядоченность в ®. 

2.5. Пусть ® С 6$. Обозначим через %’ совокупность всех элемев- 
тов из ©, сопряженных в @ с некоторыми элементами из %. 

2.6. Совокупности всех элементов Х из @, следующих за Е, но от- 
личных от ЕЁ (т. е. Е Х), обозначим через @®*. 

2.1. Для всех ХС 6 и 0С6' из неравенства 2 >> Е непосредственно 
следует, что 


Х УХеб- 
Отеюда вытекает, что для всякого ®С_©* 
[$] © ©*. 


2.8. Если ®С_©*, то совокупность всех соотношений предшествова- 
ния, имеющих вид 


ЕЗК (КЕЯ,, 


будем обозначать через Фь. 

2.9. ТЕОРЕМА. Пусть $с ©’. Для того чтобы Фу была совокуп- 
ностью, определяющей упорядоченность в @®, необходимо и достаточно, 
чтобы |%"| = @®*. 

Доказательство. 1) Пусть Фу есть совокупность, определяющая 
упорядоченность в 6, и пусть 0 есть произвольный элемент из @*. 
Соотношение Е <2 является следствием из Фу. Это означает, что су- 
ществует конечная последовательность элементов 


О ое 


такая, что Х; = Хы: и соотношение Х; < Ха: является непосредствен- 
ным следствием из Ф»(7 = 1, 2,..., т— 1). 

Предположим, что ЙЕ [%*]. Пусть Х, — первый из элементов Х., 
Хз,...,Хт, ве принадлежащих 1/®"]. 
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Так как Х.— < Х, есть непосредственное следствие из Фъ, то при не- 
которых А, ВЕ и КЕЯ мы имеем 
Х, . = АЕВ, Х, = АКВ, 


Х, = АВ.В "КВ. 
При 5 = 2 получаем: 
Х; = ВОКВЕ [8]. 
При $5 >2 
АВ = АЁВ = Х, С [8 |, 


что, совместно с В-1КВЕ [%"], приводит к противоречию: 


ХЕ [8"1. 
Мы доказали, что 6®+ С_ [%']. Учитывая 2.7, отсюда находим: 

= [$]. 
2) Пусть [8*] = 6*. Для произвольного ое 2 из ®` имеем: 

ЕЕ НЕВЕ 7 ак СНЕ 
При некоторых 5; Е @ иК; 8 (1 =1,2,..., т) должно выполняться 
равенство 
У=А: К. 


Соотношение Ё < К; принадлежит Ф». Соотношение 


Е < 5: К, 


т.е. Е < У,, является непосредственным следствием из него, а потому 
следствием из Ф». Отсюда, согласно 1.7, следует, что соотношение 


УИ ИУ, 


т.е. Е <, есть следствие из Ф;. р 

2.10. Так как в коммутатилной группе ® = $ для любого %С ®, 
то условие 2.9 соответственно упрощается. 

Следствие. В коммутативной упорядоченной группе © для ®С ©” 
совокупность Фз является определяющей тогда и только тогда, когда 
[%] = ©*. 

2.14. Этот частный случай интересен тем, что в нем условие того, яв- 
ляется ли совокупность Ф. определяющей упорядоченность, целиком 
определяется только полугруппой 6+. Конечво, это представляет опреде- 
ленное принципиальное преимущество по сравнению с формулировкой 
в общем случае, где переход от 8 к $° существенво зависит от свойств ® 
как подмножества всей группы ©. 

Естествевно возникает вопрос, нельзя ли изменить в подобном духе 

‚и общий критерий. Приводимый ниже пример показывает, что это пе- 
возможно. 

2.12. Обозначим через Г множество всех комплексных чисел. Для 
5 =а + ЫЕГ будем обозначать 


Ве (2} =а, [м (2) = 
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Для всякого 6 Г определим комплексные функции Р; и О, заданные 
на всем Г: | 
Рё=ё-+ь Оз=и-ь. 

Введем обозьачения: 6®, — совокупность всех функций Р, и 0,, ©, — 
совокупность всех функций Р,, $ — совокупность всех тех функций Р,, 
у которых 


Ве ()>0, Шш()>0, Ве (9) + ш (920, 


8, — совокупность всех тех функций Р,, у которых 
Ве (2) >90, Ш (0 =0, 

% — совокупность всех тех функций Р,, у которых 
Ве: (= 0, мда 50. 

Для этих функций в качестве действия умножения рассмотрим супер- 
позицию (Р.Р, = Е, если Р, (Ё›2) = ЁЕз2, при всех 26 Г). Относительно 
этого действия @©,, очевидво, является группой. Ее единицей является Ро. 
Обратным элементом для Р; является Ри для О:— элемент О_.;. Под- 


множество 9 группы @, является полугруппой, яе содержит Рь и, как 
легко убедиться, при любом ХЕ6, удовлетворяет условию: 

ХХ = $. 
Как известно [см., например, (“)], отсюда следуег, что в 6, может быть един- 
ственным образом введено упорядочение, при котором 6, превращается 
в такую упорядоченную группу, что 61 = $. Тем самым и 6, одновремен- 
но превращается в упорядоченную группу, у которой @ = $. 

Так как при всяком вещественном с > 0 для любого 2 6 Г имеем 


051Р. 0,2 = 5Р.Ооя = 0,В, (8) = 0, (и тона ь, 
пр. 0, — Рь| РФ 


Отсюда вытекает, что в &, 


18] > %. 


то 


Так как, к тому же, 


* 
$219, 9 = 1% 0 %1, 

то в ©, имеем: 

+ $ 

© = К) = [8]. 

Согласно 2.9, это означает, что Фу, есть совокупность, определяющая 

упорядоченность в упорядоченной группе 6,. В то же время в коммута- 
тивной упорядоченной группе 6, 


[$0 = 5 = 6©.. 


Поэтому для @» совокупность Фя,, согласно 2.10, не является сово- 
купностью, определяющей упорядоченность в ©. 

Таким образом, оказалось, что в двух упорядоченных группах ©, 
и @,, у которых 61 = ©; = $, одно и то же множество соотношений Фу, 
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играет разную роль. В одной группе оно является совокупностью, опре- 
деляющей упорядоченность, а в другой не является. Так как С, то 
это и подтверждает сказанное в 2.41. 


$ 3. Соотношения, определяющие упорядоченность частичных 
преобразований 


3.1. Пусть © есть произвольное непустое множество. Частичным пре- 


_ образованием Х множества © называется отображение некоторого мно- 


жества П.Х С ® на множество ПХ С ® (в частности, П.Х и П.Х могут 
быть и пустыми). Совокупность всех частичных преобразований множест- 
ва © обозначим через Фо. В Фо определено действие умножения. Именно, 


о 


если 1 состоит из всех таких Ё 6 ШУ, для которых УЁЕ ПХ, причем 
для каждого из этих & должно выполняться равенство 


О, 


В Фо определено также и отношение упорядоченности, согласно кото- 
рому 
ХУ (5, УЕ$о), 


если ПХ С ШУ и ХЁ = УЁ для всякого & Е ПХ. 

Как известно [см., например, (3)], указанные действия и упорядочен- 
ность таковы, что относительно них Фо является упорядоченной полу- 
группой. 

3.2. Имея целью выявить совокупности, определяющие упорядочен- 
ность в Фо, рассмотрим сперва случай, когда’ © конечно. Количество эле- 
ментов в © обозначим через п. Так как случай п = 1 тривиален, то будем 
читать, что п > 1. 


Если ХЕ и ПХ = {Е, &,...,@}, причем ХЫ = (1 =.1, 2,..., 1), 
то Х можно представить в виде несобственной подстановки 


ки 
12...12, 


Заметим, что отсутствие в верхней строчке подстановки какого-нибудь 


а @ @ означает, что аб ШХ. 
3.3. Рассмотрим два частичных преобразования: 


аа 


{01 @2, О) и—1, 9} == {В1, В», я о В, В} — ®. 


где 


ТЕОРЕМА. При конечном © совокупность, состоящая из одного соотно- 
амения предшествования (’ < С, является минимальной совокупностью, 


определяющей упорядоченность в Фо. 
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Доказательство. Возьмем произвольное нетривиальное со- 
отношение предшествования в Фо: 


а, 
где 


и} м <<). 


11а... А 12... Пека. 
Рассмотрим частичные преобразования: 
0 Ви 541 Вив2 г чь я У, 2 ы & ой Бь ), 
— 1 ла > . ИЕ и и з-2 о $ От 


2 - ( и 
112... ПЕ ПА... в 

Е 
Путем непосредственного перемножения можно убедиться в справедли- 
вости равенств: 


РА == и з, 7; = О .СИЬ (= 1, Е 2, ы, 0, 


в силу которых соотношение 
И 


оказывается непосредственным следствием из’ соотношения С’ < (@. По- 
скольку 7» =Х и =У, отсюда вытекает, что Х < У есть следствие 
из (’< (С. 

В случае пустого частичного преобразования Х, когда П.Х = 4. 
рассуждения сохраняются, если считать А = 0. 

Поскольку упорядоченность в Фо не тривиальна, совокупность, опре- 
деляющая упорядоченность, если она состоит из одного соотношения, 
необходимо оказывается минимальной. 

3.4. ТЕОРЕМА. При конечном © всякая минимальная совокупность, 
определяющая упорядоченность в Фо, имеет вид, указанный в 3.3. 

Доказательство. Пусть Ф — произвольная минимальная со- 
вокупность, определяющая упорядоченность в Фо. Возьмем какое-ни- 
будь соотношение рассмотренного в 3.3 вида: С’ < С. Оно должно являть- 
ся следствием из Ф. Поэтому в фо должны найтись не равные между со- 
бою частичные преобразования 


т / т 
Т, =С, Т,.,.,Тьь Тина 
такие, что соотношения 
ТТ. и о №. 


являются непосредственными следствиями из Ф. Согласно тому, как опре- 
делена упорядоченность в Фр, имеем: 


Пса, И | ИИ 


Отсюда следует, что г =2, т.е. соотношение С’ < С должно быть. 
непосредственным следствием из Ф. Это означает, что Ф содержит соот- 
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ношение 
Н'’<Н 


такое, что при некоторых П, УЕ Фо 
| 4’ = ОНУ, @= ОНУ. (*) 


Из способа умножения частичных преобразований следует, что, но- 
| скольку 


по е №. 


пение пи, 


или О и! являются пустыми символами. 

Но тогда для выполнения первого из равенств (*), если учесть, что П.С’ 
состоит из всех элементов ©, кроме одного, и П2С” состоит из всех элемен- 
тов @, кроме одного, необходимо, чтобы и П.Н’ состояло из всех элемен- 
тов ©, кроме одного. Таким образом, оказывается, что соотношение 
Н’ < Н, принадлежащее Ф, является соотношением того типа, который 
был рассмотрен в 3.3. Согласно 3.3, оно одно образует совокупность, опре- 
деляющую упорядоченность в Фо. Ввиду минимальности, Ф больше не 
может содержать никаких других соотношений. 

3.5. В силу пп. 1.17 и 1.18, теоремы 3.3 и 3.4 описывают все совокуп- 
ности, определяющие упорядоченность в Фо, в случае конечного 9. 

3.6. Рассмотрим теперь случай, когда © бесконечно. Условимся мощ- 
ность какого-либо множества Г обозначать через и (Г). 

ТЕОРЕМА. При бесконечном © совокупность, состоящая из одного соот- 
ношения предшествования ов: 


для выполнения второго из равенств (*) необходимо, чтобы 
| 
| 


НЕЁ, 
такого, что 


и (П2Н) = щ (ПР \\ ПзН)= мо, 


является минимальной совокупностью, определяющей упорядоченность в фо. 
Доказательство. 1) Возьмем в фо произвольное нетривиаль- 


ное соотношение предшествования т: 
Р< 0 


и покажем, что т является непосредственным следствием соотношения о, 
указанного в формулировке теоремы. 

Для каждого & 6 ПзН фиксируем некоторый элемент &’6 © такой, что 
НЕ’ = Е. Совокупность всех таких Ё’ обозначим через Г’. Так как при 
2. = &, очевидно, Е &, то мощность Г’ равна мощности ПэН, т. е. 
равна 1 (62). 

Аналогично, для каждого 1 6 (П›Ё \ ПзН) фиксируем элемент 1" 6 2 
такой, что Ру”= п. Совокупность всех таких \” обозначим через Г”. Из 


т (ПР П.Н) = щ (9) 
‘следует, что 
и (Г”) = м (9). 
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Отметим, что Г.С П.Д и ГС(П,Е \ П.Н). Поэтому Г’ Г Г’ =8. 

`Пусть ф — некоторое взаимно однозначное отображение П1Р в №’ 
и\фр — взаимно однозначное отображение (П.О `\ ШР) в Г". 

Рассмотрим следующее частичное преобразование У 6 Фо: 


ШУ = 0, 
Та =Ф(@) Г’ (Ее ШР)}, 
УВ =ф(В ег’ (ВЕШО\ ШР. 


Так как Г’ С П.В, то для каждого а 6 П1Р определен элемент Н (Га) = 
= Р (Го). Аналогично, так как ГС. Ш ЕР `\ ШН, то для каждого 
ВЕП, О \ ШР определен элемент Р (УВ). При этом, согласно способу 
построения Г’, Г”, У, для всех 7, = Т» (11, 7› С Ц: О) имеем: 


Е (Ут!) = Е (Ут). 


Определим преобразование И Е фо, для которого П.О состоит из всех 
элементов @, имеющих вид Р (71) (те П;!0). Так как каждый элемент 
из ПП записывается в таком виде лишь единственным способом, то будет 
однозначным определение: 


О {Е (У1}} = 01. 


Из самого построения Ц следует, что 
(ЕТ = 0. 


Если те ШР, то 
О {Н (Ут)} = Ру. 


_ Если же те ШР`\ ШР, то УтЕГ”, и так как ГГ] ПН = $, тв 
7 еЕЩОНУ. Следовательно, 


ОНУ =Р. 
Оказалось, что соотношение т имеет вид: 
ОНУ < ОРУ, 


т.е. является следствием соотношения с. 

Следует отметить, что случай Р, для которого П.Р =, по существу, 
не выпадает из проведенных выше рассуждений. 

Так как упорядоченность в Фо нетривиальна, то определяющая упо- 
рядоченность в Фо совокупность, состоящая из соотношения о, является 
минимальной. 

3.7. ТЕОРЕМА. При бесконечном © всякая минимальная совокупность, 
определяющая упорядоченность в фо, состоит. из одного соотношения ука- 
занного в 3.6. вида. 

Доказательство. Пусть Ф — произвольная минимальная со- 
вокупность, определяющая упорядоченность в фо. Предположим, что ® 
не включает ни одного соотношения типа 3.6. 

Возьмем некоторое соотношение предшествования о: 


В <5 


- 
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такое, что 
т (П.В) = м (П5 \ П.В) = м (9). 


б есгь следствие Ф, поэтому существуют не равные между собою частичные 
преобразования 


Т: == №. И. . а ТЕ Т =\ 
такие, что соотношения: 


Г. ЗТ,, Т. < Ть, <, 


являются непосредственными следствиями из Ф. 
При некоторых И;, И; Е Фо имеем: 


По ИТ, Та = НЫ, (512... 314, 


где Н; < Н:4: есть соотношения из Ф. Согласно предположению, соот- 
ношение Н; < Н;\: не является соотношением типа 3.6. 
Предположим, что для некоторого 1 <] < 1—1 


м (П.Н) < м (9). 
Так как 


ш (157) < (ПТ), #=1,2,...,7— 1), 
ш (Пь7;) < м (ПьНу < м (ШН)) < м (9), 


то получаем: 
1 (П.В) = щ (П-Т,) < щ (92), 


что противоречит выбору соотношения о. 
Таким образом, для всех 1 = 1,2,...,Г— 1 должно иметь место ра- 
венство 
м (1: Н;) = м (9). 


Рассмотрим множество Г (1 =1,2,...,[—1), состоящее из всех 
ЕСО таких, что 


$ЕПТ: \ ПеТь. 


Так как соотношение ЯН; < Н:+: не является соотношением типа 3.6, 
то мощность Г; должна быть меньше мощности ©. Далее, так как 


О Ре 


то П.Т; \ П.Т, является объединением множеств Гу (1 = 1,2,..., 1—1) 
и, следовательно, также имеет мощность, меньшую мощности ®. Но 
Т: =В, Т; =© и потому это противоречит выбору о. 

Мы показали, что совокупность Ф должна содержать некоторые соот- 
ношения предшествования типа 3.6. Но тогда Ф, являющаяся минималь- 
ной совокупностью, определяющей упорядоченность в Фо, в силу 3.6 
не будет содержать никаких других соотношений. 

3.8. На основании 1.17 и 1.18, теоремы 3.6 и 3.7 описывают все совокуп- 
ности, определяющие упорядоченность в Фо при бесконечном ©. 
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3.9. Если в качестве множества © взять совокупность всех веществен- 
ных чисел, то частичные преобразования будут не чем иным, как различ- 
ными вещественными функциями одного переменного. В этом случае 
предыдущие рассуждения настоящего параграфа приводят к соответ- 
ствующим свойствам полугруппы всех вещественных функций, рассмат- 
риваемых относительно действия суперпозиции. Аналогичные свойства 
для подполугрупп этой полугруппы, состоящих из вещественных функ- 
ций тех или иных частных классов, конечно, не могут быть выведены не- 
посредственно из проведенных рассуждений и требуют самостоятельного 
рассмотрения. Такое исследование будет проведено в моей следующей 
статье «Соотношения, определяющие упорядоченность непрерывных 
функций». 


Поступило 
8. П. 1960 
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ, 
"СИСТЕМЫ «БЫСТРЫХ ДВИЖЕНИЙ» КОТОРЫХ ГАМИЛЬТОНОВЫ 


В работе 'дается асимптотика ‚решений системы дифференциальных 
уравнений с малым параметром при производных, для которой соответ- 
ствующая система «быстрых движений» второго порядка и гамильтонова *, 


1. Введение 


Многие колебательные системы описываются дифференциальными 
уравнениями с малым параметром при производных: 


А (о а) а аа 01% (1.1) 
(о а не) И 
или, в векторной форме х = {21,..., 2%}, 2 = {25,..., 4}: 


#2 =Х (т, 2, ®), (1.1) 


{2 = (5, 2, @), 


где = — малый положительный параметр, 2; и 2; — неизвестные функции 


= 


времени 2, характеризующие ‘данную систему. 
В работах (')— (5) находится асимптотика решений системы (1.1) в 
случае, когда при каждом 2 любое решение системы «быстрых движений» ** 


2х =Х (2, 2,0) (2 = сопз6) (1.2) 


при {> со приближается либо к устойчивому положению равновесия, 
либо к устойчивому предельному циклу. 


* Данная работа является развернутым изложением работы автора (18). Изуче- 
нию той же задачи посвящены работы В. М. Волосова (14) и"(15), в которых. получен 
результат-первой части теоремы"работы (13). 

Рассматриваемая .вз настоящей: работе задача представляет интерес и для более 
общего случая, когда гамильтонова система «быстрых движений» (1.2) порядка 2п. 
В этом случае -В. М. Волосов*в*работе*(18)зполучил-при условии, что система (1.2) 
имеет только {периодические решения, \зависящиет-от:2п произвольных постоянных, 
асимптотику? 2”. независимых” интегралов (1.2), соответствующих указанным реше- 
ниям, и асимптотику №,-!а 3Д. В.*Аносов-(1) ‘установил [более общий результат — 
асимптотику функций Н и?21без”частных предположений о наличии указанного типа 
периодических решений в системе (1.2). 


** Ради упрощения Гформулировок системой «быстрых движений» для системы 
(1.1) будем называть систему 


22 — № (2, 5,0), 
в отличие от работы (13), где под системой «быстрых движений» понималась система 
= И (2, @). 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 5 


686 | Г. С. МАКАЕВА 
6 _ 110). А АВА ВЫ 500 


& 


Но возможны случаи, когда система «быстрых движений» (1.2) может 
не иметь асимптотически устойчивых положений равновесия и изоли- 
рованных предельных циклов. Такова, например, гамильтонова система. 
Целью настоящей работы и является изучение этих случаев. Так, в $ 2 
с точностью до величин порядка О (=) находится решение системы (4.1) 
для которой соответствующая система «быстрых движений» гамильтонова 
ик =2, т.е. находится решение системы 


прот Зоеоы О 

дН (т, у, 8,..., 2 (1.3) 
ви и - о +- У ау паи 5 
Е" А ро 


Асимптотические формулы для решения этой системы находятся для 0б- 
ласти, где траектории соответствующей гамильтоновой системы «быстрых 


движений» 
} ЭН (=, У, ре) 
о ая ааа 
у (1.4) 
з ЭН (х, у, ть 2) 
О а ы 


при каждом векторе 2 замкнуты (в случае невырожденного центра в рас- 
сматриваемую область включается и сам центр). Метод исследования си- 
стемы (1.3) таков: сначала рассматривается система «быстрых движе- 
ний» (1.4), а затем система (1.3) после соответствующей замены перемен- 
ных усредняется вдоль решений (1.4). 

Оказывается, что уравнение 


(пЩ—2) (п—2) ^(п—1) 


(п) Е 
рь-5 О Бй, о. в) Рено, , И 


с малым параметром р при старшей производной и с пропущенной в основ- 
ном члене О (п — {1)-й производной, исследованное В. М. Волосовым 
(при и = 2 — в работе (12), при РЁ =0 — в работах (8) — (1)) методом 
конечных разностей, является частным случаем системы (1.3). Поэтому 
результаты работ (8) — (1?) (эти результаты сформулированы в $ 3 настоя- 
щей работы) следуют из результатов $ 2. 

Метод построения решения уравнения (1.5) при п = 2 с любой наперед 
заданной точностью в случае, когда известно общее решение (в форме раз- 


ложения в тригонометрический ряд Фурье) соответствующего невозмущен- 
ного уравнения 


ми + О (ви) =0, 


был дан в работе (7) Ю. А. Митрополеским. 

Задача исследования системы (1.3) с точки зрения работ (1) — (<) 
и вывода из нее известных результатов В. М. Волосова [работы (8) — (12) 
относительно уравнения (1.5) была поставлена Л. С. Понтрягиным в его 
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ре на семинаре В. И. Смирнова в Ленинграде в середине апреля 
57 г. 


Выражаю глубокую благодарность Л. С. Понтрягину за ценные ука- 
зания, советы и постоянное внимание к настоящей работе. 


$ 2. Асимптотическое поведение решений системы (1.3) 


Система (1.3) в векторной форме имеет вид: 


ах _ 9Н (п, 9, & 

ез; = Е ах (ура, ®), 
ау ЭН (х, чу, 

р т а — 2 У (а, у, 2, ®), (2.1) 
42 


Ре 2 (т, у, 5, 2) (а 21}, 2 2), 


1 
ЛИ, В быстром времени т = —: 
= 


ах ОН (х, ч, 

= А че, 9), | 

а ОН (х, у, 7 
п .. у, 2. (2.1) 
а 

де = 22 (т, уе). ] 


При = = 0 система (2.1’) переходит в гамильтонову систему 


а _ ОН 1) | 
А > д } 

ау _ 9Н и 2) 

АИ д у (2.2) 
42 

ды ) 


являющуюся системой «быстрых движений» для системы (2.1). 
1. Изучение системы (2.2). Пусть функции 


9Н (х, У, 2) ЭН (ту, 2) 
0х : ду 


определены и непрерывны вместе со всеми сгоими гергьми частными про- 
изводными в некоторой области С эвклидова пространства ЕЁ, перемен- 
ных х, 7, 21,..., 2. Как известно, система (2.2) имеет первый интеграл 


Н (уд =Ь, (2.3) 


и (2.3) представляет собой семейство всех фазовых траекторий системы (2.2) 


на каждой плоскости 2 = со области С. 
0 0 


Возьмем некоторую точку (х , У, и из С, не являкшукся положением 
равновесия системы (2.2). По известной теореме существования и един- 
ственности решений системы обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний, через эту точку пройдет только одна фазовая траектория системы 

5* 
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« 
причем 2 =@ (, Г у В (, 2) иа (7, 2), В (й, 2) являются однозначными 
функциями от Й, 21,..., &, непрерывными по совокупности этих перемен- 
ных вместе со всеми своими первыми частными производными. Следова- 
тельно, целые фазовые`траектории системы (2.2), проходящие через точки 

{а (й, 2), В (й, 2), 2} ((а, В, 2, №) Е Г°), составляют искомую окрестность С 
траектории (2.4). 

Пусть 
де 


Е. (2.6) 
у=у [т | 


д [ 
9 [т, а (В, 2), В (®, 2), 2] 
— решение системы (2.2) с начальными условиями 


= [0, а (й, 2), В (№, 2), 2] =а (®, 2), 
* И в ((а, В, 2) ЕД). 


у [0, а (п, 2), В (^, 2), 2] = В (Л, 2). 


Решение (2.6) системы (2.2) является периодическим, поскольку описывает 
замкнутую траекторию (2.3). Обозначим его период через 7 (4, 2). Тогда, 


полагая ф = получим: 


а: 

т, 2)’ 

Я [т, а (В, 2), В (В, 2), 21| = Т (В, 2) ф, а (®, 2), В (®, 2), #1 = |] 
=2 ($, 1, 2), (2.1) 

у [т, а (В, 2), В (®, 2), 2] =У [Ти (®, 2) ф, а (®, 2}, ВС, 2), 2] = 

=у9 (Ф, 1, 2), 


где функции х (ф, Я, 2), у (ф, И, 2) периодические по ф периода 1. 
2. Изучение ‘системы (2.1). Исследуем решение {х (&, &), 
у (Е, &), 2 (1 &)} системы (2.4) с начальными условиями 


т (08) = о К (5, =) [= 0» [2 (%, =) — 20 
((%0, У, 20) 6 @) 


на конечном промежутке времени [1, Г]. Имеет место 

'ГЕОРЕМА 1. Пусть функции , Н (х, у, 2), о } ие 
определены и непрерысны в С вместе со всеми своими частными производными 
до второго порядка включительно, а функции Х (х, у, в, 8), У (5, у, &, ®), 
21 (1, У, 2, г),..., 24 (1, у, 2, в) непрерывны в а 0<:<а (а>0) 
вместе со всеми своими первыми частными производными. Тогда существует 
число & > 0 (= < а) такое, что при любом Е (0, &] на конечном про- 
межутке времени [Ю, [.]: 

1) решение {х (Ъ, =), у (&, =), 2 (&, =)} системы (2.1) остается в @ и функ- 
ции № (2), 5 (Ь2),.. 5 д (, 2) (® (1, г) = Н [2 (&, г), у (6, г), 2 (6, =) |) 
с точностью д0 величин порядка О (=) совпадают соответственно с функ- 
циями й' (В, в (1)... (1). пребставляющими собой’ решение следующей 


1 
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(2.2). Уравнение этой траектории запишется в виде: 
0 0} 0 000 
Н (2, у, =) =й (№ =Н (2, У, 2)) (2.4) 
(см. (2.3)). 
Докажем следующее утверждение. 
Пусть траектория (2.4) замкнута и целиком лежит внутри области (. 
Тогда в пространстве Е. существует некоторая окрестность @ этой 


траектории (2.4) такая, что 


1) фазовые траектории системы (2.2), проходящие через точки С, замк- 
нуты и целиком лежат в С; 

2) уравнение (2.3) при каждой паре (®, 2) определяет одну и только одну 
фазовую траекторию системы (2.2), расположенную в @; 

3) на каждой фазовой траектории (2.3) системы (2.2), лежащей в С, 
можно выбрать по одной точке {а (й, 2), В (1, 2), 2}, гладко зависящей от 
в, 2. 

В самом деле, в силу известных свойств гамильтоновой системы, в про- 
странстве Е. существует некоторая окрестность б траектории (2.4) 
6 — С), в которой выполняется условие 1). Выделим из С ту окрестность 
траектории (2.4), в которой выполняются и условия 2), 3). Для этого возь- 
мем поверхность, пересекающую каждую плоскость 2 = сопз области @ 


0’0 
по нормали в точке (5, у, 2) к фазовой траектории системы (2.2), проходя- 
щей через эту точку. Уравнение этой поверхности имеет вид: 


оо 
ЭН 2 9Н х, у, 
с бенеи я: ти ви |0, 


00 
Следовательно, точка (2, 2, р) эвклидова пространства Е перемен- 


ных 1,9, 2, й удовлетворяет системе 


оо оо 
о дН (2, У, ЭН (<, У, 
о уу еня о, (2.5) 


Н (5, у, 2) — № =0. 


Левые части системы (2.5) определены и непрерывны вместе со всеми свои- 


ми частными производными в области Г: (5, У, 2) 6 @, —©ю «йо. 
Якобиан системы (2.5) 


0; 0 ©. © 
ЭН (=, у, 1) _ ОН \(, 9, 2) 


оо 
Зы Эт г ОН (п, 9, 2) о и — 2) Е ЭН (в й 2) ОН: — у, 2) 
дН (т, у, 2) ОН (а, У, 2) се ду у 
дх ду 


(ЕР О 0:00 
отличен от нуля в точке (х, у, 2, №), так как точка (2, У, 2) не является по- 


ложением равновесия системы (2.2). и. по а о неявных функ- 


циях, в некоторой окрестности Г° точки (2, у, 2, р (Гос Г) система (2.5) 
разрешима относительно 2 и 7: 


х =а (й, 2), у =В (1, 2), 
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автономной системы не зависящих от в обыкновенных дифференциальных 
уравнений, правые части которых выражаются через правые части систе- 
мы (2.1): 
и 04 $ х 
а д, у, 2,0 
& — ТО, 2) (т, у, 2, 0) 


Н(х, у,2)=® 


ее - | че 
ии О НЯ к" дН (х, ЕО 


1 


«ев т ы. 
> 2 
и —т Е 2) а (2, у, 2, 0) [я Я 
и: 
Е Е 
Зьь 
тоэ- $ бо йе да омбривою 


Н(х, у, 2)=® 
циал дуги фазовой траектории (2.3), интегрирование ведется при 
произвольно фиксированной паре (й, 2) Е С,*). Предполагаем, что решение 
{® (1), 21 (1,..., д (1)} системы (2.8) имеет начальные значения 
й (1) == йо =Н (то, Уо, 20), 21 (#) — 210,..., 21 (#5) = 210 ({21о, ... 20} =20) 
и остается на отрезке [№, Г] в С». 


2) Функции х (®, г), у (5, г) с точностью до величин порядка О (®) сов- 
падают соответственно с функциями 


+ 
1 и 
2 ($ А гот“ г Е \(&, =); № (®, 2 (0), 


* Л 1 р — 
у(Ф-+ А =); й (1), 2 (0). 


Здесь фо определяется из соотношений ху = & (Фо, №, 20), Чо = у (Фе, №» 2о), 
|О (=) |< Мь», [У (& =) | < М» М, — постоянная величина, ® (Ь в) — ре- 
шение уравнения 


Де У В Е | 
@ — эТ и (ье), 2(2)]  гТ (1), 20) 


| 
ее 4 
+ [+ =} ти), 29) 


ау, № (1), 2 (8, о] иво 


оо 
* С, — окрестность точки (й, 2), в которую переходит С, если принять № = 
= НН (@, 9,2) =. 
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где 


а 1 жж ду »* к 5, 
% (ф, й, 2, г) 5Еы ТС, 2) [хе У, 2, 2) =; — 7 (т, У, 2, в) 5 + 
1 * * * * 
т 9% д ду д 
р 2; (т, У, 2, 5 =)| 
9=1 И] 


Доказательство. Прежде всего установим ряд свойств реше- 
ния (2.6) системы (2.2), имеющих место при тех требованиях гладкости, 
которые указаны в формулировке теоремы 1. 

Свойство]. Периодом решения (2.6) является функция 


= 
а, 


Н(х, у, =)=1 ду 


следовательно, эта функция непрерывна в С, вместе со всеми своими част- 
ными производными до второго порядка включительно. 
Действительно, из (2.2) следует соотношение 


2 Е ( 9Н (х, У, 2) - ЭН (х, У, 2) 2 2 
ах” -- у = [ де рее ду ат, 
интегрирование которого дает формулу (2.9). Из указанной в условиях 
теоремы гладкости функций 


дН (т, у, 2) ЭН (х, у, 2) 


. . 85 Н (х, у, 2) — № 


следует соответствующая гладкость функции Т (, 2) в С». 

Свойство 2. Функции 2(Ф, й, 2), у (ф, А, 2) определены и непрерыв- 
ны в области — © «ф«< ох», (1, 2) Е С, вместе со всеми своими частными 
производными до второго порядка включительно. 

В самом деле, в силу указанной гладкости правых частей системы (2.2), 
из (2.5), по теореме о неявных функциях, следует, что функции а (й, 2), 
В (№, 2) непрерывны в С, вместе со всеми своими частными производными 
до второго порядка включительно. Далее, из теорем о существовании и 
единственности, о непрерывности и непрерывной дифференцируемости 
решений системы обыкновенных дифференциальных уравнений по началь- 
ным значениям и по параметрам следует, что функции х (т, а, В, 2), 
9 (т, а, В, 2), вместе со всеми своими частными производными до вто- 
рого порядка включительно, непрерывны в области — 2. т< о, 
(я, В, 2) Е Ц. Следовательно, функции т (ф, Й, 2), у(Ф, Й, 2) обладают 
свойством 2 как сложные функции.| 

Свойство 3. Пусть О — некоторая ограниченная замкнутая об- 
ласть, содержащаяся в С». Тогда на множестве — со < ф < оо, (й, 2) ЕВ 
функции р, (ф, Л, 2), у (ф, А, 2) вместе со всеми своими частными производ- 
ными до второго порядка включительно ограничены. 

Свойство 3 является следствием свойства 2, так как периодичность 
функций т (ф, Й, 2), у (Ф, й, 2) позволяет рассматривать их в замкнутой 
и ограниченной области фЕ [0, 1], (1, 2) ЕР. 
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Свойство 4. 
Н (2 ФЗ, уфа, =Ь, (2.10) 
так как решение (2.6) описывает фазовую траекторию (2.3). 


Дифференцирование соотношения (2.10) по 2; дает 
Свойство 5. 


9Н 95 / Нд, дн _ 5 и 
Е 2. = ати р. (2.11) 


где. 
Н =Н (2 ($, В, 2), У (Ф, №, 2), 2). 


Свойство 6. 


д& _  ОН(г, у, 2) 

м о (2.12) 
ду дН (%, 1, 2) 

РГ —= — Г (Р, #) 


где х = #(ф, В, 2), у = у, В, 2) [см. (2.2) и (2.7)]. 
Свойство 7. Определитель 


| 9% (ф, №, 2)  д%(ф,Ъ, 2) 


А (ф, й, 2) = , 9ф Е [20 
ду (Ф, №, =) ду (ФВ, 2) 
9ф. 0% 


равен Т (®, 2) и, следовательно, отличен от нуля при |ф| < оо, (й, 2) Е (,. 
В самом деле, соотношения (2.12), (2.10) дают: 


дН (2, у, 2) ть, 2) д 


д (Ф.А, 2) = гй 0% | — 
ОН (х, у, 2) ду 
Е 72) Эь 


* * * * * * 
и ОН (х, У, 2) ду Н (х, у, 2) д5 | _ 
=Т(, 5 и ТЯ РИ 


= Тв, 286.3. т, 4) № = ТЦ, 2). 


Свойство 8. Для любой функциифт (х, у, 2), непрерывной в С, спра- 
ведливо равенство 


ф(®, 2) = $(, 2), 


где р 
У, 2) = $ (2, №, 2), 7 Ф, 1, 9, 9 4%, 
2 1 и 2 
Ф (1, =) = ия + м” К ЭН а 2) )+( Й: - 2) ) ИР 


и интегрирование ведется при произвольно фиксированных (®, 2) Е Сь. 


| 
| 
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Действительно, вдоль траекторий (2.3), в силу (2.7) и свойства 6, имеём: 


= ($, й, 2), у=у ($, й, 2), 


и № ( ЭН (х, у, 2) } + (2..9. Т?(й, 2), 


дх я 
что дает: 
ый 
Н(х, у, 2)=8 а. [ев Е. (Нин | а 


1 


= \э@ (Ф, №, 2), У (ф, №, 2), 2) Т(®, 2) а. 


0 


Перейдем к непосредственному изучению системы (2.4). Заменим пе- 
ременные Фф, у, 21,...,25 переменными ф, Й, 21,..., 2 по формуле: 


(2.13) 


что, в силу (2.10), дает: 
Н (5, у, 2) =. 


Преобразование (2.13) — невырожденное в рассматриваемой области 
ф| С ©, (й, 2) Е СЕ, поскольку там 


р (=, у, *) _ ыы 
Фа о А (ф, №, 2) Ти. 2) =-0 


(см. свойство 7). В силу (2.12), замена (2.13) переводит систему (2.1) в сле- 
дующую: 
1 


9 аф 1 ах ав =. „ * вы .д= )  ® 
[| — 9 |+ 9% = = Х @, 9,28) — Ма. 214, ь *), 
Ф деи ^^ 
9’ ти 
ду [4Ф 1 ду а у * я (2.14) 
84 [2 — тэ |+ а УФУ Хы, и, 


42 „к 
2. = Я, 2, 8): 


Система (2.14) является линейной алгебраической по отношению к 
функциям 


4$ | Мк ие, ЗН 
а 


с определителем 


А (Ф, №, 2) +0, 
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и подтому она единственным образом разрешима‘относительно этих функ- 
ций. По правилу Крамера имеем: 


их „ 
дх 0х 
тан Га 
Тв А, В, 2) па р 
у 
2! 9, “#9 
9=1 
+ 1 + 
дх дх 
9$ Х — р, де: 
ав 1 7=1 Е 
@ (№2) |9 г аа 
у у 
9 у У 9 2; 
9=1 
42 
а =2, 
или, в силу свойств 7, 6, 5: 
аф 1 
ат эта Г, № 2. 9), 
ар, 5 
ии р (+, й 2.8): (2.15) 
”. 
=" = $ (Ф, №, 2, г), 
где 
1 
ОВ: эн Е) 


ВЧ ду д5 
% (ф, №, 2, в) = [х У тр. Е (2.16) 
1 Ф + * * 
9% ду ду дх 
+32, (5% 4+ — 95) 
8 Ф№%2% =2 


(Х=Х (2928), УУ( ид 9), 2; = 2, (2, у, 2, 8), 


Н = Н (=, у, 2), = 2 (ф, №, 2), у=у ($, й, 2)). 


Функции % (Ф, Й, 2, г), 3% (Ф, №, 2, г), 3; (Ф, Й, 2, #),..., Ви (Ф, №, 2, г) 
в области значений ФЕ (— оо, оо), (й, 2) © Сь, еЕ [0, а], непрерывны 
вместе со всеми своими первыми частными производными (в силу (2.16), 
свойств 1, 2, 7 и указанной в условии теоремы 1 гладкости функций 


Н, Х, У, #1,..., 2) и, в силу (2.7), периодичны по ф с периодом 1 (за- 
й 

метим, что -„_ можно сразу получить в силу системы (2.1), так как, по 

(2.13), № =Н (2, у, 2)). 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ 695 


Рассмотрим усредненную систему 


и 

@&^ еТ@, 2’ 

ав _ = 

Е = (®, 2), (2.17) 
а. =) й 
< =8 (в, 2), 


где 
г 1 и} 
УР (№, 2) =, в, 5, 0) а, 8 (®, 2) =\3 р, 2, 0) ав, 
о 0 
или, в силу свойства 8 и формул (2.16), 


= 1 9Н , 
Ч, 2 = [Х (ру, 0 Я 
Н(х,ту, 2)=1 


- У (2, 9, &, 0) У к 2 Е у 2; (т, у, 2, 0) | ей | х 


1—1 


х (25 (ан, 


ду 
й Е 
в] ры дН (т, у, #)\*_, (ЭН(т, у, 2)\#] 2 
Зо -тии фаил оба, 
Н(х, у, 2)=® 
Следовательно, усредненная система 
ай = 
я: = (®, 2), | в 
а #. ь 
и =8 (® 2) 
есть система (2.8). 
Справедлива следующая 
ТЕОРЕМА ОБ УСРЕДНЕНИИ. Пусть дана система 
9 = и (6) Е В (ф,ь, 8), 
ао (2.19) 
ЧЕ = (Ф, 9, =), 
(# Е {21, ) 7,}, | — {У,, ’ „}) 


где = — малый положительный параметр, функции ш (3), В (ф,ъ, @), 
Р; (ф, ъ, =),...,Г, (Ф, ®, =) определены и непрерывны вместе со всеми 
своими первыми частными производными в области значений ф Е (— оо, оо), 
2 ЕД, Е [0, а] (р — некоторая открытая область эвклидова простран- 
ства Е, переменны] 1, ...,1,), причем и (3) -Ё 0, а функции В (ф, ъ, &), 
И: (ф, о, 2),...,Т, (Ф, 5, &) периодические по ф с периодом 1. Пусть, 
далее, {ф (1, =), 2 (, &)} — решение системы (2.19) с начальными условиями 
Ф (в, =) = Фь, в (в, ®@ =, (и 6), 0% < а, {$ (& ё), 9 (1} — решение 
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Е о аа 


усредненной системы 


а 1 
= (0), ] 
2 =7 (9), (2.20) 


(7 (в) = м , 0) 4, => 0) 


с начальными условиями ф (&, г) = $, 2 (№) = %, и пусть © (1) остается 
в ) на конечном промежутке времени Ш, Г]. Тогда существует =, > 0 
такое, что на указанном промежутке времени [&, [.] при любом Е (0, =] 
ф (1, =) остается в некоторой замкнутой ограниченной области Ро СР и 


о Мь Фи 
0 0 
99—99 —5(, 9 [< Мь |691 М, — (29 


де у (+, =) — решение уравнения 


Аш [в (1 ти [5 (91 Е В Ф(ь =) +, 2 (0), 0], у(№, г) =0 
(2.22) 


0 = 
(М — постоянная величина, г <За, Пу — р-окрестность* решения ® (1) 
системы 
А = 
—= =У (5) (2.23) 
} 

на отрезке [ю, Г], р> 0 таково, что Пь С О). 

Доказательство **. Решение 9 (1 системы (2.23) непрерывно 
на конечном отрезке" [№, Г] и потому пробегает в ) кривую, составляю) 
щую замкнутое ограниченное множество РЁ, С.Д. В силу этого, найдется 
р > 0 такое, что О, ср. Пусть 


|2 (В, г) — 2 (1) < р*** (2.24) 


на отрезке [1, #* (=)] (=Е (0, а]). На основании (2.19) и (2.23), для раз- 
ности у (1, г) —0(1) на отрезке [№, #' (=)], где 


= () * (г) при #"* (г) < Ё,. 
Г при #* (&) > Г, 

* Под р-окрестностью некоторого множества 9% эвклидова пространства Ё пони- 
мается множество всех точек пространства Ё, расстояние которых до множества-9% 
меньше р. 

** Метод доказательства теоремы} об усреднении] разработан Л. С...Понтрягиным 
и Л. В. Родыгиным. Формальный метод построения приближений решения системы 
(2.19) с любой степенью {точности относительно = дан .Н. Н. Боголюбовым и 
Д. Н. Зубаревым [см. (6), стр. 353]. 


*** Если 9ЕЁЕ,, то |®| = у 9... 9. 
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при любом Е (0, а] имеем: 


а(2—5) 
РТ. 


=У (Ф, », =) —7 (5), 
или` 


Он =У (ф, 9, 0) —У (5) + 7 (5) —У (5) + У (, в, =) — У (6, в, 0). 


Введем вектор-функцию 


о (фа = 5 ьо— Т (5) 4%. (2.25) 


Эта функция периодична по ф с периодом 1, так как 


ФЕ 
5 \ "№50 —7 (14 = 90, 5). 


Ф 


Оф =О(фэ- 


Применяя формулу конечных приращений к 7 (2) иТ (ф, 5, =) отно- 
сительно 9,8, получим на [№, # (2)]: 


4—5) _ 9 (9,5) | 97 (р) [а 
а оо а о. 


ОТ (Ф, та 
А Фр До, #р<8* (2.26) 


(применимость формулы конечных приращений следует из неравенства 
(2.24), в силу которого отрезок прямой, соединяющий точки ® (1 иф (&, &), 
содержится в До при любых ЕЁ Е [№, # (2)], Е (0, а]). Но вдоль решения 
{Ф (& =), ъ (Ь =)} системы (2.19) 


4® (ф, 90 (Ф, 90 (ф, 
о И) [-ш ш (5) +В (ф, ь, :) |+ Уф, о, ®), 
т.е. 
, д Ь до (Ф, 
о о Бр ро, д. 
(2.27) 
Поэтому, полагая 
2—2 — 80 (Ф, ®). = 0, (2.28) 
в силу (2.26) и (2.27) найдем: 
45 __ 98 (ф, 3) 90 (ф, 5) 
р = — е— о В, а — Ут 
ду (5 дУ (Ф, ©, 
я Ее. -- =9 (ф, 5) + ЕЕ. 
* Для любых функций 9% (2),..., %.(2), непрерывных вместе со всеми своими 


первыми частными м вводим обозначение: 


&, 


9% т _ 9 9% (2) 
5 —_ 


сде = %,..., 1}, о={21,..., 2}, 5 ={81,...,8,} — некоторые векторы из Е. 
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& 
Следовательно, 


г и ду м 6 +О_(е) (2.29) 


(®ст) И 
о < М, =... т». Ми постоянийи 


(10 (=) [< Мае, 


величина), так как, в силу условий теоремы об усреднении, функции 

Р (5), ©, (, 53), В (Ф, ъ, а, Г, (ф.о, &) и) все их первые частные произ- 

водные ограничены в области значений ф Е (— о, со), ЭЕ.ь, Е [0, а]. 
Пусть при 6 До 


|2 (ф, 5) < М», (2:30) 


где М, — постоянная величлна. По (2.29), 


ИЗ хам, [+ 2И РМ, [12 < М: (6-е), — Мь = ЗМ, *, 


откуда получаем: 


—Ми 
м, 


Из последнего соотношения следует: 
[© (Е [+ = < (о (%, = - =?) ем: 9 (2.31) 
(о (&%, =) = — =© (фо, %%), в силу (2.28)), или 


—- М, (Г—®) 


[< (#; =)| < М, М. =УИ@ Фе 1 и: >0. (2.32) 
Соотношения (2.28), (2.30), (2.32) дают при всех #6 [1 {" (2)], Е (0, а1: 
|2 (& =) —5(5] < Ме, М, = М, + М. > 0. (2.33) 

Но при любом еЕ (0, &] (= = ши (а, 5. )) 
Е (&) =Г, (2.34) 


так как в противном случае # = Г" < ГД и, по (2.33), при вЕ (0, г] 


9—5 (<, 


что противоречит определению Ё” (см. (2.24)). 


Оценим фФ ($, =) —ф(Ь =) — м ($, =) ит (Ь =) на [%, Ё] при еЕ (0, в]. 
В силу (2.19), (2.20) и (2.22), 


| (2.35) 


” Опираемся на известное неравенство 


(а... + а) < п (а Е а?) (а1-^`.,а„ — числа). (*) 
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или, по формуле конечных приращений, 


4(Ф—ФЫ— У) ры ЭВ (Фор» Фор» ср) ЭВ (Фор, Фор» ср) — 


а Е а а О 
чу _ 1 д (бер) перл - хост 
(бя +ВФ +» ъ,0,, бер бр 6 0 кв 


° (применимость формулы конечных приращений следует из (2.24)). Сле- 
довательно, в силу ограниченности функций и (5), В (ф, 5, =) и всех их 
частных производных в области значений ф 6 (— со, со), 2 ер,, Е [0, а], 
по (2.33), (2.34) имеем: 


4(ф—ФШ— у) _ В (Фер» 9ор» вер) = 4У _ 
с о о 


(7 бероеаревею | <; Мь, 10 (8)| < Мне, 104) |< Мы М, < ®). 


Поэтому 


ПУ М, +, 


7 (2.36) 
[У (6 =)| < 5 М: (Е —№) (М; = 3Мф. 
Из (2.36) следует: 
|Ф (6, г) —Ф (6, =) ву (6, 2)| < 
НН Ч ЕН ИВИЕ ЗЕОЕНИС- ИИНОЧИИЕ ЕН 1 
<Ию (а, ®) —Ф(ь #) — у, ЭР ее = М (2.37) 
1 — 

(м, =. 63 «р ‚› Ф(№, &) =Ф(®, =) =$Ф, У(&, &) = о), 

[у (Ь =) | < М. (2.38) 


Соотношения (2.33), (2.34), (2.37), (2.38) полностью доказывают теорему 
об усреднении (мо = тах (Мь, Мз), = = шт (,58.)). 

Вернемся к доказательству теоремы 1. Так как система (2.15) типа 
(2.19), то, по теореме об усреднении, существует число & >> 0 такое, что 
при любых (0, &,], ЕЕ [1,, Г] решение {ф (&, #), № ( г), 2 (Ь =)} си- 
стемы (2.15) с начальными условиями 


Ф (&, =) = Фо, й (4, =) = №, 2 (5, ё) = 20 
(х (Фо› №» 25) = Фо, И (Фо №» 20) = У» Н (№, У, 40) = №.) 


и решение {ф (& =), # (0, 2=(№} усредненной системы (2.17) с теми же 
начальными условиями 


ф (1, =) = Фо, й (1) = №, Е) — 255 


связаны следующим образом: точка {й (Ё, =), 2 ($, =)} остается в некоторой 


700 Г. С. МАКАЕВА 


замкнутой ограниченной области С», С- @ь и выполняются соотношения: 


о =. 0 
8.) 5015 Ме, 6 Э-в < Ме (=4,...,0, 


(2.39) 
© (6 &) — $ (6, 8) — у, < Мь, |968 < М, 
где т (Ё г) — решение уравнения 
25 даа падай бе БРВ = 
@ — =Т [В (6, =), 2 (1, 2)] еТ [В (1), 2 (1]] 
+ 3 ф (В =) м, № (0, 2 (5, 0], (0, а =0 (2.40) 


М° — постоянная величина, & < а, С, — р-окрестность ешения — 
о > пе Р 


{# (2), 2 (#)} системы (2.18) на отрезке [&, Г], р > 0). А так как, по (2.13), 


х(Е г) = 2 (, (& э, А(Ь @), 2 (&, ®)), 
у (а =У(, (9, е), 2(ь 2) 


и так как точка {1 (&, =), 2 (&, 2)} остается в Сьр С- Сь, то на отрезке [1 Г] 
при любом еЕ (0, &] решение {2 (&, ), у (, ®), 2 (&, &)} системы (2.1) 
остается в С, причем, по свойству 3, 


(2.41) 


|< ($, =)|, | У, =)| ЗВ, (В, — постоянная величина). (2.42) 
В силу же (2.13), 


№ (Е, ®) = Нап. 268] (2.43) | 


и потому соотношения (2.39), (2.40) доказывают первую часть теоремы 1. 


Докажем вторую часть теоремы 1. По формуле конечных приращений, 
из (2.41) получаем: 


2; =) = р. (ФБ -У(Ь ®), # (0, 2 (1) + 
92 (Фор» Вер» ср) 


9 [ф (6, =) —Ф (+, =) — у(Ь, )] 


дх (Фер» Йср, 2ер) 


-- Е [Й (6. в) —^№(1] + 


1 * 
д ее = 
АА ароввыны [еде 59 
1—1 2 

у (6 &) =УФ(Ь =) +у(ь 8, №0), = (0) + 
ду (Фер» Рер» 2ер) 


Рф (р, ®) ФФУ + 


ду (Фср» Йср» 2ер) 
9 


[ (6, =) ВОТ 
1 


84 ФЕ.) и 
|, (1, в) — 3 (1). 
9 =1 И] 
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Так как, по доказанному, при любом 26 (0, =] на отрезке [&, Г] 


д 1 
У ие э-тоР- 2 ®) — ВР < 


ТО {ЙЯер» '2ср}› о и 6 Сьь С Сь и, следовательно, по в 3, про- 
изводные 


дх (Фер» Яср, 2ер) дх (Фер’ Йср, 2ер) дх (Фор’ Йср, 2ер) 
9ф з 9 ? д2, й 

ду (Фер» вр» 2ер) РЯ 99 (Фо Вори бо) 
9ф } 0 2 92; з 


ограничены на [№, Г]. Но, по (2.17), 


ф (, =) Фо + 


т. е., в силу (2.39), 


{ 


(г) = 2(Ф +=) Ве = + * 5), (1), 2 (9) + О (ё), (2.44) 


у (Е, 8) =У(Ф + о Е + (6 =), № (0,2 (0) -О(® (2.45) 


(у (Е, =) — решение уравнения (2.40)). Таким образом, соотношения (2.44), 
(2:45) доказывают вторую часть а 1 (1О (=) < М1). Теорема 1 
полностью доказана (в = == пай (а, °5М: о М, = тах (№°, му). 

Следствие. Существует число в% > 0 (2 < в) такое, что 
при любом 8Е (0, = | 


29 = 294, 9 +5, 9 + т, Ц), 2) +0 (©, (2.46) 
уу (9, +, 9 р", (0), 26) + 09,249) 


где |О (=) < < Ме, $ (® = Т[® (9, 2 (0], Е — любое из отрезка [в,, 1, + 
-- 2=% (&)] С [к, Ш, М постоянная величина, не зависящая от ое 
Так как в замкнутой ограниченной области @ть 


19 (®, 2), |3: @ |, :-. „| Зы %:2 «В, < оо 


_ и так как {В (1), 2 (0} 6 бь» и, следовательно, в силу свойств ел, 
“а 
$ я 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 5 


| (0, <В < о, 
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то при любом Ё Е [&, Г]; таком, что [1„, № - 28$ (#,)] Е [№, Г], п при 
любых Ё 6 [#,, & + 2=$ (&,)], в(о. 200: == (о вутЕГ, )›всилу 
(2.18), имеем: 


й 
и (И — 5 + > 4 — БР 2ИГЕ ТВ, <, (2.48) 
а 


[У (6 г) — у(®, =)| < 28, Ме. (2.49) 


Теорема 1 и формула конечных приращений дают: 


26 э) = 2(4,, =) + | 5" + (6 =), (0, (0) НО (®) = 
(ее ое УЦ, 9,6), 26.) + 
Л 


9 (Фор» Иер» . [5 ) 
г ты ар 2ср) \ Г а ] (и в) ат + \ ( #) а: 5) ит 


у 


О В. 


У 9: м 2ер) [2; (# — 2 (1-0 (8), (2.50) 
Ян 


где {Йср, 2ср} © Сль› следовательно, в силу свойства 3, 


9% (Фор» Йер» 2ор) 


9% (Фер» Йср, ср) | 
? 9 


9Ф 


) 


* 
дх (Фор’ пер, 2ер) 


дх (Фер» Йср, ср) 
92 
1 


р <В.,<«« (2.5) 


у еъь 


(формула конечных приращений применима в силу (2.48)). А так ‚как 
7 — В < 2% (1,) < 2В,ь, то из соотношений (2.48) — (2.51) и неравен- 
ства (+) (см. сноску на стр. 698) следует соотношение (2.46), где 


М* = В; [488 + 2М.В, 21+ ВВ, + М.. 


Точно так же выводится и соотношение (2.47). 

Это следствие, по определению функций т (ф, Й, 2), у (ф, Й, 2), вы- 
ражает тот факт, что на любом отрезке [&,, &, -{ 2=% (1,)] С [&, Ё] функ- 
ции х(Ь г), У (=) с точностью до величин порядка О (=) совпадают 
соответственно с функциями 


т, (1) == ++) ©, 9+ 
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У (6, =), а (® (@,), = (6,)), В (@,), 2 (6), 2 (6), 
| а. 
+3 (1) ©, 9 +50, 5), 2 @(), 266), 86 (3,76), 26) |, 
представляющими собой решение гамильтоновой системы 


9% ПОНИ Е (2) 


“РЫР ауВ: 
а НЕ) 
ЕЕ д% к 


принимающее при # = &, значения 
в = я - Е 
т», (=) = 2 (Ф. (1, г) Нуб, 2), № (&,,), 2 (4,)), 


у, (=) = У (в, ®) + у, 9,1 (4), 2) 


3. Добавления к описанию решений системы 
(2.1) в случае то центра. Пусть 
0 
система (2.3) имеет положение равновесия (2, й 2) ЕЕ и в некоторой 
ЭН (х, у, 2) ОН (х, У, 2) 

его окрестности @, функции —#^ ›’` 3  Нбирерывны вместе 
_со всеми своими первыми частными производными. Пусть это положение 
равновесия является невырожденным центром. Это значит, что квадра- 


тичная форма 
ЭН (2 0 2) 9Н (2 0 й 9 (+ у) 
т, У, 2) о ЗН (2, у, 2 ри 
дз и | 2 9=ду _ ола» Е 


знакоопределенная. Следовательно, существует некоторая окрестность 
= 98:0; - "0 ` 
С, СС. точки (х, У, 2) такая, что: 
1) в @ь определитель 
02Н (х, У, 2) 92Н (5, У, 2) 


и. да? дх ду 0: Вод 
т ацен ЗН (Ву ба т 
Е ду? 


2) система 
дН (=, У. 2) _( 
дх р 


дН (х, У, 2) 
р адин 
ду 
по теореме о неявных функциях, единственвым образом разрешима в С, 


относительно х, У: 
О о уни) 


3) окрестность Со есть окрестность типа С из теоремы 1, если из Су 


исключить точки {х = } (2), у = Е (2), 2}. 
6* 
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® ы 4 
Возникает вопрос, как ведут себя решения системы (2.1) во всей 
указанной окрестности (о (включая и положения равновесия {1 (=), & (2), =} 
системы (2.3)). На этот вопрос отвечают теорема 1 и нижеследующие 


теоремы 2 и 3. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть в окрестности бо выполнены условия теоремы 1, 
касающиеся гладкости. правых частей системы (2.1). Тогда найдется число 
#0 > 0, такое, что при любом в Е (0, =] (= < а) на конечном промежутке 
времени: [№, [.] решение {2 (Ь, в), У (Ь в), 2 (&, =)} системы (2.1) с началь- 
ными условиями 


х (1%, =) = 1 (40), У (6%, =) = Е (20), 2 (№, ё) =25 ({] (20), 8 (20), 20}6 Со) 


остается в Со и с точностью до величин, порядка О (=) совпадает с реше- 
нием 


| (#9 = 12 9.90 = #12 (01, 20} 


вырожденной системы 


о 
В Эра оодуди (2.53) 
45 
= = # (т, У, 2, 0), ) 


проходящим при 1 = ® через то же положение равновесия 
2 (6) =/(5), У(®) =8(%), 2) = 
(предполагается, что решение {2 (1), 9 (1), & (№} остается в Сна [%, Г). 


Доказательство. Не нарушая общности рассуждений, будем 
считать, что в (о 


1(9 =0, #4 =0, Н(0,0,9)=0, (2.54). 
так как замена переменных т, у, 21,...,2 на “ у, а ое: 2 
на Н!, где 
ть 1 
х=х— ] (2), у=у— 8 (2), СОВЕЕЕ 25 
- - 1 и 
Н' (2, у, 2) = Н [#- } (у + Е (2), =] — Н [] (2), 8.(2), 2], 


сохраняет вид системы (2.1), но дает условия (2.54). Следовательно, в силу 
(2.53), (2.54), 


{2 (9,9 (),2(1)} = {0, 0,2 (8). 


Это решение на конечном промежутке времени [4, [] составляет некото- 


рое замкнутое ограниченное множество Р, С- С, и поэтому найдется 


Ро > 0 такое, что @и С @, (Сб — ру-окрестность Во 
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Пусть на отрезке [%, Е, (г)] 


у: = (Е 2) У, =)? +Уы =) — 2; ОР. (2.55) 


9 =1 
Положим 


Н\ (5, у, 2, в) =Н (5, у, 2) + =Х (0, 0, =, г) — гху (0, 0, 2, г), (2.56) 
Н ($, У, =)|вдоль «9, и 8), у 9, = Й (Ь ®), (2.57) 
Н'\ (х, у, 2) вдоль {< (6 а), у(Ь =), 2(Ь ен йа ($, =). (2.58) 


В силу (2.56) и (2.1), вдоль решения {2 (&, &), у (Ё ®), 2 (& г)} имеем; 


ан. у ОН (х, 9, 3 х 
АН (т, у, 2, 2) _ т" [Х (т, у, 2, 8) —Х 0, 0, 2, #4 


„Е 


9Н : 
виа [У (2, у, 2, г) —У (0, 0, 2, ®)] 


Е. у, 2, 8) 


-- 2Х (0, 0, 2, =) [У (х, у, 2, =) — У (0, 0, 2, =)] — 
> - ёУ (0, 0, 2, г) [Х С, у, 5, =) и Хх (0, 0, 5, =)] = 
Зе :|у и 28) р — 2, 8) ]2 (т, у, 2, 8). 


Следовательно, по формуле Тейлора, примененной к функциям 


9Н (х, у, 2) 9Н (2, У, 2) 9Н (х, У, 2) а 
9% й ду , ИРА нь 
Х (2, у, 2,8), У (1, у 2, ®) 


относительно 5, ув С, в силу (2.54), (2.58), получим на [№, Ё, (=)]: 


ча = 08 (1,9, ®) (Емва, у=у(2)) (2.59) 


ий Тейлора применима в Су относительно х, у, так как прямоли- 
нейный отрезок, соединяющий любые две точки (5, у, 2) и (0, 0, 2) из 
Со, содержится в @ю, поскольку каждое сечение области Со плоскостью 
2 = ©0136 представляет собой круг с центром в точке (0, 0, 2), по опре- 
делению Со). 

Функция 0? (х, у, =), в силу указанной в условиях теоремы гладкости 
правых частей системы (2.1), является однородной квадратичной отно- 
сительно т, у, & с ограниченными в Со коэффициентами, и поэтому 


| 03 (х, у, =) < С, (28 + УР =) 


((х, У, 2) © Си, С: — постоянная величина). (2.60) 


С другой стороны, по формуле Тейлора, в силу (2.54) имеем в бо 


д?Н (%ер» Уср» 2) д?Н (хр, Уср» 2) д?Н (терь Уср» 2) 5 
На, а) ее аа Р у И у} 
1 д®Н (®ор» Ур» 2) д?Н (хор, Уср» 2) |] 
м 2 9*Н (сть Уср» 2) {| 02 г -- дх ду й 5 
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к д?Н (тор, Уст» 2) ЗН (®ор» Уср» 2) д?Н (терь Уср» эй :} 
ыы 98 ^ р У 0 ду у 


(2.61) 
((2ср» Уср» 2) 6 бо), 


и так как при (х, У, 2) 6 Си, в силу (2.52), | 
0«<ш < В (т, у, 2) < < о, (2.62) 


д3Н (2, у, 2) | 


2 0 
аня | од, |7 | ль, = (2.63) 


05. < 
то соотношение (2.61), в силу (2.57), дает на [№%,., (#)1: 
сие, эр |9, 8 < СИМ, ®) 


ное Е 0 
(с. р ры Е (, + №. 


Са 


(2.64) 


Но, по (2.56) — (2.58) и (2.63), 
17 @, >) - 2 Се, С, = 20:6. 


(® @ь при 2610, а] |Х (0,0, 2, 5), 10,0, 2, | Сы Си — посто- 
янная), т. е. | 


[% (6 =)| < С, (№ (г) + =), 4 = шах (3, 30}. (2.65). 
Соотношения (2.59), (2.60), (2.64), (2.65) ежик 


ав? | 
= < 211, С, [203 Сь || + #?) + #1 < С, (® #9), 
ео == Ва С - Ст 
пли 


аа [(12 + =) С] 
АЕ > 0, 


откуда следует, что на отрезке [4, &, (=)] (‹ (г) = [,, (2) при &,, ый 
Ё при ё, (г) >Ё 
№ (Е, =) < № ($, ®) + =] еб а-№ — =. (2.66) 


Но так как, в силу (2.56), (2.57), №, (&, &) = 0, то, согласно (2.65), 


а, ЦЕ 


а [сз сл. 1] (2.67) 
т.е. окончательно, по (2.64), (2.67), 


| х (6, =) < Сзе, [У (6, =) < Сзв (С 5® С. УС). (2.68) | 
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Для 2 (, г) на отрезке [№, Е, (&)], на основании (2.1) и формулы ко- 
нечных приращений (применимой в силу (2.55)), имеем: 


92 (хер, Уср» 2ср’ ср) ть 97 (ср, Уср» 2ор’ 2ср) 


дх ду У Н 
Че) = ПЕ 2 5е 
и ср тр. ср’ ср и (тср» Уср" 2ор ср) 2 


д8 


42 = 
О 


(И иту = (а), фе, 8 =, 
{Яер, Уср» 2ор} © @и, ср < 2), 


или, в силу (2.53), (2.68) и в силу гладкости функций 2, (х, У, 2, г) 


(1 =1,...,/) в замкнутой области (х, у, 2) (бис С,, гЕ [0, а]: 
421 _ 92 (ор» Уср» 2ор» Фор) 
о: 

где 

о 92, (ср» Уср» 2ср’ ор) 


= — 2, о: < С. 


О в 


(С, — постоянная величина). Следовательно, _ 
а 2 Ре. = 
СЕ ось а + =), Сь = Уд С, 
откуда получаем: 


аи фа 69 а: 


что дает: 


ы а Сы ,. 
[21 (#, =)| <И | 21 (№, 8) ге? р (2.70) 
или, по (2.69), 
1 — 
ара: быв. (2.71) 
Соотношения (2.68), (2.71) доказывают теорему 2 на отрезке (&, &, (2)] 


Е (0, а]). Но ЕЁ (=) = Г при любом в Оле ео нии Далее ое : 
(е6 (0, а]) ‚ (г) =С пр с( уе 


Действительно, в противном случае 
$ (2) = Е, (#) < Г 
и, по (2.68), (2.71), 


НЫ 
и 2 (1, в) У (4..8) > [2; (4,., ®) — 5 (1), 
7 =1 
что противоречит определению &,, (2). 
Итак, &, (&) =Г при всех 8Е (0, #9], что доказывает теорему 2 пол- 
ностью `(|О (г)| < С*е. С* = тах (Сь, С:1)). 
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Примечание 1. В теореме 1 (2) рассматриваемая область 
С (6) открытая, но если одна из переменных 21, ...› 2, Например 1, 
имеет замкнутый интервал изменения 210 < = м, 200 


210 — 21 (6) = 2 (№, &, (25 = 21 (о) = 2: (в, @)), 
и если к тому же известно, что при всех в Е (0, а], ЕЕ (№, Г) 
21 (#, =) 6 (2, 21), 21 (Г) = 21 (Г, г) = 2 (= (Г) = =(Г,г) = 211), 


то теорема 1 (2) остается справедливой, так как существует замкнутая 
ограниченная область 


— 


/ 
осы. У ОРУ 58 <р (61, 1Г) 


9=9 


1 
аа. о убУР- > 12; — 229 ро 
1= 
Че [№, р), 


содержащаяся в С», (@,), которая и будет соответствовать области Се 
(оо) в теореме об усреднении (в теореме 2), что следует из доказатель- 
ства этих теорем. 

Примечание 2. Из доказательства теоремы об усреднении и 
теоремы 2 видно, что если в теореме об усреднении брать 


9, (1, ё) — т; (&) =О(®), а 
ф (№, =) —Ф (&, г) =О (=), (|0 (8) < 48), 


а в теореме 2 брать 


2 (№, г) — 1 (2) =О (2), У(№,@) — 8 (20) =О (®), 
2; (№, 8) —2; (&) =О (э), 
фу, бд = 2 0 0 6) 
(6 (№, =), (&) ЕД, {2 (4%, а), У (%, 8), 2 (&, 8}, {7 (20), Е (20), 20} @ Со; 
Ч›бо— постоянные), то утверждения этих теорем остаются в силе 
[см. (2.28), (2.31), (2.37), (2.56), (2.66), (2.70)] 
Следовательно, в теореме 1 можно брать 
й (1, в) —1 (&) =О (2), 3 (&, г) — 2; (№) =О (8) 
=. О 


(& — постоянная величина, точка {# (1), 2 


(1} ЕС, и всегда не зависит 
028). 


Возьмем некоторую замкнутую ограниченную область С, : 
о 


0 0 0 
Ву троар ау гу ГЕЯ, ли, Мб 


[Н (у) — НОО. О о 
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такую, чтобы замкнутая ограниченная область Г. (Г. @.). 


0 а 0 
ОЕ РЕ НЕЕ чисты 
[2 — 7 (ВР [9 — Е (2)? «то — зар {2 — 1 (2) + [у — 8(2)1}, 


(х,›у,2)6С, 


содержалась в (о. 

Обозначим через (о ((,) область, совпадающую с областью (о (С), 
если из последней исключить точки {] (2), & (2), 2}, через Сил (б,л) — 
` множество точек (1, 2), в которое переходит бо ((,), если’ принять 
й =Н (<, У, 2), 5 =, и через б., (С,„) — множество точек (#, 2), в ко- 
торое переходит @ь ((,), если принять й = Н (х, у, В = 

В этих обозначениях справедлива 

ТЕОРЕМА 3. Пусть в бо выполнены условия теоремы 1, касающиеся 
гладкости правых частей системы (2.1). Тогда если решение {х (Е, 8), 
у (Е, =), 2 (Е; &)} системы (2.1) имеет начальные условия 


2 (№, =) =, У(в, 8) =\щ, 2059 = д ((%, у, 2) ЕС,,) 


и если решение {№ (№, 2 (8} усредненной системы (2.8) с начальными усло- 
виями 


№ (%) = № = Н (2, У, 20), 2 (1%) = 20 


не выходит из Сл на некотором конечном промежутке времени Г[№, Г], 
то решение {} (1, 2 (#} не выходит на [ю, Г] и из („ль и, следовательно, 
решение {х (, =), у (&, =), 2 (&, )} системы (2.1) описывается теоремой 1. 

Доказательство. Так же, как в теореме 2, будем считать, что 


2 (2) =0, Е =0, Н(0,0,2)=0, (2.12) 


т.е. что („лм совпадает с б„„, если из @,„ исключить точки `(0, 2) 6 С, л. 
Покажем, что {№ (№, 2 (1} не выходит на |№, Г] из @,л. 

Действительно, в противном случае, по любому 6>0 можно было бы 
найти такое значение & Е (№, Г], что 


{# (6), 2 (в) 6@,м, |1 (8) |8. 6.73) 
Но, с другой стороны, в силу (2.17), имеем: 
дН (х, у. 2 дН (2. 9,2 , 
дх 


— 1 
ав + * — * % = ; 
= \[Х (2, 9, 2,0) у (т, у, 2,0) С 
0 
+ У 2, (2,9, 2,0) а (2=2(4, №2, 9=у(,й, 2) 


2=1 


ИЛИ 
а ян т 
а = их (2 у, 2; 0) —_х (0, 0, 2, 0)] С 2, ен 
+ [У (2, 9, 2, 0) —У(0, 0, 2, еж 
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4 1 


+ У 2, (2, 9.2, 0) Ри а, (2.74) 
9=1 
‘поскольку, по (2.12), 
ЯР АЗЕЗЫ, ы т № 
дз Ти ТС, 2) 
о Н(х,у,2)=А 


а ря 
ат ф 29 —.0, 


Н(х,у,2) = 


1 * + 
дН [< (Ф, №, 2), у (Ф, №, 2), 2] = ще 
о м Зоря пят ^ 
0 Н(х,,2)=1 
Подынтегральная функция правой части соотношения (2.74) является 
‘однородной квадратичной относительно х, у, что следует из формул Тей- 
лора, примененных к функциям 


Хх (т, У, 2, 0), ия, У (т, 9, 2, 0), е т : 
дН (х, У, 2) Но 
ее. рее И 


относительно 1, у (применимость формул Тейлора в Г, относительно 
д, у следует из выпуклости области Г,, при каждом 5 = сопз6). Но соот- 
ношения (2.62), (2.63) и (2.52) дают (подобно формуле (2.64)): 


|2 ЗИ, |9 <к,И]| 


{® = Н (т, у, 2), (ху, Е В К:, К, — постоянные величины). Поэто- 
му на отрезке [&, &] имеем: 


[| < к 


(Ко — постоянная величина, {2 (ф, №, 2), у (Ф, В, 2), } ЕС, < Г, по- 
<кольку {# (8), 2 (0} ЕС, на отрезке [#, &]). Из последнего соотношения 
следует: 
р 2 22Ко 
аш р е } = 0, 
откуда получаем: 


|% (2 || >| В (&,) | е-Ки-ь) >| й (ь,) | екГЬ-ь > 0, 


| й (#5) > |® (&) атвиее — | Йо а 


что противоречит соотношению (2.73) при 8 = | № те кг &). Следова- 
тельно, на всем промежутке времени [1&, [.] решение % (9, 2(№} остается 
в (,л С би. Но область С — типа С, в теореме 1, и поэтому решение 


{2 (1, г), у (1, г), 2(Ь &)} системы (2.1) описывается на отрезке [к, Г] 
теоремой 1. Теорема 3 доказана. 
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Примечание 3. Теоремы 1—3 справедливы и в том случае, 
когда рассматривается промежуток времени [Г, %] (— © «Г < &), так 
как замена { на — # сохраняет вид системы (2.1) (Н переходит в — Н), 
а промежуток времени [1,, &%] переходит в [— &, — Г], на котором теоре- 
мы 1—3, по доказанному, справедливы. 

$ 3. Вывод результатов работ (8)— (1?) из теорем 1—3 
В работах (8) — (12) В.М. Волосовым рассматривается уравнение 


Е . 


та О... = Ув (и а, а. Уъь, (3.1) 
где и — малый положительный параметр, причем в работах (3), ($) 
п=2, Р=0, И 
в работе (19) 
= Оооо 


в работе (11) 


‚ (п—2) (п—2) (п—3) 
И 0 мы о мае 
в работе (12) 
В, Е 1 
- . (п—1) (п—1) 
Предполагая в области Ё6 [1,1], и,и,..., и,Уц иЕ (—о0, 09), 
Е [0, о], что 
1) вырожденное уравнение 
р ("—2) } 
Они. а 0 и: 
имеет корень 
(1—2) , (и—3) 
ри м а (3.3) 
(п—2) (п—2) 
а И 8.4) 
(0 < т, М — постоянные величины), 
(п—2) 
3) 9п О = 91 (и —}, (3.5) 


4) функции ] (0) и ЕЁ достаточно гладкие, 
В. М. Волосов получил, что на [&, #| решение и (+, и) уравнения (3.1) 
< начальными условиями 


‘ . (п—1) (и—1). 
и (юр) = щ, и (в) = щ,..., Ш (в) = № 
. ( (п—3) 
обладает следующими свойствами: если положить рю = ] (®, 1, ..., №), 
то 
(п—2) я 
1. При ш = р решение и (р) и его производные и (#, ц),. 


(п—2) 
>. ых (в) при и -> 0 равномерно стремятся к решению и (1) уравнения 


{3.3) и соответствующим его производным. 
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(п—2) х Й и 
2. При ио == р решение и (Е, п) и его производные и (ё, в), и (Ьн),..- 
(п—3) 


., и (Ки) при ци —>0 равномерно стремятся к некоторым предельным 

(п—2) 
функциям Фо (1), Ф, (,...,Ф,_, (0, а производная и (1, и) представима 

в виде 
(и—2) 
и (ви = Фо (9,...,Ф,, ФЕ 
о 
2} оз) ва), 
+ я, 6е ., - бо (п), 


Р 
где Пт с, (и) = 0, функция х, ($, и) — колеблющаяся с периодом поряд- 
и-—0 


ка О (Ур) иее экстремумы «упираются» в опорные кривые Е! (, Е, (0, 
для которых вместе с предельными функциями фу (®,..., ф (#) вы- 
ведена общая система уравнений [см. (11), система (ХТУ,), и (12), система (3)]. 

Покажем, как утверждения 1 и 2 можно вывести из теорем 1—3. 
Уравнение (3.1) в обозначениях 


= (и—1) р (п—3) 
Ув =, Ш = %, #=4, И = 2%, Ш 
(п—2) ат 
и =1, в =У, (3.6) 


Н (1,9, т) = ОЕ о. гаавируаров 8. т) 


равносильно системе 


ат _ ЭН (эн. с, и) 
ет ду у 


| 
ау ОН (а) 
та ат т 1 —- Е (21, о 5-1) Хх, у, =), | 
(3.8) 


р (21(%) = в), 


а Ню ОБО 


} 


которая является системой типа (2.1) с 
Ху = 0 Уча у, 8), 
21 (2, у, 2, в) = 1, 24 (луна, 8) =. 1=2. 0..0), 


Яя (ту, ве) = 2, о в. 


В области @": || о, [уе [дей ечыисо, И 4, 
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правые части системы (3.8) удовлетворяют условиям гладкости, требуе- 
мым в теореме 1 от правых частей системы (2.1). 
Соответствующая гамильтонова система 


(3.9) 


имеет на каждой плоскости 5 = с0п$6 (2, © [%, #]) положение равновесия 
{2 = ] (2), у = 0, 2} типа невырожденного центра, поскольку, в силу 
(3.4) — (3.6), при всех 26 @ 


ПО 29 (3.10) 


Поэтому если из области С исключить точки {] (2), 0, 2}, то мы получим 
область С типа @ в примечании 1 к теореме 1, часть же области С” (ок- 
рестность кривой {] (2), 0, 2}), составленная из траекторий системы (3.9), 
где О, (2, 2) >> 0, будет областью Со типа Со в примечании 1 к теореме 2. 
Поэтому из теоремы 2 и примечаний 1, 2 вытекает следующий результат: 
существует число = `> 0 такое, что при всех = Е (0, =], ЕЕ [№, #] решение 
{2 (6 ®), у (& в), $ (Ь 8)} системы (3.8) с начальными условиями 


а ©) = (26), (1, =) = =, 2(1, 2) = 20 (то = ©0186) 


совпадает с решением {200 = 1 [2 (0, 9 (0 = 0, 2(1} вырожденной си- 
стемы 


о 0 О, 


ду 
5 (х =] (2), 
ри (ЭТ 
ей ((=2, ЯР 
а 
ат 


с начальными условиями 


=> ее ы (и—3) 
2 (в) = 1 (25), У (№) =0, 2() =ю (5 =, щ,..., Ш }) 


с точностью до величин порядка О (=). 
В силу (3.6), этот результат и есть утверждение 1. 
Докажем теперь утверждение 2. 
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Соответствующая системе (3.8) усредненная система имеет, в силу (2.8), 
следующий вид: 


и 
{УЕ (2, х, у, 0) + Ф (х, 2)} [9 (2, =)? -у?] ? 4 
ай __ Н(х,у,2)=А 
в ПХ , 
[О (2, #-- У] 24 
Н(х,у,2)=1 р | 
1 ей 
ь Е | (3.12) 
2) - | 
г аена (1 =. Эа еб ‚п— 2), | 
ь | 
= [О (2, =) У] °? 43 
42,1 Но 
О в, С : | 
[О (2, = -- У] ? 48 | 
Н(х,/,2)=8 ) 
где | 
55 п—8 
Ф (5, 2) = \ |0. (2, р) Е > ны: (2, р) + 20. , (в, Р) Тар. 


1 (2) ы 


В силу теоремы 3 и вида системы (3.12), решение 


{® (0), 2 (9 =: ь, 2 (8), -ыо АЯ (#)} 


системы (3.12) с начальными условиями 


й (5) = № =Н (4%, о, 20), т (&) =Ь, 


22 (#5) = 250, ...,у би—1 (20) — би—10 
(п—2) — я (п—3) 
(= ш =], %=0, лю={,щ,..., 1) 
определено и остается в С, на отрезке [&, #]. Поэтому, согласно теореме 1 
(см. примечания 1,2), функции 


й (Е, г) = Не (ь ег), у(Ь), = (6 =)], (2), ..., ща (8) 


совпадают с предельными функциями й (1), 21 (#),..., 2 (4) с точностью. 
до величин порядка О (=), а согласно следствию теоремы 1 имеем: 

1) функции д (Ь =), у(Ь =) являются функциями, колеблющимися 
около } [2 (1)], 0 с периодом, равным еТ [# (9, 2(8)], с точностью до 
величин порядка О (=?) (следовательно, функция х, (Ё, &), определяемая 
из формулы 


1 
= 
1, 


т (В =) = } [2 (Ь =)] + х, (Ь з)е ы : (3.13) 


такая же, но колеблющаяся около нуля); 
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2) экстремумы функции х (1, г) с точностью до величин порядка О (г) 
упираются в опорные кривые 2 (8 и Р. (© (Г, РЕ О < 
< 1 [2 (1)]), являющиеся соответственно максимумом и минимумом для 
на фазовой траектории Н [х, у, 2 (#)] =№(#) системы (3.9). 

Таким образом, в силу (3.7), функции К, (1), Е, (#) удовлетворяют 
уравнению | 


Е; (0 , 
О [2 (В, р1ар=№(, 1=1,2. (3.14) 
П=(0] 


Дифференцирование уравнений (3.14) по { дает вместе с системой (3.12) 
систему дифференциальных уравнений, которой удовлетворяют функции 
Е: (1, Е» (№, 21 (1,...,20( и которая равносильна системе (ХЛУ) 
работы (11) и системе (3) работы (1?) для функций Р! (1, Ро (1), 2, (0,... 
21 (8, где Р, (1), Е, (8) — опорные кривые для х, (&, г), т.е. 


1 
я, _ 


(=, (9—1 Ве * (3.15) 


Чтобы убедиться в равносильности систем, достаточно для системы (3) 
работы (1?) провести простые преобразования, а для системы (ХТУ) ра- 
боты (11) сделать замену (3.15) и продифференцировать правые и левые 
части системы (ХУ). 

Таким образом, утверждение 2 доказано. 


Поступило 
16.111.4959 


ЛИТЕРАТУРА 


1 Понтрягин Л. С., Асимптотическое поведение решений системы дифференци- 
альных уравнений с малым параметром при высших производных, Известия 
Ак. наук СССР, серия матем., 21(1957), 605—626. 

2 Мищенко Е. Ф., Понтрягин Л. С., Периодические решения систем диф- 
ференциальных уравнений, близкие к разрывным, Доклады Ак. наук СССР, 
102, №5 (1955), 889—891. 

3 Мищенко Е. Ф., Асимототическое вычисление периодических решений систем 
дифференциальных уравнений, содержащих малые параметры при производных, 
Известия Ак. наук СССР, серия матем., 24 (1957), 627—654. 

Мищенко Е. Ф., Понтрягин Л. С., Вывод некоторых асимптотических 
оценок для решений дифференциальных уравнений с малым параметром при 
производных, Известия Ак. наук СССР, серия матем., 23(1959), 643—660. 

5 Тихонов А. Н., Системы дифференциальных уравнений, содержащие малые 
параметры при производных, Матем. сборн., 31(73) :3 (1952), 574—586. 

в Боголюбов Н. Н., Митропольский Ю. А., Асимптотические методы 
в теории нелинейных колебаний, Москва, 1955. 

7 Митропольский Ю. А., Нестационарные процессы в нелинейных колеба- 
тельных системах, Изд. АН УССР, 1955. 

8 Волосов В. М., Дифференциальные уравнения, содержащие малый параметр, 
Успехи матем. наук, т. 5, вып. 5 (1950), 145—147. 


716 Г. С. МАКАЕВА 


* 
° Волосов В. М., К вопросу о дифференциальных уравнениях с малым па-. 
`раметром при старшей производной, Доклады Ак. наук СССР, 73, № 5 (1950), 
873—876. 

10 Волосов В. М., Нелинейные дифференциальные уравнения второго порядка 
с малым параметром при старшей производной, Матем. сборн.. 30 (72) :2 (1952), 
245—210. 

п Волосов В. М., К теории нелинейных дифференциальных уравнений высших по- 
рядков с малым параметром при старшей производной, Матем. сборн., 31 (73):3 
(1952), 645—674. | 

12 Волосов В. М., Дифференциальные уравнения движения, содержащие пара- 
метр медленности, Доклады Ак. наук СССР, 106, № 1 (1956), 7—10. 

13 Макаева Г. С., Асимптотическое поведение решений дифференциальных урав- 
нений с малым параметром, системы «быстрых движений» которых близки к га- 
мильтоновым, Доклады Ак. наук СССР, 124, № 6 (1958), 973—976. 

\* Волосов В. М., Уравнения колебаний с медленно изменяющимися параметра- 
ми, Доклады Ак. наук СССР, 121, №1 (1958), 22—25. | 

15 Волосов В. М., Асимптотика интегралов возмущенных систем, Доклады Ак. 
наук СССР, 124, № 6 (1958), 959—962. 

16 Волосов В. М., О решениях некоторых возмущенных систем в окрестности‘. 
периодических движений, Доклады Ак. наук СССР, 123, № 4 (1959), 587—590. 

17 Аносов Д. В., Осреднение в системах обыкновенных дифференциальных урав- 
нений с быстро колеблющимися решениями, Известия Ак. наук СССР, серия матем. , 
24 (1960), 724—742. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1961), 717—748 


Е. Н. МОЧУЛЬСКИЙ 
ПРЯМЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ В СТРУКТУРАХ. 1 


Работа. посвящена вопросу существования прямо подобных про- 
должений для двух произвольных прямых разложений единицы моду- 
лярной структуры с конечным числом слагаемых. 


Введение 


В настоящей работе рассматривается вопрос о существовании прямо 
подобных продолжений для двух прямых разложений единицы модуляр- 
ной структуры лишь с конечным числом слагаемых. Для случая прямых 
разложений с бесконечным множеством слагаемых этот вопрос будет 
рассмотрен в следующей работе Ш, в которой существенно используются 
результаты настоящей статьи. 

Введенная в $ 1 гипотеза расщепления, частным случаем которой яв- 
ляются гипотезы расщепления, указанные в работах (“) и (3), позволила 
полностью решить вопрос, когда пара прямых разложений единицы 
структуры © с двумя слагаемыми каждое обладает каноническими про- 
должениями (теорема 1); в этом же параграфе приводятся условия, при 
которых такая пара прямых разложений единицы структуры © обладает 
единственными каноническими продолжениями (теорема 3). 

Теоремы 1 и 4 $1, представляющие собой обобщения соответственно 
теорем 4 и 5 работы (2), используются в $ 3 для доказательства 
теоремы 10, частными случаями которой являются все остальные ре- 
зультаты этого параграфа и результаты $ 2 работы (?). 

В $2 рассматриваются вопросы, связакные с частными случаями 
гипотезы расщепления. 

Так как в настоящей статье используются многие понятия и резуль- 
таты работы (1), то последняя предполагается известной. 

Из результатов настоящей работы как частные случаи следуют соот- 


ветствующие результаты работ (?), (3) и (*). 


$1 
Всюду в дальнейшем, если это не будет особо оговорено, рассматри- 


вается модулярная структура с нулем и единицей. 
Определение 1. Если даны два произвольных прямых раз- 


ложения единицы ‚структуры 5: 
1 — 21 ;- аа 6, (1) 


то отображение, ставящее в соответствие элементу 2 6 5 его компоненту * 
в прямом слагаемом а;, Е = 1,2, или 6,, ]} =1, 2, будем называть эндо- 


* См. (5), стр. 291. 
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4 
морфизмом разложения структуры 5 и обозначать соответственно через 
ФЕИ = Ь. 

Произведение эндоморфизмов разложения (взятых в конечном числе) 
назовем эндоморфизмом структуры 5. (Здесь под произведением эндо- 
морфизмов разложения понимается результат их последовательного при- 
менения.) 

ЛЕММА 1. Если эндоморфизм ф:0:$: индуцирует автоморфизм эле- 
мента а, то (ад, )а, = 0. 

Действительно, так как эндоморфизм 0, индуцирует отображение эле- 
мента а на элемент а0,, то, согласно лемме 3 работы (2), существует такой 


‚элемент х < а, что 

20, = (а6,) а». 
Отсюда имеем: : 
тф10,фл = (а0,-а>) фа. = 0, 


т.е, 

74101 ф: = 0. 
Следовательно, х = 0, так как эндоморфизм $10 1ф: индуцирует автомор- 
физм элемента а, и поэтому . 

@91-а5 = 0 

Определение 2. Если прямые разложения (1) обладают про- 
должениями 
а С 


и =Ь тЫ, $ =6. | Ф,, 
которые удовлетворяют соотношениям: 


а а = а + Ы =Ь, {6 =6, фа, 
а в к (3) 
и =ы -Ь =, а =а Та, 
то эти продолжения называются каноническими продолжениями прямых 
разложений (1). 


Будем говорить, что в структуре 5 выполняется гипотеза расщенле- 
ния, если по крайней мере одно из прямых слагаемых (1), например ат, 
разлагается в такую прямую сумму 


а =а-а,, 
что эндоморфизм $ф:0:ф, индуцирует автоморфизм элемента а:, а эндомор- 
физм $ф:05ф, — автоморфизм элемента ат. 


ТЕОРЕМА 1. Два произвольных прямых разложения единицы 
структуры 5 с двумя прямыми слагасмыми каждое: 


1=аф-а=ы в, 


тогда и только тогда обладают каноническими продолжениями, если в 
структуре 5 выполняется гипотеза расщепления. 

Доказательство. 1°. Пусть в структуре 5 выполняется ги- 
потеза расщепления. Тогда одно из прямых слагаемых, например ат, 
разлагается в такую прямую сумму 


а1 — 01 - а, 
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что эндоморфизм ф.0,ф, индуцирует автоморфизм элемента а, а эндомор- 
физм ф.0.ф, — автоморфизм элемента а’. Следовательно, на основании 
леммы 1 работы (2) и леммы 1 настоящей работы, из равенств 


‚ . 
а, Ф10,ф: и 
и 
91 ф16ф, = а: 
получим: 
а. 0, а, =а, Ра», а, 0, | а. =а, -Р а», 
откуда выводим: 
а,0, -- (а,  а,) = (а, - а.) + а, = 1, 
а. 6, | (а, а.) = (а, + а;) а, =1 
Так как структура модулярна, то, умножая обе части первого равенства 
на 6;, а второго — на 62, получим: 


= а,0,  Ь, (а, - а), 6, =а/0, + 6, (а + 4). 
Положим 
9:01 ==: , ° бр (а. а) =, таб, = 5%, 
6, (а, | а.) = 65, а> (6, - а;) = а», а5 (6 !- а) = а 
и покажем, что 
а =а, 1 а,. 
ть эндоморфизм ф. ину цирует изоморфное отображение 

элемента Ь. на аз, так как 


" 


фа = [6, (аз -- а) -- а: аз = [6, (а а1) а, а: 
= 4-4.) (а) аа о +4) + 
= а, (6, -|- а) | аа» =а»(6,-- а,) =а., 
т.е. имеем: 
6. — а». 


Пусть для элемента х< 6. выполняется равенство хф, = 0.` Тогла. 
согласно лемме 1 работы (?), из последнего равенства следует, что 
а: —@, те. 2 < 09, и чоэтому 


2.4, .6ь = бь-а,. 


Но так как эндоморфизм $ф,0,ф, индуцирует автоморфизм элемента Ч 
$ , 
то из соотношений 


и 


(Ра, ) ФФ! = 0 
вытекает равенство 6».а, = О и поэтому х = 0. 


9* 
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с. другой стороны, эндоморфизм 05 индуцирует изоморфное отображе- 


ние а, на элемент Ь.. 
В самом деле, 


а,вь = а, (6 - а.) + 6165 = [аз (Ф + а40,) Е +816, = 
= Ца, + 6) (6, + 4.0) - 51%, = [6 (а + 8) + 1 = 
= 6» (а, ь,) = 6. (а -- а, 6). 
Но, согласно лемме 1 работы (2), 
а» а, 0, = а» а, ф101 фа 
и поэтому 
6, (аз Е @16,) = 6, (а + а1ф191ф1) = В (а> а.) ых в. 
Следовательно, 
ав. == Ь.. 


Если для элемента д < а, выполняется равенство 2 0, = 0, то, по 
лемме 1 работы (2), х - В =&,, т.е. х< И. Значит, 


< Ва, = а» -а.6,. 
Но, в силу леммы 1, а›-а'0, = 0; поэтому из предыдущих соотношений 
следует, что х = 0. Отсюда, на основании следствия 2 леммы 4 работы (!), 
заключаем, что эндоморфизм 0.ф.0› индуцирует автоморфизм элемента 6», 


а эндоморфизм ф›0.ф› — автоморфизм элемента а, 
Согласно лемме 1 работы (2) и лемме 1 настоящей работы, из равенств 


6.056505 = 65, а>ф-0:фь = а5 
вытекают равенства: 


ВФ + =, 450 фа, =а, фа». 
Но так как 


> = >, 4205 == Вы, 
то 


дабы = бб ЕВЬ 5, (4) 
Прибавляя к обеим частям первого равенства элемент ., получим: 
а (и +65) = + =1. 


Умножая обе части этого равенства на а? и учитывая при этом, что 
Ь, в = ЕЮ и будем иметь: 


а, = а, -|- а> (6,  а,) =а, | а». 


Далее, эндоморфизм 0, индуцирует изоморфное отображение элемента 
а, на элемент в. Действительно, а/0; = Ь. 
Если для элемента 2 < а, выполняется равенство 20, = 0, тона 
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основании леммы 1 работы (2) х-- 6 =6ь, т. е. <. Значит, 
2 < 6 .@ = 0, откуда следует, что х = 0. 

С другой стороны, эндоморфизм ф; индуцирует изоморфное отображение 
элемента 6, на элемент а. В самом деле, ф, = = а!:. Если для элемента 
х<Ь выполняется равенство 2ф: = 0, то, по лемме 1 работы 
5 -- аз = аз и поэтому 5 < 42. Значит, х < а»-6, = 0 (равенство а»-6/ = 0 
следует из леммы 1). Из последнего неравенства вытекает, что х = 0. 

Отсюда, на основании следствия 2 леммы 4 работы (!), заключаем, 


что эндоморфизм 6,ф,0, индуцирует автоморфизм элемента 6. Из равенств . 
Са Г ’ ’ 
а ф19.ф: = а, 6,0:610, =, 

в силу леммы 1 работы (2) и леммы 1 настоящей работы, вытекают ра- 


венства: 
а19, | а, = а, -- а, 61 +6, =Ь +6». 
Но так как 
а10, =6, 6, =аи, 
го 


а. = а: а, 4 ТЬ=Ь-Ы. (5) 
Полученные равенства (4) и (5) позволяют доказать справедливость пер- 
вого ряда равенств (3). 
Введем обозначения: 
== В, Че 96, Ч: 


тогда имеют место следующие равенства: 


а». р4 = аз-4 = а» (6, -- в) = а (6, а.) = аз, 
ь- р = вр =, (аз + а) = №. = 
Так как ра > И ра > В, то 
Р4 = а. + (а:- ра) =& + = + (&%-р9 =а, -& = 
= + (а,-р= +4 =И-+ (6-9 = + %. 
Докажем теперь справедливость второго ряда равенств (3). Эндомор- 
физм 0, индуцирует изоморфное отображение элемента а, на элемент В. 


В самом деле, 
и „ 
а 05 —= Ь.. 


Если для элемента х < а, выполняется равенство 205 = 0, то, на осно- 
вании леммы 1 работы (?), х - 6, = 61, т.е. х < в; значит, 5 < ва. 
Но эндоморфизм $10.ф!: индуцирует автоморфизм элемента @/, поэтому из 
соотношений 


" 


Бла, За, 


(Ва) ф10>ф: = 0 


вытекает равенство Ва, —=‘0, откуда следует, что х = 0. 
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а 


С другой стороны, эндоморфизм ф: индуцирует изоморфное отображе- 
ние элемента 6 на элемент а. В самом деле, 


” ” 
65ф1 = аа . 


Если для х < 6. выполняется равенство 2$, = 0; то, на основании 
леммы: 1 и г, -1-- а2 = а2, т. е. х < а2; значит, х < р. 42. Но; 
согласно лемме -4  5.-а, = 0; поэтому из соотношения 2 < Ь.аз = 0 следует, 
что х = 0. Отсюда, на основании следствия 2 леммы 4 работы (1), заклю- 
чаем, что эндоморфизм 0:6.05 индуцирует автоморфизм элемента р. В силу 
условия теоремы, имеем, кроме того, что эндоморфизм ф,0 ›ф. индуцирует 
автоморфизм элемента а; поэтому из равенств 


а.ф195ф: = ал, Ь.0ф0 == ов 


согласно лемме 1 ‘работы (2) и. лемме 1 настоящей работы, следует: 


16. + 4 = -- ал, в -ЕЫ = + в, 


„ ия > 
или, так как а,6, = 62, 65фу = ал, 


а. =а, | а, а-и=Ь 6. (6) 


`Покажем теперь, что эндоморфизм $» индуцирует изоморфное отобра- 
жение элемента В, на элемент а». Действительно, 


ВФ» = 16, (аь -- 1) Е а] аз = [6 (а + а;) 5 а + аа, = 
= [(6, -- а) (а» — а.) + аа» = [а (в + ал) а: а, = а» 0 + а.) = 
отсюда следует: 
1 ф: = мт. 
Пусть х «ЗЫ и 26, = 0. Тогда, по лемме 1 работы С, та =а те 
х < а,. Значит, 
х<ав=Ы.:а.. 
Но эндоморфизм $10,Ф, индуцирует автоморфизм элемента а, поэтому 
из соотношений 


Ба. За, 
и | 


(5. . а,) ф1б»ф, = 0 


вытекает равенство а, = 0, откуда следует, что х = 0. 
Далее, эндоморфизм 0, индуцирует изоморфное отображение элемента 


” 


а, на элемент 6. В самом деле, 
| а50, = [аз (6, -- а1) Е 1, = [аз (6, + ал) Е 6 + 6,16, = 
== (аз Е 55) (6, + а16,) Е 1: = [8 (а + &) НВ = В, (аь | а10,). 


Но, согласно лемме | работы (2), 


а, - а.Ф10ф: = а» -[- аб, 
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причем 
а, ф10:ф1 = а. 
Поэтому 


р: (а -- а16,) =: (аз а) = 8. 


Таким образом, а: = 6... Если ха и 191 =0, то + =Ь и, 
значит, д < 62; следовательно, 


т < Б,а, = аз. а,0, =0 
(последнее равенство вытекает из леммы 1) и поэтому х = 0. Отсюда, 
согласно следствию 2 леммы 4 работы (°), заключаем, что эндоморфизм 
0:ф>0, индуцирует автоморфизм элемента 6., а эндоморфизм ф.0:Ф. — авто- 


морфизм элемента а. 
Из равенств 


510,956, =В:, а5фовф> = а», 


на основании леммы 1 работы (2) и леммы 1 настоящей работы, следуют 
равенства: 


ф. +, =6, + ы, а. а, = а, | 4%. 
Но так. как 
б1фа = а, а.0, 5= Ь, 
то 
а =ьЬ-Ь, Ва =а, + а. (1) 
Положим 
Ра а=а, 4, К=ЫаЕЕЫТЫ. 
Тогда 
БА = АЕ В, (4 Е = 8, 
Ва; = тЫ=Ы М =ЬТЫ. 
Докажем равенство 
а; (5 ь.) = ат, 
которое потребуется нам в дальнейшем. Так как 


аы=ЬьЫ, 
то 
в, Па 
Умножая обе части равенства а; = а, а: на 6-2 и, получим: 
а (8) 


Из соотношений 


а, (5 +8) а 
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[а (6. 6)18, = => [а (6-61) нА ] 6, = 
= (В,--6) (6: -- ал) - 6, = 6, (65 + 61) - 64 (65 а:) =. в =0, 
в силу того, что эндоморфизм 0, индуцирует изоморфное отображение 
элемента а, на элемент в, следует: 
а; (6, + 6) = 0. 

Но тогда из (8) и вытекает справедливость равенства 

а, (65-5 В) = аа. 

Введем обозначения: 
= =Ь Ра», =а - 9 =а, 4 а». 
Тогда 
а: 5 = а15 = а, (6, ы) = а, 


аз | (018) = аи =Ы + (а1-) = а. 
Следовательно, 
ари=ы-ь=а | 4. (9) 
Из первого равенства (7) имеем: 
6 | (6 НЫ) = + (+ 4). 


Так как а < <ь 5ы, то, умножая обе части последнего равенства на 
в -- 5, будем иметь: 
6 ы = 45. (10) 


Из (9) и (10) вытекает справедливость второго ряда равенств (3). 
о 
2. Допустим, что два произвольных прямых разложения единицы 


структуры 5 
= а =Ь 6 


обладают каноническими продолжениями (2), т.е. продолжениями, для 
которых выполняются равенства (3). Покажем, что тогда в структуре 5 
выполняется гипотеза расщепления. 

Действительно, прибавляя к обеим частям равенства 


а + 6% = 6 + 6: 
элемент 6,, а к обеим частям равенства 
а | а, = а, -- 6 
— элемент а,, мы получим: 
‚ р Са ’ 
а +6 =6, 6, аа = В, 
откуда имеем: 


а10, = 61, 616 =ал, 
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, # 
а, фа: = а,. 


Пусть для элемента х < а, выполняется равенство 24:0:ф, = 0. Тогда 
так как 
[(2 -- 6,) В, - а] а, < 2910, = 0, 
то 


- (=) в а] а. =0. 


Отсюда, согласно лемме 1 работы (2), следует, что 


(+) и а, =а, 
и поэтому 
(НЫ <а.. 


’ 
Умножая обе части последнего неравенства на 6, и учитывая при этом, что 


ва, = 0, получим: 
(& НЫ =0. 
Применяя к этому равенству лемму 1 работы (2), будем иметь: 
НВ =Ь, 


? ‚ ‚р ’ 
т.е. хЗЬ, а так как д < а, то х<Ьа, =0. Следовательно, х = 0. 
Таким образом, мы доказали, что эндоморфизм ф,0,ф. индуцирует авто- 


‚морфизм элемента а. . 


Покажем теперь, что эндоморфизм ф.0.ф, индуцирует автоморфизм эле- 
мента а. . Действительно, прибавляя к обеим частям равенства 


а. 6, = в 
элемент 6., а к обеим частям равенства 
" " зе и В п" 
аз = ара 
# . 
— элемент а, получим: 
а- 6, =6--6, фа, =а,-а,. 
Из этих равенств соответственно имеем: 
а10. = 65, 65ф1 = а: 
и, следовательно, 
4. ф9ф: = ал. 


Пусть для элемента 2 < а выполняется равенство 2$19.ф, = 0. Тогда 
из неравенства 
[(2 -- В) 6 + а>1 а, < 2610;4, = 0 
вытекает: 
[(2- 5) & + а, = 0. 


Отсюда, по лемме 1 работы (2), имеем: 


(НЫ) а =а. 
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(2+8) 6 < 4. 
Но гак как (х-+0) <Ь, то 
(2-5) < 4: =0 


и поэтому 


(2+8) =0. 


Прибавляя к обеим частям последнего равенства `В, в силу ‘модуляр- 
ности структуры будем иметь: д -+ & = Ь, и, следовательно, х « 2 
Но а. поэтому < ай ==). М. 6: Я = 0. 

Теорема доказана полностью. 

ТЕОРЕМА 2. Если в.паре прямых разложений (1) единицы структуры 5 
прямое слагаемое ал разлагается в такую прямую сумму а; =а, а, 
что эндоморфизм ф10.ф, индуцирует автоморфизм элемента а’, 1 эндо- 
морфизм $ф105ф, индуцирует автоморфизм элемента а, то прямые разло- 
жения (1) обладают каноническими продолжениями (2), в которых: 

1) элементы Е =1,2, а., а, определены однозначно и имеют вид: 


В = а10,, Ь = В, (аа На»), 
6, = 65 (а, + а»), 6 =а16,, (11) 
а» = а (6, а), а› = а (6, | а); 


2) эндоморфизм 681$: индуцирует автоморфизм В 
эндоморфизм 0:ф50, индуцирует автоморфизм ы, 
эндоморфизм 0550 индуцирует автоморфизм 68», 
эндоморфизм 65ф.0, индуцирует автоморфизм ь,, 
эндоморфизм ф-в5ф. индуцирует автоморфизм а», 
эндоморфизм ф6:ф› индуцирует автоморфизм ао. 
Доказательство. 1) Пусть условия теоремы выполнены. Тог- 
да, согласно теореме 1, прямые разложения (1) обладают каноническими 
продолжениями (2), элементы Ь, 9, 1=4,2, а., аз ‘которых имеют вид (11). 
Предположим, что а, = а Та, & = 1,1 =1,2, ана 
являются другими каноническими продолжениями прямых разложе- 
ний (1), т.е. имеют место равенства: 


а + а. = а = Г = Ь, |“, 
а че; 5 Че == - а = а — ал. 
Тогда, как и в доказательстве теоремы 1 (п. 2°), будем иметь: 
5, =- ал 6, = ы, я = (О == Ь.. 


Из равенства 6,. 1$. = а, { а, после прибавления а» получим: 


5, = (а. + Ббуье а» -|- ау. 
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Умножая это равенство на 61, будем иметь: 


Я Ы (а +3, =Ы (& та). =Ы, 


откуда следует, что 6, < 6:. Умножая равенство ы 


В: = ы + ый = ы +5, 


на $,, получим: 
Ь: == В. 


Далее, так как а> = В1фои 61ф2= а», то из 6, == 6, следует 


@ = а.. 
Теперь из равенства р, 16, = а, + аи получаем 
ал аа: 
Умножая это равенство на 6,, будем иметь: 
2 + 6 (| 61) = 6, (а + а1) == Ь,, 


откуда следует, что 2, < 6,. Умножая равенство 6, = 6, + 6. на 6., по- 
лучим 

6. = 2. 
Так как 6, ф. = а и 65$. = а›, то, очевидно, 


Этим утверждение 1) теоремы доказано. 

Справедливость утверждения 2) следует непосредственно из доказа- 
тельства теоремы 1. 

ТЕОРЕМА 3. Если в паре прямых разложений (1) единицы структуры 5 
по крайней мере одно из прямых слагаемых, например ал, разлагается в та- 
кую прямую сумму а; = а + а, что 

1) элемент а. является максимальным изоморфно отображающимся 
при ф10:ф1 на себя, а элемент а, — максимальным изоморфно отображаю- 
щимся при $105ф, на себя; 

2) эндоморфизм ф.0:ф. индуцирует ф101ф1-автоморфизм элемента д 
а эндоморфизм ф18.ф. индуцирует ф16ф:-автоморфизм элемента а, то пара 
прямых разложений (1) обладает единственным. каноническим продолже- 
нием: 


а: = а -- в, а» = а» (6% а.) + а> (+ а.) 
Ы = а, 6 А, (а а), 6. = 6, (а Е а) — а10.. 


Доказательство. Пусть условия теоремы выполнены. Тогда, 
согласно теорёме 1, пара прямых разложений (1) обладает каноническими 
продолжениями (2), т.е. продолжениями, для которых выполняются 
равенства (3). 

Предположим, что прямые разложения (1) обладают другими канони- 
ческими продолжениями: 


1 а = а» - а, 


а) =а, Та 
Чё, фе бы обо, 


ы=Ь, 
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т. е.° продолжениями, для которых выполняются равенства: 


а ра, = + == а, 
+= = = а | а. 


Из п. 2° доказательства теоремы 1 следует, что эндоморфизм $10: $1 
инду (ирует автоморфизм элемента а, а эндоморфизм ф185ф, — автомор- 


физм элемента аа. 
Из условия 2) теоремы, на основании леммы 15 работы (°), следует, что 


эндоморфизм ф:0,ф. индуцирует автоморфизм элемента а, -- а, а эндо- 
морфизм ф:05ф, — автоморфизм элемента а, -- а. Но тогда, согласно ус- 


ловию 1) теоремы, будем ‚иметь: 


а а За иа а, < а. 


— ’ "= Са ——: = +, . 
Поэтому а, За иа, < а. Умножая равенство а, =а, {+ а, на а1, по- 
лучим: 


а умножая то же равенство на а:, будем иметь: 


"” 


а == ал. 


Остальные равенства 


1 
И 


= . = п” 


| = ы, | г= В, Ь, 


| 
< 
5 
< 
к 

| 
$ 
> . 
а 
52 

| 
[> 
е 
> 
5 

| 
[2 


вытекают из теоремы 2. 

Для доказательства следующей теоремы нам потребуются две леммы: 

ЛЕММА 2. Если гипотеза расщепления справедлива для структуры 5, 
то она справедлива и для каждого прямого слагаемого этой структуры 
(точнее, для подструктуры структуры 5, состоящей из элементов, пред- 
шествующих этому прямому слагаемому единицы структуры 5). 

Доказательство. Пусть в структуре 5 выполняется гипотеза 
расщепления и 1 = а, - а.. Покажем, что гипотеза расщепления выпол- 
няется и для элемента ал. 

Пусть 


м ВВ. 


Обозначим через фл, фз и 01, 6 соответственно пары дополнительных эндо- 
морфизмов разложения прямых разложений элемента ал. 
Рассмотрим два прямых разложения единицы структуры 5: 


1 =а, + (а, На.) = & + (6, а,) 


и обозначим через Ф‚, Ф, и 0,6, соответственно пары дополнительных 
эндоморфизмов разложения этих пам разложений. Так как для струк- 
туры 5 гипотеза расщепления выполнена, то элемент ал разлагается в та- 
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кую прямую сумму ат = а. = р что эндоморфизм 01 фу индуцирует ав- 
томорфизм элемента в, а эндоморфизм фи0: фт — автоморфизм элемента а, 
Для доказательства леммы, очевидно, достаточно показать, что для вся- 
кого 2 < а: 
2410.41 = 2419. ф: 
и 
24105, = 26195фи1- 
Докажем эти равенства. Очевидно, что 


т — 2. 
Далее, 
28, = (2 -|-6> 1 аэ) 61 = (х Е 6, = а2) ал — 
= (5х -- 6») -= а2- 1] 61 = (х-| Ь5) В: = 201: 
следовательно, 10, = 26, и, значит, 
2,0 = #фив1. 
Отсюда имеем: 
26,0. ф, —= 2ф1 01 = (1ф10, Не @ь Е а) а: = 
= (2610, - а -- а) а1-а, = (сф, 0, - а» + а»а,) а, = 
= (2610, = 2101. 
Таким образом, 
хфубуф, — 2$014. 
Равенство 
24195фу = 241051 
доказывается аналогично. 
ДЕММА 3. Леди 1 =а Та |... ра =а 0, то 
ата =1- 6, 20 = 6: Ва), = 1,2... Л, 
ЕЕ, = 10 ое т. 


Доказательство. Утверждение 1) очевидно. Докажем утверж- 
дение 2). Согласно лемме 2 работы (®), 


=... -ЫЬ, 
где 
Ь; == 6 (а т а). 
Покажем, что 2;.6; = 0 для любого & =1,2,...,п. Действительно, 


В.Н (а а) 16 (ара) +... Я) Ра + а) + 
а обес Г, то = 
= [а -- (а а.) (в -.. ата -.. а Аа — 0 
так как 


(а а) (мт. Роща... а) =0 
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Таким образом, мы получили, что 6:6; = 0. Следовательно, окончательно 
имеем: 


КИ 


ТЕОРЕМА 4. Если в структуре 5 выполняется гипотеза расщепления 
и если даны два произвольных прямых разложения единицы структуры 5 
с конечным числом слагаемых каждое: 


3 
= а: 1 ааа ОЕ Е 


то существуют такие прямые разложения 


а = бы Ра +... - ав, а т, 
В = бир броыеныг. 5 бух, а" 
что имеет место следующее свойство: 


если Л — подмножество множества всех целых чисел от 1 допи 
«Ах т, то 


> ин У ак Зв 


ТК 2ЕТ 26 


Доказательство. Если учесть леммы 2 и 3, то доказательство 
этой теоремы проводится точно так же, как и и: теоремы" 
в работе Р. Бэра (°). 


$2 


В этом параграфе мы рассмотрим некоторые частные случаи гипотезы 


расщепления. 
ЛЕММА 4. Пусть в паре прямых разложений (1) единицы структуры 5 


прямое слагаемое ал разлагается в такую прямую сумму а, = а, Е а, что. 


эндоморфизм $.01ф, индуцирует автоморфизм элемента а, а эндоморфиз.м 
ф105ф: — автоморфизм элемента а. Если для элемента ха имеем 


7ф10:ф! < а, или 2ф19.ф: < а, то соответственно будем иметь т < а 


ид а. 
Доказательство. Пусть, например, для х < а1 выполняется 
неравенство 2,0,ф, < а:; тогда 


[(аь + =) а, ] ФФ, (а. РЕ 1) ф19:ф: = 


< 
= 21101 -- 2$19:Ф, < а -- 1101 ф: = Го 
Но 


[(а; -- 2) а1] 910$, <а 
Поэтому 


[(а; -- 2) а] $,0.ф, < а :а, = 0, 


[(а1 УЕ и) а;] ф10,ф, = 0. 


Отсюда, в силу того, что эндоморфизм $ф,0;ф, индуцирует автоморфизм э1е- 


мента а’, следует, что 
(ила. = 0. 
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Прибавляя к обеим частям последнего равенства а’ и пользуясь моду- 
лярностью структуры, получим: 


" 


те. за. 

ЛЕММА 5. Пусть дана пара прямых разложений (1) единицы полной 
структуры 5. Если прямое слагаемое а, разлагается в такую прямую сумму 
а; = а, Е а, что эндоморфизм $181ф1 индуцирует автоморфизм элемен- 
та а а эндоморфизм $105ф, — автоморфизм элемента а, то п: < ба, 
п < ал. 


Доказательство. Так как п®ф,0.ф, = 0 < а:, то, согласно 
лемме 4, 


а) ь 
по < а.. 


Предположим, что для некоторого # уже доказано, что по < а; тогда 
из равенства 
(1-1) аи! 

п1> ^ (101$) "= 0 
будет следовать, что 

(1-1) р 

[712 `Ф1091Ф1| (101 ф1) = 0. 

Таким образом, 


(1) 
ИХ 7,0: < п 


и поэтому 


(1-1) 
п]? 


$19. ф: За 


отсюда, согласно лемме 4, будем иметь: 
(1-1) р 
Пы  Ь 


Итак, для любого натурального 1 
й ” 
по < ат. 


Отслода следует, что 


г о и. 


По < ал. 
Аналогично доказывается неравенство 
Пт = ал, 


Определение 3. Будем говорить, что в структуре 5 выполняет- 
ся гипотеза А-расщепления, если в произвольной паре прямых разложе- 
ний (1) по крайней мере одно из прямых слагаемых, например а1, разла- 
гается в такую прямую сумму 


а = а а ат Не Са, › 
что 


1) эндоморфизм $,0,ф, индуцирует автоморфизм ТВ а эндоморфизм 
ф19.ф, — автоморфизм а;; 
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`2) эндоморфизм $10,ф,05ф': индуцирует автоморфизм. са,; 

3) если эндоморфизм Ф,0,$:05ф. индуцирует автоморфизм с’Е5, то. 
6’ < ба. 

ЛЕММА 6. Если в паре прямых разложений (1) единицы структуры 5 
прямое слагаемое ал разлагается в такую прямую сумму 


а = а аа ба, (12) 


что эндоморфизм Фа, индуцирует автоморфизм о а эндоморфизм 
ф:0,$1 — автоморфизм аи и элемент са, удовлетворяет условиям 2) и 3) оп-. 
ределения 3, то 


в = в ре, ВЫ Ь Ро = р М 


где ф›0.ф» индуцирует автоморфизм а, фо, фо — автоморфизм а», 0, 6.0, 
индуцирует автоморфизм В, 9,<50, — автоморфизм , 95656. индуцирует 
автоморфизм 65, 956,0, — автоморфизм > и элементы Са,, Сы, Сь, Удовлетво- 
ряют условиям 2) и 3) определения 3 соответственно относительно эндо-. 
‚ морфизмов фэ0,ф.В.ф», 0,ф19:ф-6,, 95$,65$6,. 

Доказательство. Пусть условия леммы выполнены; тогда, 
согласно лемме 2 работы (7) и условию настоящей леммы, эндоморфиз- 
мы $10: ф, и ф!0.ф, и элемент са, удовлетворяют условию леммы 12 работы (!), 
поэтому эндоморфизм ф,0,ф: индуцирует автоморфизм элемента са, и, на. 
основании следствия из леммы 11 работы (1), этот эндоморфизм индуцирует 
автоморфизм элемента а, | с. Но, по условию леммы, эндоморфизм 
фи9:ф, индуцирует автоморфизм элемента а\; поэтому, как и в теореме 1, 
получаем: 


в: = (а, -- си) и + (а: а), 02 = 6, (ат - са, + а) + а,6.. 


Так как, в силу леммы 2 работы (?), 


| 
| 
| 


(а т = а.0, - ба 9 
а в силу леммы 1 работы (2?) 
Са, ф1б>фи -- а› = Са 65 + ао, 
то 
В = (416 -[ сл.) В, (а, + а), 
св = В, (а --са,б, -- а) | а46, = [6з (а, -- а) -- суб а,0.. 
Отсюда следует, что 


бе 6 (а Еда) 0, Са. - а1 05 ==50. 


С другой стороны, так как эндоморфизм $ф165ф, индуцирует автоморфизм 
элемента а, | са, а ‚эндоморфизм $,0:Ф., по условию, индуцирует авто- 
‚морфизм элемента а,, то, аналогично предыдущему, будем иметь: 


= а 0, +Ь (а, Н Са, + а,), 
Вы == в (а, + аз) + (а: са) в. 
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Во 

Са, фа 91 ф1 -- а> = са,0, - а, 
и 

(ат сы.) 65 = 165 + со. 
Поэтому 


6, — 18 | В, (@1 - сы,б, + аз) = 16, + [6 (аз + а) + соб, 
6 = 6, (а а») + (@:6, + Са, 9:). 

Отсюда получаем: 

Са. 01- 16. = 0, Са, 0-65 (а! | а.) = 0. 
Таким образом, мы показали, что | 
ыы с, =, 
где 

ы = 40, И Ь! (4 1 а»); сы = сов, 


6. = 6, (а, + а), ь = аб, Сь, = Саб. 


Точно так же, как и в теореме 1, можно показать, что эндоморфизм 0,ф.0, 


индуцирует автоморфизм элемента В, эндоморфизм 0,60, — автоморфизм 
элемента В., эндоморфизм 056.6. я автоморфизм элемента Ы, эндоморфизм 
0.650, — автоморфизм элемента 6». 

Покажем теперь, что элемент сь, удовлетворяет условиям 2) и 3) опре- 
деления 3 относительно эндоморфизма 0,ф,0,ф56,. В самом деле, 


Сь, 01 ф101Ф-61 = сь.ф101ф- в, = 
= (Са,ф101) ф101Ф201 = (са. Ф1@1Ф1) 61650, = са, 01281. 
Так как, по лемме 1 работы (), 
Са, ф101 20, = Са, Ф10Ф201 = са, Ф19ф1 01, 


то 
съ, 01 ф101ф201 = са, ф195Ф1в1 = Са,в1 = сы. 


Следовательно, 
съ, б1ф101ф20, = Сь.. 


Пусть для элемента т < с, выполняется равенство 
291616126, = 0. 


Так как эндоморфизм 61 индуцирует отображение элемента са, на элемент 
с, то, по лемме 3 работы (2), существует такой элемент у < са, что 


01 = 1; отсюда получаем: 
(Уф161) 61191:$20, = 0. 
Применяя к левой части последнего равенства несколько раз лемму 1 
работы (’), будем иметь: 


/$191$101$з6, = 9Ф101ф105ф20, =Уф1014105$101 = 0. 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Следовательно, 

} у (161410541) (16141051) = У (Ф101410541)* = 0. 
Но эндоморфизм $101 ф16.ф, индуцирует автоморфизм элемента со,; поэтому 
из последнего равенства вытекает, что у = 0, а значит, и 2 =0, ибо 


Х = 6.. 
Пусть теперь эндоморфизм 0,$16:ф20, индуцирует автоморфизм эле- 
мента с’65. Тогда из равенства 


с’ 0,10, ф5б, = с’ 
‚ следует: 
(с’ф1) ф161Ф2в1ф: = с’Ф. 


Применяя к левой части этого равенства дважды лемму 1 работы ('), будем 
иметь: 


(с’Ф1) Ф191$205ф: = (с’ф1) Ф10Фвф: = с’Ф:. 
Предположим, что для х < с’ф, выполняется равенство 
2610: ф10ф1 = 0. 


Так как эндоморфизм ф, индуцирует отображение элемента с’на элемент 
- с’фи, то, на основании леммы 3 работы (2), существует такой элемент у < с’, 
что уф: = 2; поэтому имеем: 


Уф191ф16ф: = 0, 
но у < 68:, значит, последнее равенство можно записать в виде 
1/0, ф:0:ф105ф, = 0. 
Отсюда, согласно лемме 1 работы (7), следуют равенства: 
9:<101$165ф, = У01$:61ф05ф: = 901$01$20ф, = 0, 
из которых получаем: 
у (914161$6:) (914:61$56:) = у (4.8160. = 0. 


Но, согласно предположению ‚, эндоморфизм 6,$10:ф-@, индуцирует авто- 
морфизм элемента с,, поэтому из последнего равенства вытекает, что у—0, 
а значит, и х=0, ибо х=уф1. Таким образом мы показали, что эндомор- 
физм $,0:ф:6.ф. индуцирует автоморфизм элемента с’фи. 

Следовательно, согласно условию леммы, с’ф: < са. Из этого нера- 
венства имеем: 


с'0141 616580; < са, 101 фв1, 
откуда, в силу леммы 1 работы (7), вытекает справедливость равенства 
Са. фл Фо. = са,Ф1 05-0, = са.ф165ф16; = Са,б1 = сь.. 


Таким образом, с’< сы. 
Доказательство для элемента сь, проводится аналогично. Далее, эндо- 


морфизм 0,650, индуцирует автоморфизм элемента 5”, сь. Поэтому, при- 
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бавляя к обеим частям равенства 


[6 (а  а>) + съ, 0,$.6, = 6: (а - а) + сы 


элемент 62, на основании леммы 1 работы (?) и леммы 1 настоящей работы, 
получим: 


[1 (а Е 45) -- с] фа 6 = Ы 4 сь + &. 
Отсюда следует: 
[; (ал + а5) -- сы] Фь - (6, + 6.) = 14. 
Умножая это равенство на 4>, будем иметь: 
аз — аз (1 6) 1 (м + а) | сы] % = 
= а (6, -- 6.) -- {[6: (а + аз)] фз -- сь, фз}. 
“Так как, согласно лемме 1 работы (?), 
рые ть 
и так как 
[6, (аз 4 аз) $2 = [6 (а, 4 а») | а: + аа, = 
= (8, + а) (а - а) + а] аз = [а (а + 4) аа» = а» (а. + 6), 


т.е. 


[6 (а. + а2)1 $2 = а (а + 6), 


то: 
> — а> (а + 6») -Е [а (ал - ,) -Е сьф-]. 
Из этого равенства следует: 
сь, фо: 42 (а - 6.) = 0. 


С другой стороны, эндоморфизм 8,50, индуцирует автоморфизм эле- 
мента 6, (а, -- а›) + сь,. Поэтому аналогично предыдущему будем иметь: 


аз = [6 (а, + аз) {сы Ф> + аз (а,6» | 6) = 
= {[6» (а + аз) ] фз -- сь.фз} - аз (40, -- 6). 
Но, как легко проверить, 


а. 05 + — а, + 


и 
[65 (а, -- аз) фз = аз (а Е 5.); 
при этом 
Сь,ф? = Са,бзФ? = Са,Ф105Фо = Са,ф1ваФ> = (Са, 01) Ф> = сы», 
т.е. 
Сь,Ф> о Сы.Фе. 
Следовательно, 


а» = [а (а + 62) + сь,$=] + а (а + 2), 
8* 
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откуда получаем: 
в _ сыфз-аз (а, + Ь,) = 0. 
Полагая 
а, =а, (а, + 6,), а, =а» (а, + 61), Сыф» = Са, 
находим: | 


аз = а, а, | са, 


Точно так же, как и в теореме 1, можно показать, что эндоморфизм 
ф20.ф. индуцирует мор элемента а, а эндоморфизм ф20,ф»› — авто- 


морфизм элемента а,. 
Покажем, что олемент с, удовлетворяет условиям 2) и 3) определения 


относительно эндоморфизма ф20;:ф-0.ф.. 
Действительно, на основании леммы 1 ‘работы (7), имеем: 


Са,фэ01Фэ65Ф2 = (Са.ф101Ф>) Ф201Ф>65фь = са,Ф101Ф201Ф105ф> = 


= Са, ф101ф2011601Ф> = са,ф101ф26>ф101Ф2 = са, ф1 01 ф10Ф10.Ф2 = са,01фь , 
т.е. 


: 
Са,ф201Ф26>Ф> = Са, | 
| 
Пусть для элемента х «са, выполняется равенство | 
Е | 

2ф201ф205ф» = 0. 


Так как эндоморфизм 0,ф, индуцирует отображение элемента са, на элемент 
Са, ТО, согласно лемме 3 работы (2), существует элемент у < са, такой, что 
#9:ф› = х; отсюда получаем: 
(уф10:Ф>) ф-01-65фь = 0. 

Применяя к левой части последнего равенства несколько раз лемму 4 

работы (7), будем иметь: 
Уф101ф-91ф26>ф. = УФ10:ф20:16.ф», = Уф101ф-0:ф10.ф> = 
= $10, $-6>$101ф. = Уф10:$165Ф101ф2 = у (ф10.ф165Ф,) 10. фз = 0. 
Следовательно, 
9 (Ф101$16>Ф1) ($10:$>65ф.) = 0. 


Применяя к этому равенству лемму 1 работы (7), получим: 


9 (Ф10:Ф105$1) (ф101Ф.05ф1) = у (ф:0:ф16.ф:)? = 0. 


Так как эндоморфизм ф10:ф,0.ф. индуцирует автоморфизм элемента Са 
то у = 0 и поэтому 5 = 0, ибо х = уб\у,. Г 

Покажем теперь, что если эндоморфизм ф20:ф205ф› индуцирует автомор- 
физм элемента с’, то с’< са,. Действительно, из равенства 


с'фэ9,ф-9фь = с’ 
следует: 


(с’6,) 0,4205ф260, = с’б,. 
Применяя дважды лемму 1 работы (7) к этому равенству, будем иметь: 


(с’6,) 0,ф:0.фэ6, = с'б,. 


ОО РЧЕНИИ 


РАЗЛОЖЕНИЕ СТРУКТУР 737 


Предположим, что для х < с'0: выполняется равенство 
19:ф161ф»6, = 0. 


Так как эндоморфизм 0: индуцирует отображение элемента с’ на элемент 
с’01, то существует такой элемент у < с, что у01 = х. Но тогда 


(у0,) 0,ф:0,ф>6, = (уфз6,) 0,ф101фз6, = Уф20:ф161ф-0. = 0, 
откуда, по лемме 1 работы (?), следует: 


9 ($29: ф-05ф.) 0, = 0 


и поэтому 


у (ф-014-0>4-) (ф201-05Ф») = У (Ф101.05ф2)? = 0. 
Но, по условию, эндоморфизм $ф201ф202ф2 индуцирует автоморфизм элемента 
с’; значит, у. = 0, а так как х = 9091, тих = 0. 
Таким образом, мы показали, что эндоморфизм 0,$10,ф.0, индуцирует 
автоморфизм элемента с’0:. Следовательно, с’01 < сь. Из этого неравен- 
ства получаем: 


с’Ф-01ф505Фо < сьф-05Фо = Са, 01 ф20ф» = 
= Са.ф191Ф-05Ф> = са.ф105Фо = Са, Фо = са, 


и, значит, 
Сб 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 7. Если в паре прямых разложений (1) единицы полной струк- 
туры 5 прямое слагаемое а разлагается в такую прямую сумму 
а, =а, -|- а, -- са, что эндоморфизм $19141 индуцирует автоморфизм а, 
а эндоморфизм 91021 — автоморфизми а, и элемент са, Удовлетворяет ус- 
ловиям 2) и 3) определения 3, то п < а, п, < а. 

Доказательство. Согласно лемме 2 работы (?) и лемме 6 
настоящей работы, эндоморфизмы Ф191ф1, ф102ф1 и элемент са, удовлетворя- 
ют условию леммы 12, работы ('), поэтому каждый из эндоморфизмов ф191ф1 
и $ф19ф1 индуцирует автоморфизм элемента с... Согласно следствию из 
леммы 11 работы (1), эндоморфизм ф102$1 индуцирует автоморфизм элемента 
а’ -- с. Следовательно, согласно лемме 5, 


Г и 
п За, Пра |6. 


_ Так как эндоморфизм ф101Ф! индуцирует автоморфизм элемента са,, то из 


неравенства 
П12 < а, -- Саи, 


на основании леммы 5. получаем: 
” 
п За. 


ТЕОРЕМА 5. Если в паре прямых разложений (1) единицы структуры 
5 прямое слагаемое ал разлагается в такую прямую сумму а. =а, - @-{ Са, 
что эндоморфизм ф101ф: индуцирует автоморфизи а, а эндоморфизм 
Ф:05ф! — автоморфизм а, и элемент са, Удовлетворяет условиям 2) и 3) 
определения 3 относительно эндоморфизма ф19:ф195ф1, то прямые разло- 
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жения (1) обладают продолжениями 


: и — аа. ба, @2 ея а, а, -- са, 
Ь: — НЫ сь, 62 —= НЫ сь,, 


для которых справедливы следующие соотношения: 


ара, =а,--0, = ВВ, =Б а, 
а--ы =в.-6, = ра, =а, а, ` (44) 
сы, са, = Са. Са, = Са. сы, = сы, сь, = 

Е сь,-- Са, т съ, Са... 


Доказательство. Пусть условие теоремы выполнено. Тогда, 
согласно лемме 6, прямые разложения (1) обладают продолжениями (12) 
и (13), для которых два первых ряда равенств (14) доказываются так же, 
как и в теореме 1. Поэтому нам остается установить лишь справедливость 
третьей цепочки равенств (14). 

Так как каждый из эндоморфизмов ф191ф1, ф192ф1 индуцирует автомор- 
физм элемента са,, а каждый из эндоморфизмов ф291фз и ф202ф2 — автомор- 
физм элемента со, (см. доказательство леммы 6), то на основании леммы 1 
работы (2) и леммы 1 настоящей работы будем иметь: 


Са. 91-|- аз = с, 42, —Са,б -|- а2 = са, + аз, 


Са,91-- 21 = Са, | а1, —Са,бз -- а1 = са, | а1. 


(15) 


Учитывая, что 
Са.б1 = Сы, Са,0з = Сь,, —Са,б1 = Сь, Са, = Сь, 


(см. доказательство леммы 6) и замечая, что правые части первого и вто- 
рого, а также третьего и четвертого равенств попарно равны между собой, 
будем иметь: 


с, -- а? = аз--сь, сы -- 1 = а1 | сь,. 
Перемножая почленно эти равенства, получим: 
(с, ал) (с, а2) = (сь, + ал) (сь, -- аз). 
В силу модулярности структуры, последнее равенство дает: 


сь, - ал (сь, - а2) = ал (сь, + а2) + сь,, 
Сь, -- @> (се, + а1) —.@3 (сь, = а) + Сь,. 
Эти равенства можно записать в виде: 
сы, Са, = са, Ч сы» Сы - Са, = Са, | сь,, 
или, в силу равенства друг другу последних соотношений, 
ба, сы = сы, - си, = ба, - Сь, — С, + Са, 


Перемножая почленно первое и третье равенства (15), получим: 


сы + Са, — Са, - са, - (16) 
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Далее, эндоморфизм 01ф10: индуцирует автоморфизм элемента 6» 
а эндоморфизм 6,9102 — автоморфизм ‘элемента сь, (см. доказательство 
леммы 6); поэтому по лемме 1 работы (?) и лемме 1 настоящей работы имеем: 


сы фа-Е 6 = сы, ЕВ, сы. = сы, в. 


Эти равенства можно переписать так: 


о = сы, -- 65, са. 6, == Сы б» 


_ откуда следует: 


(сы. -6з) (с.-ЕВ:) = (с, 6») (сы, В). 


В силу модулярности структуры, из этого равенства будем иметь: 


баты == сы-- бы (17) 


Из (15), (16), (17) окончательно имеем: 


съ, Са, == Са. Са, а са, сь, 557 сы, сь, = сь,-- Са, РЕ съ, Са, 


что и требовалось доказать. 

Если учесть лемму 7, то теорему 5 можно, очевидно, считать обобще- 
нием теоремы 4 работы (?). 

ЛЕММА 8. Если гипотеза А-расщепления справедлива для структуры 
5, то она справедлива и для каждого прямого слагаемого этой структуры 
(точнее, для подструктуры структуры 5, состоящей из всех элементов, 
предшествующих этому прямому слагаемому единицы структуры 5). 

Доказательство аналогично доказательству леммы 8 работы (3). 

Учитывая теорему 5 и лемму 8, легко заметить, что если в теореме 4 
выражение «выполняется гипотеза расщепления» заменить выражением 
«выполняется гипотеза А-расщепления», то эта теорема останется справед- 
ливой. Отсюда, при учете леммы 7 следует справедливость теоремы 5 
работы (2). 

ЛЕММА 9. Пусть дана полная структура 5” и пусть т < па. 

Если эндоморфизм $19191 индуцирует автоморфизм элемента х, то 
1 < п11; если же эндоморфизм ф162ф1 индуцирует автоморфизм элемента т, 
то д < па». 

Доказательство. Пусть эндоморфизм $1011 индуцирует ав- 
томорфизм элемента 5х < па. Тогда так как эндоморфизм ф101ф1 индуцирует 
ф101ф1-автоморфизм пал, то, по лемме 15 работы (1), ф101ф1 индуцирует авто- 
морфизм элемента п11 | 2. Умножая обе части равенства 


п: = п 1 


на п: | 21, получим: 
пл + 2 = Па: + Па» (п. + 2). 


Покажем, что п1»› (п. + 2) = 0. Действительно, так как в структуре 5 
выполнено условие (*) [см. (')], то 


со 


паз (п! + 2) = > п® (пи: - 2). 


4=1 
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Ввиду того что ф101ф1 индуцирует автоморфизм па: -- 2, то, очевидно, 
эндоморфизм (1011) индуцирует автоморфизм 111 -- 7. Но тогда из 
‘равенства 


пб) $ (пал -- 2)] (ф1@1ф1)" = 


следует, что 
8) Е 
п (па + 2) =0 
для любого {. | 
Таким образом, 


паз (п, +) =» п@ (па + 2) = 0, 
4=1 


паз (па + 2) = 0. 


Следовательно, п! {+ < = па: и, значит, 5 « пи. 
Второе утверждение леммы доказывается аналогично. 
ЛЕММА 10. Если в полной структуре 5* 


п = пита = и ро, 


где эндоморфизм ф10191 индуцирует автоморфизм и, а ф192ф1 — автомор- 
физм 9, то и = п1, 9 = пл». 


Согласно лемме 9, и < п:1, < п:.. Умножая равенство п, =и-о 


на п,., получим: 
па = и + п.15. 


Но п!12 = 0. Действительно, 
пло. = 5» п®) ®, 


а так как ф,0.ф. индуцирует автоморфизм 9, то из равенства 
7 5] (16.Ф:)' = 0 
следует, что по = 0 для любого натурального { и, таким образом, 
вне 0. 


Следовательно, и = п!1. 
Аналогично доказывается равенство 9 = по. 


ЛЕММА 11. Если в паре прямых разложений (1) единицы полной струк- 
туры 5“ 


а = пе = и ъ, 


причем эндоморфизм п = $101 ф10;ф, индуцирует |-автоморфизм элемента с, 
эндоморфизм ф1в1ф: индуцирует автоморфизм элемента и, а ф10ф: индуци- 
рует автоморфизм элемента %, то 


и = па-си, 9 = п. сз. 
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Доказательство. Пусть условия леммы выполнены. Тогда, 
согласно лемме 2 работы (7?) и лемме 26 работы (1), а также в силу условия 
настоящей леммы, эндоморфизмы ф,6; фл, ф:6,ф, и элемент с удовлетворяют 
условиям леммы 18 работы (1). Поэтому каждый из эндоморфизмов ф:0 фи 
и ф195$1 индуцирует соответственно $16: ф!- и $ф10.ф!-автоморфизм элемента с. 
Отсюда и из леммы 29 работы (1) будем иметь, на основании леммы 43 
работы (!), что эндоморфизм $,01ф, индуцирует $ф.01$!-автоморфизм эле- 
мента па1-- с, а эндоморфизм $ф,0.ф. индуцирует $ф.6 »ф1-автоморфизм эле- 
мента п12-- с. Но тогда, как и в доказательстве теоремы 4 работы (1), 


и = и-ть-и (п--е), 9 = 94-е (п. ©). 
Легко заметить, что ип, = 0 и 9п., = 0. Следовательно, 


и =и (п. 6), 5 Е ® (паз с), 
что дает: 


и = п.с, 9 < пас. 


Отсюда, как и в доказательстве теоремы 4 работы (!), получаем: 


и = ип. ис, о = эт. 9. 
Но тогда 


ал = (ип си) + (эт, сэ). 


Умножая это равенство на п., находим: 


п = пап: = ипа- По. 


Так как эндоморфизм ф/0,ф. индуцирует ф16,ф\-автоморфизм элемента 
ип:1, а эндоморфизм ф:0.ф: индуцирует $10.ф1-автоморфизм элемента по, 
то, на основании леммы 10, будем иметь: 


й11 = И.П11, П12 = 9П1о. 
Отсюда следует, что 
п12 Зи, п. < 9. 
Поэтому 
и = ип. Рис = па си, 


Ф = эт. с® = п.с, 


и = пси, = п. сы. 


Легко видеть также, что 
с = си - со. 


Замечание. Из доказательства леммы следует, что эндоморфизм 
ф101$1 индуцирует ф,0:ф:-автоморфизм элемента и, а эндоморфизм $19.ф: 
индуцирует ф10,ф:-автоморфизм элемента т. 

Определение 4. Пусть даны два произвольных прямых раз- 
ложения единицы структуры 5: 


1 = а. а, = 6-6. 


Назовем эндоморфизмы структуры 5 19, ф:65фё, @ф10;926, Е = 1,2, 
отмеченными эндоморфизмами данных прямых разложений. 


| 
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ТЕОРЕМА 6. Если в полной структуре 5* отмеченный эндоморфизм 
| = $0, $105ф1 является 1-расщепляющим, то существует, и притом един- 
ственное, прямое разложение ал = и-- 9, для которого 

1) 2 < а,г ($1611); 

2) эндоморфизм ф101ф, индуцирует автоморфизм элемента и, а эндо- 
морфизм ф105ф: индуцирует автоморфизм элемента ъ. | 

Доказательство. Пусть условия теоремы выполнены; тогда, 
очевидно, 


а; = алг (16161) | алг (ф6:Ф1) - с, 


где 1 = ф16,ф10.ф, индуцирует 1-автоморфизм элемента с. Ясно, что эндо- 


морфизм $101, индуцирует $16, ф\-автоморфизм элемента алг (ф165ф1) + с, 
а ф:0.ф' индуцирует $ф16,ф!-автоморфизм элемента а,г (ф101ф1). Поэтому, 
полагая 


и = ат (105ф:)- с, 9 = ат (ф101ф,), 
мы и получим прямое разложение а, = и -®, удовлетворяющее условиям 
1) и 2) теоремы. 
Пусть а, =и’-4 9’ — другое прямое разложение элемента а,, удо- 


влетворяющее условиям 1) и 2) теоремы. Тогда, согласно лемме 11, бу- 
дем иметь: 


’ = аг (165$!)  и'с, 9’ = алг ($10; ф!) { 9. 


Но так как 5’ < алг (ф,0:ф1), то 9’с = 0 и поэтому 
%’ = аг ($10141) = ®, 
а так как с = си’ -- с5', то с = си’, т.е. си’, и поэтому 
и’. — алг (ф10.ф,) -- си’ = алг (1651) {- с = и. 


Мы доказали, что и’ =цит’ =ь. 
Теорема доказана. 


ТЕОРЕМА 7. Если в паре прямых разложений (1) единицы правильной * 
и полной структуры 5 


а: = Па - Па, 
то пара прямых разложений (1) обладает каноническими продолжениями. 
а =п:. + П:2, @а2 = П21- ИП», 
Ы =та- ть, 62 = тэ-- ть». (18) 


Доказательство. Пусть условия теоремы выполнены. Тогда, 
согласно лемме 12 работы (2), эндоморфизм ф,6;ф. индуцирует автоморфизм 


элемента п:!, а эндоморфизм $;0.ф, индуцирует автоморфизм элемента п1о; 
поэтому, по теореме 1, имеем: 


а» = а» (65 + п.1)-| а» (В, 12), 
и = п: 6, 6, (а, + п), =, (аз - па) п,.6.. 


* См. работу (3). 
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На основании леммы 10 работы (°), п;:6, < т, и, аналогично, т:1Ф! < па. 
Следовательно, 


п11 = П:101Ф: < т11$, < па, 


` т.е. 7т::ф: = п:1. Отсюда имеем: 


т11ф101 = п 0: 
или 


тат = п: 16). 
Покажем теперь, что 


В: (а - паз) < та». 
Действительно, 


[6; (а, + П12)] 0:$10, < 
< (а» + па.) $16, = а2ф.0, + й22ф10, = па, 


следовательно, 


: [6: (а + п.э)] 8,16, < па2б1. 
Но так как 


со 
к 
Па = > та 
= 
то, по лемме 2 работы (2), будем иметь: 
со 
(К) 
п; = У 2 61. 
= 
Далее, согласно лемме 1 работы (?) и определению элементов п®, получим: 
* 2 и) к = 
п, (6.616,) = тп фа, (6:$:6,)° = па» (9,$16,) `.0, = 0 


и поэтому 


Таким образом, 


со со 
р (®) (К) 
п120, = У по 0, < > Пи = Та, 
&=1 К=1 
т. №. 
71201 < т. 
Следовательно, 


< [6; (а5 + пл2)] 91640, < та», 


а так. как структура правильная, то 


Б; (а - паз) < та». 


Умножая равенство 6, = т. 1-6, (а. - п:2) на т:., получим, очевидно, 
1 11 1 
что | 
та» = В, (пз + паз). 


Аналогично доказываются равенства 


Тз1 = П126», таз = 65 (а - пл). 
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Легко видеть, что 


у [65 (а» + п.1)] Ф2 = аз (6 + пал), 
[6; (а» + п:2)] Фа = а» (В + п). 


Очевидно, что т»эф» < И.о, а т,2Ф. < па. Поэтому, как и выше, будем 
иметь: 


Пза = а» (6 - п, 1), Н = а» (6, - пи). 


Таким образом, мы построили продолжения (18) для двух прямых раз-_ 


ложений 1 =а 1 а, = 11 6.. 

То, что они будут каноническими, следует из теоремы 1. 

ТЕОРЕМА 8. Если в паре прямых разложений (1) единицы полной струк- 
туры 5* а, = п: + п.., то разложения (1) обладают единственными ка- 
ноническими продолжениями (18). 

Доказательство. Существование продолжений (18) следует 
из теоремы 7, так как полная структура 5* является и ‚правильной (см. 
лемму 7 работы (3)). 

Единственность канонических продолжений следует из теоремы 1 и 
леммы 10. 

Следствие. Если в паре прямых разложений (1) единицы структу- 
ры 5 прямое слагаемое а, = п® 1 п®, то разложения (1) обладают един- 
ственными каноническими продолжениями 


К) + (К) пе) МЗ, 
а = пи + И», @ = пу + Пл, 


к) .- к: 
Ы = м: т, 6, = то а 


(Здесь полнота структуры не предполагается, так как определение эле- 
ментов п®, п®), т) и т®) не требует полноты структуры; см. доказатель- 
ство леммы 4 работы (?).) 

Существование этих продолжений вытекает из теоремы 7, так как струк- 
тура правильная (см. замечание 1 к определению 4 работы (3)), а един- 
ственность следует из теоремы 8. 

ТЕОРЕМА 9. Если один из отмеченных эндоморфизмов \ двух’ произ- 
вольных прямых. разложений (1) единицы полной структуры 5° является 
А-расщепляющим или |-расщепляющим, то и остальные отмеченные эндо- 
морфизмы этих прямых разложений являются соответственно такими 
же эндоморфизмами.! 

Доказательство. Справедливость теоремы относительно 
А-расщепляющих отмеченных эндоморфизмов следует из теоремы 7 и 
леммы 6. 

Пусть теперь, например, отмеченный эндоморфизм \ = Ф1091$102ф1 пря- 
мых разложений (1) является -расщепляющим. Тогда, согласно теореме 7 


и лемме 6, прямые разложения (1) будут обладать следующими продол- 
жениями: 


а1 = П: ра Са, › а = По - Са, 
Ы = тс, 6 


т -- Сь,, 
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где 


Сы = Со. СБ, == 6505; са, = 6 


и элемент с., является \-автоморфическим. 
Покажем, что элемент сь есть 01$101ф20:-автоморфический. 
Действительно, пусть для 2 « с, выполняется неравенство 


29.106, < т; 
тогда 
(26,10,$-6,) ф < 2$, < сы Ф1 = са. 
Отсюда, согласно условию теоремы, следует: 


(261) Ф10:105ф: = 241. 
Применяя к левой части последнего равенства лемму 1 работы (?), 
будем иметь: | 
19,$:0:$>60:ф: = 21. 
Прибавляя к обеим частям этого равенства а>, получим, в силу модуляр- 
ности структуры: 


20,ф161 20, -- а, = 2 [а.. 


Умножая это равенство на сь, и учитывая при этом, что сь,-аз = 0 
(см. лемму 1), будем иметь: 


291 ф:0:ф-6: = $, 


что и доказывает наше утверждение. 
Относительно элементов Сь,, Са, Доказательство проводится аналогично. 


$3 

Определение 5. Назовем эндоморфизмы ф:0;фь, 0;$:9;, &, 1=1,2, 
регулярными эндоморфизмами пары прямых разложений (1) единицы струк- 
туры о. 

ТЕОРЕМА 10. Если по крайней мере для одного регулярного эндомор- 
физма | любой пары прямых разложений единицы структуры 5 с двумя 
слагаемыми каждое существует такое целое положительное число 1, что 
эндоморфизм |. индуцирует автоморфизм элемента 11, то два произволь- 
ных прямых разложения единицы структуры 5 с конечным числом прямых 
слагаемых каждое обладает прямо подобными продолжениями. 

Доказательство. Пусть 1 = аа, =61-6, — два произ- 
вольных прямых разложения единицы структуры 5, и пусть, например, 
для | = ф!0:ф, существует такое целое положительное число #, что эндо- 
морфизм 1 индуцирует автоморфизм элемента 11], тогда, согласно теореме 7 
работы (1), эндоморфизм 1 будет А-расщепляющим и 


= (1) т, 
Так как 11 < а1, то, согласно модулярности структуры, будем иметь 
а = @1.Ё (1%) с, 


где с = 4". Но, как следует из доказательства леммы 12 работы (2), эндо- 
морфизм $19 291 индуцирует автоморфизм элемента ал. К (1), а по условию 


746 Е. Н. МОЧУЛЬСКИЙ 


ЕО АЕ ВО Е Е 


теоремы эндоморфизм $ф!0:ф, индуцирует автоморфизм элемента с. Следо- 


вательно, в структуре 5 выполняется гипотеза расщепления, и ‘справед- 


ливость нашей теоремы вытекает из теоремы 4. 

Учитывая теорему 20 работы ('), можно заключить, что теорема 10 
является обобщением следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 14. Если по крайней мере для одного отмеченного эндомор- 
физма 1 любой пары прямых разложений единицы структуры 5 с двумя 
слагаемыми каждое существует такое целое положительное. число 1, что 
эндоморфизм т индуцирует автоморфизм элемента 11\, то два произволь- 
ных прямых разложения единицы структуры 5 с конечным множеством 
слагаемых каждое обладают прямо подобными продолжениями. 

Доказательство. Пусть 1 = @1-- а2 = 61-4 62 — два произ- 
вольных прямых разложения единицы структуры 5, и пусть, например, 
для отмеченного эндоморфизма 1 = $ф16:ф:9.ф, этой пары прямых разло- 
жений существует такое целое положительное число 1, что эндоморфизм 1 
индуцирует автоморфизм элемента 11. Тогда, согласно] теореме 7 рабо- 
ты (г), эндоморфизм п будет А-расщепляющим и 


1 = (19) т. 
Так как 117 < а1, то 


Каз = ак (19 с, 


где с = 117. Отсюда имеем: 


аз = ааК (11)-- аа (12) Ес, 


где т: = ф:0:ф. и 1. = $10 ›ф1. Так как эндоморфизм 1› индуцирует авто- 
морфизм элемента а.К(1'), а эндоморфизм 1: — автоморфизм ак (1) 
и элемент с удовлетворяет условиям 2) и 3) определения 3, то тем самым 
мы показали, что в структуре 5 выполняется гипотеза А-расщепления. 
Но так как гипотеза А-расщепления является частным случаем гипотезы 
расщепления, то справедливость нашей теоремы вытекает, из теоремы 4. 

Теорема 11. является усилением теоремы б работы (2). |< 


ТЕОРЕМА 12. Если хотя бы для одного регулярного (отмеченного) | 


эндоморфизма \ любой пары прямых разложений единицы структуры 5 
двумя  слагаемыми каждое существует таксе целое положительное число 1, 
что 


= в (9) = (8), 


то два произвольных прямых разложения единицы структуры 5 с конечным 
множеством слагаемых каждое обладают прямо подобными продолжениями. 

Доказательство. Пусть для какого-либо регулярного (отме- 
ченного) эндоморфизма 1 произвольной пары прямых разложений единицы 


структуры 5 с двумя слагаемыми каждое 
= МН и (1) = Е (И; 
тогда, согласно лемме 6 работы (1), 


те (и) = 0. 
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Пусть для 5 < М выполняется равенство 24 = 0; тогда х < А(). 
и поэтому 


т < МИА (п) < МИ (1) =0, 


откуда следует, что х = 0. ; 

Мы получили, что эндоморфизм \ индуцирует автоморфизм элемента 
1". Таким образом, справедливость теоремы для регулярного эндомор- 
физма следует из теоремы 10, а для отмеченного — из теоремы 11. 

Следствие 1. Если хотя бы для одного отмеченного эндоморфизма 
| произвольной пары прямых разложений единицы структуры 5 с двумя 
слагаемыми каждое существует такое целое положительное число 1, что 
17 = 1, и если структура 5 (п), где и = 1\, удовлетворяет условию 
А)работы (т), то два произвольных прямых разложения единицы структуры 
5 с конечным множеством слагаемых каждое обладают прямо подобными 
продолжениями. 

Доказательство. Пусть условия следствия выполнены. То- 


гда, так как 
Те | 4%. А (99) = 19| 0, 


будем иметь, согласно условию А): 
ще. (1 = 0. 
Отсюда, в силу леммы 6 работы (!), получим: 
К (1) = А (1). 
Утверждение следствия вытекает теперь из теоремы 12. 
Следствие 2. Если по крайней мере для одного отмеченного эндо- 
морфизма | произвольной пары прямых разложений единицы структуры 5 
с двумя слагаемыми каждое существует такое целое положительное число 1, 
что Ё (1) = Е(ПЕт) ,и если 1 | (1) удовлетворяет условию В) работы (!), то два 
произвольных прямых разложения единицы структуры 5 с конечным мно- 
жеством слагаемых каждое обладают прямо подобными продолжениями. 


Доказательство. Пусть условия следствия выполнены. Так 


как 
1 А (1%) == М |0, 


то 1" | 0 удовлетворяет условию В). С другой стороны, 
19] 11е- К (а = Ат |0; 
поэтому, согласно лемме 6 работы (!), имеем: 
Че. А (1) = 0. 
Следовательно, на основании условия В), 
1 = 11. 


Утверждение следствия вытекает теперь из теоремы 12. 

Из теоремы 12 непосредственно вытекает 

Следствие 3.. Если хотя бы для одного отмеченного эндоморфизма 
и произвольной пары прямых разложений единицы структуры 5 с двумя 
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слагаемыми каждое структура 5. (1), где и = 11, обладает главным ря- 
дом, то два произвольных прямых разложения единицы структуры 5 с ко- 
нечным множеством слагаемых каждое обладают прямо подобными про- 
должениями. 

ТЕОРЕМА 13. Если хотя бы для одного регулярного эндоморфизма 1 
любой пары прямых разложений единицы полной структуры 5“"* с двумя 
слагаемыми каждое существует такое целое положительное число 1, что 
11 есть элемент 1-цепи Леви, то два произвольных прямых разложения 
единицы полной структуры 5*** с конечным множеством слагаемых каждое 
обладают прямо подобными продолжениями. 

Справедливость этой теоремы следует из теоремы 16 работы (!) и теоре- 
мы 10. 
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‚ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (4961), 749—754 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


К ВОПРОСУ О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ДРОБНЫХ ЧАСТЕЙ ЗНАЧЕНИЙ 
МНОГОЧЛЕНА 


Доказана некоторая теорема, характеризующая равномерность рас- 
пределения дробных частей значений многочлена. 


Обозначения. п — целое, п > 4, \ =1, т — целое положи- 
тельное, &„,..., а: — вещественные, } (12) = аи”... - ох. 

Для вещественных А и В с условием 0 < В — А < обозначение 
А << В (шо@ 1) показывает, что при некотором целом 4 имеем 
А-а: < В -а. 

р > 1, х пробегает возрастающую последовательность (2) целых чисел 
(например, числа натурального ряда, простые числа и т. п.), р. — число 
всех членов последовательности (2) с условием 0 < х < р, ар, (А, В) — 
число тех членов с таким же условием, для которых имеьм А <} (1) < 
< В (то 1). Наконец, 


Уве = ‚>. е?тт/(х), 


0<х<р 


Целью этой работы является доказательство некоторой общей теоремы, 
показывающей, что при достаточно малом положительном 9, меньшем 0,5, 


из П-мерного куба 0 < о, <1,...,0 < а, < 1 можно выделить неко- 
торую область, которая содержит все без исключения точки (9,..., 0) 
этого и-мерного куба с условием, что при каких-либо А и В выполняется 


неравенство 
| р: (А, В) — (В —А)р:| > Зр'®, 


и объем которой при неограниченном возрастании р весьма быстро стре- 


мится к нулю. 
ЛЕММА 1. Пусть 1 — целое положительное, 


р; РЕ и Ре Ь == [м | п (п ег 1) | 1 к 


Тогда 
и т ыа 201 — Ве. (1—5) ) 
Вы Я 4о,... да. «Гр Е 
0 0 
и 
Доказательство. Положим Р, = (2п)?" ”`. При р > Р, эта 


лемма является видоизменением теоремы работы (*), которое получается 
путем лучшего использования формул, содержащихся в последних четырех 
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строках стр. 583. Докажем эту лемму полностью, применяя метод индук- 


ций. : 
Пусть лемма полностью верна при некотором 1. Тогда при р < Ру 


найдем: 


1 = 
/ р Е И 05 


Фен 


0 0 0 
251 11— ео. вы у ) 
< Пр ) 
причем. будем иметь: 
си ыы а а ан 
Бр < 1-1 = 1 
Не ме аа о, 9тя--и2Н--1) ум 
РР 


Поэтому лемма остается верной и после замены [ на { -{ 1. 
Но лемма полностью верна при [1 = 1. Действительно, при р <Р, 


найдем: 

1 ИВ 

\. :\| Г. ОЖ < р", 

0 0 
причем будем иметь: } 

ЕЕ. 
20: Р.? 
р 1 


= 2.9? 


(1—1) 
РР 


Следовательно, лемма полностью верна и при любом [. 


ЛЕММА 2. Пусть 1, В = ШК, 9 а 


р 2 3 
А, БЕ ИООВУАЬ 
ь 
Тогда из п-мерного куба 0 < а < 1,. ‚ О а, < 1 можно выделить 
область @’ с объемом, не а, 
и пеи-но 
О’р 2 з 
содержащую все без исключения точки („,..., а) этого п-мерного куба 
с условием 
| ре (1) 


Доказательство. При А < 1,96 лемма тривиальна, так как 

в этом случае ^’ < 0. Поэтому будем предполагать, что А >> 1,96. Пусть 
= [ий], с = ий — 1. Упомянутый в лемме п-мерный куб можно раз- 
` бить на одинаковые и-мерные параллелепипеды, длины ребер которых 
настолько малы, что модуль разности значений |7 ее отвечающих 
двум точкам одного и того же параллелепипеда, всегда не превосходит 
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разности между правой и левой частями неравенства леммы 1. Областью 
<’ будем считать область, образованную всеми теми малыми параллеле- 
пипедами, которые содержат хотя бы одну точку с условием (1). Пред- 
ставляя объем области ©’ в виде О’Е, согласно лемме 1 легко найдем: 


с рвы 25 — не, 


ЕЦ 


(—а-—5)Г) 


й 


а—в) д ы 
Вера ) @ = (1 —*) Уве, 
/ 4пВ 


45 
И 9 4 т: т 
_ в 1,3. 
«гея у) + (4% —— +1) & < Бр 


хе П®ЕО 
Ро - 


’ 


Прамер. Полагая А = 2,5, убедимся, что объем области ©’, содер- 
жащей все точки п-мерного куба Оо, <1,..., 0% а, < 1 с условием 


РА р, 
будет 
о п(п-1) 
< (12п)"р » 
ЛЕММА 3. Пусть а и В — ЖЕ 
ОА: — 9.5, <В-—-а<1р-— А. 


Тогда существует периодическая фунвция\ (2) с периодом 1 и с условиями: 
1. ф (2) =1 в интервале а - 0,5А < = <В-— 0,54; 
<фТ (2) < 1винтервале х — 0,5А << а + 0,5А и в интервале 
В — 0,5452 В + 0,54; | 
3. ф (2) =0 в интервале В + 0,5А < < 1+ а-— 0,54; 
4. { (2) разлагается в ряд Фурье вида 


$ (2) =В —а- > (ат с03 21т2 -- бы зш 2лт2), 
10=1 
где 


Е а 


лт' лт 


[о вия» 116 Заря < 


Доказательство. Эта лемма является следствием при г = 1 
леммы 12 гл. 1 книги (?). 


ТЕОРЕМА. Пусть > 1 Е ши 6 =-1 


р ра ит м, = 1 защ р -Е 55 


Гогда из п-мерного куба 0 < в <1,...,0 «а: <1 можно выделить 
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область © с объемом, не превосходящим 


<> 


т типо. 
Эр НК 


содержащую все без исключения точки (в1,..., ал) этого п-мерного куба. 
для которых при каких-либо А и В с условием 0 < В — А < 1 выполняет- 
ся перавенство 


|2: (А, В) — (В —4) р: | > Зр- 


Доказательство. Мы будем пользоваться леммами 2 н 3 
и их обозначениями, причем положим 


. 61 602 
Г, МЫ Е, но, 


При А < 2 теорема тривиальна, так как в этом случае ^ < 0. Поэтому 
будем предполагать, что А >> 2. 

Область ©® мы построим следующим образом. При заданном т вооб- 
разим фигуру, подобную п-мерному кубу, разбитому на п-мерные парал- 
лелепипеды, рассмотренному при доказательстве леммы 2, но с длинами 
ребер, уменьшенными в т раз. Объемы нового куба, каждого нового 
параллелепипеда, а также области О„, в которую перейдет область ©’. 
будут меньше прежних в 77” раз. Прежний п-мерный куб может быть 
разбит на т” таких новых кубов. Совокупность ее, о„ всех этих 
новых кубов назовем областью ОФ. Объем области @„ равен объему 
области ©’. Областью © будем считать общую часть областей ©’, отве- 
чающих значениям т, не превосходящим М:. Объем области © будет 


ое 
ЗРЯ м 1 


и, следовательно, не будет превосходить указанной в лемме границы, 
так как 


1 птл- 


60 4,3 ол ы 50 В 

и. о : 
Пусть О%В —А<1—2А и точка (0и,...94) п-мерного куба 
Об<<1,..., О «а, <1 не принадлежит области ©. Тогда ири 


т < М, будем иметь: 


Фи < рев», со; 2лт] (=) | = У яп 21 (х) | р ол —&, 


0<х<р ` 0<х5р 


а при т >> М, правую часть последнего неравенства мы можем заменить 
произведением И2р. 3 


Полагая а = А — 0,5А, В =В- 0,54 ‚и ‘замечая, что В — х = 


= В —А- А, согласно лемме 3 будем иметь: 


2 мет 


0<%<р 
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и м 5® 2 < \ 21 

Е = 
р 
0<т<мМ М<т< М, т> М! 


У8 


ты 


М 
о, ( ат тат 
аи \ Ры: \ |). 
у = Е | ЗА т дих) 
И 


Г: 6 8 
и аще Е 


Но легко находим: 


У8 шЕ- 2,94 УЗ 6 би Ре 
т 10.2 & пл пав < 3 ЕО: 


Следовательно, 


р: (А, В) < (В — А) р, + Зре 5. (2) 


Аналогичным путем при 2А «В —А<\1, полагая а=А —- 0,5 А, 
В =В — 0,54, получим: 


р: (А, В) > (В —А) р, — Зрг5. (3) 
Поэтому при 24 «В — А<1— 2А будем иметь: 
Гры АВ) В — 4) 0: 92°. (4) 


При 90 %В —АЗ2А из неравенств 0 < р, (А. В) и (2), а при 
$ — 2 «ВА < 1 из неравенств р, > р, (А, В) и (3) снова получим 
неравенство (4). 

Пример. Полагая А = 3, убедимся, что объем области ©, содер- 
жащей все точки („,..., 01) п-мерного куба 0 < < 1,..., О<а<1, 
для которых при каких-либо А и В с условием 0 < В — А < 1 вынол- 


няется неравенство 
1 


1— 
р: (А, В) — (В —А) р, > Зр . 


_ 1 па) 
(Амир 2. 


не превосходит 


Замечание 1. Леммы 1 и 2, а также теорема останутся верными 
и в том случае, если функция ] (2) будет заменена суммою ] (2) -+ Е (х), 
где Р (1) — любая заданная функция, принимающая вещественные зна- 
чения для значений. х, принадлежащих последовательности (1). Это 
утверждение является следствием того тривиально доказываемого факта, 
что от указанной замены рассматриваемый в лемме 1 кратный интеграл 
может лишь или остаться равным прежнему, или же уменьшиться. 

Более того, леммы 1 и 2, а также теорема при надлежащем новом 
толковании символов р, и р\ (А, В), останутся верными и в том случае, 
если сумма Т» будет заменена суммою 

Юж Х 
0<х<р 

где т(1) — любая заданная функция, принимающая значения с условием 
| (1) |<1 для значений х, принадлежащих последовательности (2). 
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д ч , 
З‘амечание 2. Результат, аналогичный указанному в примере 
к лемме 2, отмечался мною раньше, например во введении к книге (2). 


па стр. 9. 
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ХАРАКТЕРИСТИКА АКСИОМАТИЗИРУЕМЫХ КЛАССОВ 
МОДЕЛЕЙ. П 


В работе рассматривается вопрос об эквивалентности двух систем 
аксиом’5, Т относительно системы аксиом К и дается усиление теоремы 
А. Робинсона осносительно с-устойчивости. Результаты работы (1) перено- 
сятся на формулы, содержащие свободные предметные переменные. 


Настоящая работа является продолжением работы автора (2) и работы 
А. Робинсона (!), в которой дается усиление теоремы Лося — Сушко. 
Д. А. Захаров, развивая идеи и методы А. Робинсона, усилил его. 
результаты и перенес их на случай классов аксиом вида 


АЕ а баг 


1 


В настоящей работе дается другое, на наш взгляд более простое до- 
казательство теорем А. Робинсона и Д. А. Захарова. В $ 4 результаты 
работы (1) переносятся на формулы, содержащие свободные предметные 
переменные. 


$ 1. Определения и обозначения 


Мы сохраняем все определения и обозначения из работы (?) и считаем 
их известными читателю. 

Пусть дана система К аксиом У. И. П. Система аксиом Н называется 
эквивалентной системе аксиом Т относительно К, если из систем Н, К 
выводима система Т и из систем К, Т выводима система Н: 


Н —Т (мод К). 


Это определение введено в работе (1). 

Через М (;) обозначается «класс моделей, определяемый системой 
аксиом У. Если 6 — некоторый класс аксиом и М -—- класс моделей, то 
М с 5Сл означает, что класс М может быть определен системой аксиом, 
принадлежащих о. 

Класс аксиом видимой степени / -- 1, начинающихся с\У, обозначает- 
ся через ПЕ.... Аналогично определяется класс ЕП .... 


— — иже. 
1 


$ 2. Теорема А. Робинсона 


Система аксиом Н называется 0-устойчивой относительно А, если для 
любой возрастающей последовательности моделей 9, # = 1,2,3,... 
из М (К) из соотношений 


ЭнЕМ (К, Н), 09 = МЕМ (К), 
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следует 
ем (Н). 


ТЕОРЕМА 1. Следующие условия эквивалентны: 
1) система аксиом Н в-устойчива относительно К; 
2) существует система Т аксиом вида ПЕ, эквивалентная системе Ы 


относительно. К. 
Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1) сле- 


дуег условие 2). Класс моделей М (К, Н) = М(ЮПМ Е аеономаз 
зируем, и по теореме Чжана [см. (3), теорема 7], имеем: 


Е = СР (ОМ (К, Н))) 6 ОЕСА. 


Класс [, описывается системой всех аксиом х вида ОЕ, истинных на всех 
моделях из [.. Эту систему обозначим через Т. Остается показать, что 


Т —-Н (вод К). 
Включение М (К, Н)`С- М (К, Т) очевидно.&Покажем. что 
М (К, Т) СМ (К, Н). 
Допустим, что существует модель 5% такая, что 
| %ЕМ (К, Т) —-М (К, Н). 


Тогда 
ест (Ц(М (К, Н)) 


и существуют такая модель 9%’, арифметически эквивалентная 9%, и та- 
кая возрастающая последовательность моделей 9%, 1 = 1, 2, 3, 
5 
ЗЕМ (К, Н), что %’ = |) %. Из условия 1) и определения 0-устой- 
4—1 
чивости следует, что 5%’ Е М (Н). Это означает, что 


М (КТемкк, ну 


М (К, Т) = М(К,Н) 


ИЛИ 


Т —Н (щвоа К). 

Докажем теперь, что из условия 2) следует условие 1). Пусть выпол- 
нено условие 2) и дана возрастающая последовательность моделей 9%, 
1 =1,2,3,..., таких, что %Е6М (К, Н), |] %6М (К). 

Из Н —Т (то4 К) следует, что %; 6 М (Т) и, в силу теоремы Лося — 
Сушко, |/% Е М (Т). Если |/%; Е М (К), то 

НАЗ МКТ) = М (К, ВН). 
Отсюда получаем: 


О Зе М (Н). 


т.е. система Н о-устойчива относительно К, что и требовалось доказать. 


АКСИОМАТИЗИРУЕМЫЕ КЛАССЫ МОДЕЛЕЙ (57 


В доказательстве теоремы {1 мы использовали следующие ‘факты: 

1. Существует оператор Р, ставящий в соответствие некоторой носле- 
довательности моделей 9, $ =1,2,3,..., из класса моделей М новую 
модель Р (%%;). 

2. Эквивалентность следующих условий: 

а) МЕ ОЕС)А, 


6) класс моделей М аксиоматизируем и класс М замкнут относитель- 
но операции Р, т.е. Р (М) С М, где 


РМ = {совокупность всех Р (5%), % Е М}. 


3. Если МЕАСА, то СТ(Р (М)) в ОЕСА. 

Используя это очевидное замечание, можно усилить теорему А. `Ро- 
бинсона и сформулировать ее в более общей форме. 

Пусть 5 обозначает некоторый класс аксиом и М 6 5Сд. Пусть Р (5%), 
ЕТ, обозначает оператор, ставящий в соответствие последовательности 
моделей 9%, Е Г, из класса М, удовлетворяющей некоторому условию [, 
некоторую модель Р (5%;). В зависимости от [, оператор Р может быть 
всюду определенным или частично определенным на М. Оператор Р 
может быть и многозначным. В последнем случае последовательности 
%:, ЕСТ, ставится в соответствие класс моделей Р (5%). 

Мы скажем, что класс моделей М замкнут относительно операции Р, 
если из %; 6 М, ЕЕ Г, следует, чтоР (5% ) с М {Р (8%) Е М, еслиР — од- 
нозначный оператор). 

В дальнейшем будем предполагать, что оператор Р удовлетворяет 
условию МСР (М), т. е. если 5 = 5%, Е ЕГ, то ЕР (5%). 

Допустим, что нами доказаны следующие две теоремы для данного 
оператора Р и класса аксиом 5. 

ТЕОРЕМА Г, — $. Следующие условия эквивалентны: 

1) МЕ5СА; 

2) МЕАСА ви Р(М)С М. 

ТЕОРЕМА Т — С. Если М Е АСд, то С: (Р (М)) Е 5СА. 

Из этих теорем легко получается следующее усиление теоремы 1 
(Робинсона). 

ТЕОРЕМА 2. Следующие условия эквивалентны: 

1) существует система аксиом Т, ТС15, эквивалентная системе 
аксиом Н относительно К, Н —Т (тод К); 

2) если все модели Эч, Е Г, принадлежат классу М (К, Н), то 


М (Т) ПР (4) СМ (В). 


Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1) сле- 
дует условие 2). Пусть система 7 аксиом вида 5 определяет класс моделей 
М (Т) Е 5Сли Н -— Т (то4 К). Покажем, что в этом случае имеет место 
условие 2). Пусть 6 М (К, Н), Е Е Г. По теореме Г — $, 


Р (М (Т)) см (Т). 
Из соотношений Т — Н (то4 К) и %; Е М (Т, Н) вытекает, что 


%нЕМ (К, Т) < М (Т) 
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и, следовательно, 

Р (5%:) С М (Т), 

М (ЮПР С М (КЮ ПМ (7) = МКК, 7) = МСК, Н), 
_МЮПРФ СЕМ (В. 


Докажем теперь, что из условия 2) следует условие 1). Пусть из 
93: ЕМ (К, Н), ЕСГ, всегда следует М (К) [| Р (8) С М (Н). 

Покажем, что в этом случае существует система 7 аксиом вида 5, 
эквивалентная системе Н относительно К. Рассмотрим Р-замыкание 
класса‘ моделей М (К, Н), т.е. Р(М(К, Н)) и Р (М (К, П)). 

По теореме Т — С имеем: 


СИР (М (К, Н))) С 5СА. 


Систему всех аксиом вида 5, истинных на С1 (Р (М (К, Н))), обозначим 
через Т. Покажем, что Н — 7 (шоа К). Очевидно, 


М (К, НСМ (Т) 


М (КНС М (К, 71). 


Если К, Т не влечет А, Н, то существует модель 9% такая, что 
%еМ(К, т) М(Е, Н). 
Но тогда‘ существует последовательность 9%, для которой 
9нЕМ (К, Н), Е ЕГ, и ЖЕСЦР (%.)). 
Из 5:6 М (К, Т) следует, что 
8 ест (Р (3%) ПМ (К)) 
и 
%еМ (НН), %ЖЕеМ (НОМ (Ю. 
Мы получаем: 
мк, Тс мск, Н, 
т. е. 
Н —Т (тоа К). 


Из этой теоремы следуют другие, аналогичные теореме Робинсона. 

Усиление теоремы Лося — Тарского. Определим 
оператор Р следующим образом: каждой модели 5% поставим в соответ-. 
ствие класс всех ее подмоделей Р (5%). Это будет многозначное отображе- 
ние. 

Пусть 5 обозначает класс всех универсальных аксиом (т. е. аксном, 
не содержащих квантора существования). В качестве теоремы Г, — $ 
возьмем утверждение, доказанное Тарским (4) и Лосем (5): 

Следующие условия эквивалентны: 

1) МЕ5СА = ОСА, 

2). МЕАСЛ и Р (М) СМ. 

В качестве теоремы Т — С возьмем утверждение, доказанное Тарским 
(“) и Чжаном (3): 

Если М © АС, то Р (М) ОСА. 

Из этих утверждений и теоремы 2 вытекает 


АКСИОМАТИЗИРУЕМЫЕ КЛАССЫ МОДЕЛЕЙ о. 


Следствие 1. Следующие условия эквивалентны: 

1) существует система Т универсальных аксиом, эквивалентная даиной 
системе Н аксиом относительно К, т.е. Н —Т (тоаК) и ТС И; 

2) для любой модели % 6 М (К, Н) всякая подмодель ® 6 5 (%), при- 
надлежащая классу М (К), принадлежит классу М (Н).: 

Теперь определим оператор Р так, что 


Р (5%) = ©, (5%) = {класс всех [-подмоделей модели 8. 


и через 5 обозначим класс аксиом ПЕ.... 


7 
Теорему Г — $ заменим теоремой 10 работы (?): 
Следующие условия эквивалентны: 


О ИЕ» ока 


1 
2) МЕАСл и & (М) СМ. 
Теорему Т — С заменим теоремой 11 работы (®): 


Если М Е АСл, то © (М) Е0Е... СА. 
о" Ее 


1 
Из этих теорем и теоремы 2 вытекает 


Следствие 2. Следующие условия эквивалентны: 
1) существует система Т аксиом вида ПЕ... , эквивалентная данной 
Ч н 1 
системе аксиом Н относительно К, т.е. Т-Н (тоа К) и ТЕОЕ...; 
С 


1 
2) для любой модели 5% из М (К, Н) всякая 1-подмодель % модели 9%, 


принадлежащая классу М (К), принадлежит классу М (Н). 


$ ей Приведение аксиомы к данному виду 


В работе (2) ив $2 настоящей работы мы рассматривали условие эк- 
вивалентности системы аксиом Н системе аксиом 7 определенного класса 
5. Возникает вопрос: если система Н содержит только одну аксиому, 
то каково будет условие эквивалентности Н одной аксиоме Т из класса 
5? Очевидно, ответ на этот вопрос зависит от свойств класса 5. 

Определение. Класс аксиом 5 назовем &-классом (\/-классом), 
если для любой конечной системы аксиом %,...,%\ из этого класса 
аксиома 3 &...&3[, (аксиома 9 \... \/%,) дедуктивно эквивалентна 
одной аксиоме класса 9. 

Классы ПО, Е, ОЕ, ЕЙ, ... являются &, \/-классами. Класс аксиом 
хорновского вида является &-классом, но не является \/-классом. 

Если аксиома 9 эквивалентна системе аксиом Я относительно А, 
9 — Н (то4 К), то система аксиом {К, Н 1%} противоречива. В этом 
случае, согласно теореме А. И. Мальцева (5), существует конечная под- 
система | 

АН, 
такая, что система {К. №.,...,йк, 19} не совместна. 

Очевидно, К, 9% влечет 1, &...&№: и № &...&1, К влечет 91. 
Следовательно, 

й.&...&ь — 9 (то К). 
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Если ИН есть &-класс, то Л = &...& ЕН и аксиома 9 эквива- 
лентна относительно А одной аксиоме 1 из Н. Это простое замечание 


позволяет из условия эквивалентности акспомы %${ системе У аксиом. 
класса 5 получить условие эквивалентности аксиомы 91 одной аксиоме %Ъ 


класса 5, если 5 есть &-класс. Приведем несколько примеров. 

Пример 1. Из следствия 1 теоремы 2, замечая, что © = О об- 
разует &-класс, непосредственно получаем 

Следствие 3. Следующие условия эквивалентны: 

|) для данной аксиомы существует аксиома % из 5 = И такая, что 
31 — 3 (тоа А); 

2) для любой модели % из М (5%, К) всякая подмодель % 65 (5%), при- 
надлежащая классу М (К), принадлежит классу М (9. 

Пример 2. Из следствия 2 теоремы 2, замечая, что 9 = ОЕ. 


1 
есть &-класс, непосредственно получаем 
Следствие 4. Следующие условия эквивалентиы: 
1) слществует аксиома 65 = ОЕ. .. ‚эввивалентиая данной ак- 


ОЙ 


сиоме У относительно К, т.е. % — % (шоа К); 
2) для любой модели % из М (К, У) всякая 1-подмодель % модели %, 
принадлежащая классу М (К), принадлежит классу М (%). 


$ 4. Приведение формул, содержащнх свободные переменные. 
к определенному впду 


Рассмотрим формулы У. И. П., содержащие предикатные символы 
[,.... Ру, т.е. формулы вида 


9 =: О... Чи аа Зы Пи ме Ро 


где 01, 05,..., От — сочетание кванторов, У:,...,У„— свободные 
переменные. Обозначим через ° определенный класс таких формул. На- 
пример, 5 может изображать класс 0 формул, не содержащих квантора 
существования, класс (Е формул сколемовского вида и т. д. 

А. И. Мальцев поставил задачу выяснить условия приводимости дан- 
ной формулы 9% (у1,..., У») к виду о, т. е. условия существования такой 
‘формулы % из класса 5, что формула Уу,,..., У» (4 — 3) выводима. 

В ряде работ эта задача при различных вариантах определения класса 
5 решается для высказываний, т. е. для п = 0 [см. (“), (7, (2), (8)]. Для 
5 = Ч (класса экзистенциальных формул) этот вопрос решен полностью 
А. Робинсоном ('). В этом параграфе показывается, что из решения во- 
проса для высказываний можно получить его решение для формул, со- 
держащих свободные переменные. 

Пусть дан класс формул 5, удовлетворяющий следующему условию: 
если формула 3 (а1,...,а,), содержащая постоянные а,,..., а», при- 
надлежит 5, то формула, полученная из % заменой а;,...,а»„ свобод- 
ными переменными, тоже принадлежит 5. Пусть также дана система К 
аксиом, не содержащих постоянных. Предикаты, встречающиеся в К, 
обозначим через Р.,...,Рх. 

Предположим, что доказана следующая теорема. 
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ТЕОРЕМА А. Следующие условия эквивалентны: 

1) высказывание У, не содержащее предикатов, отличных от Р.,...,Рь, 
приводимо. к виду 5 относительно К, т.е. существует высказывание 
3, 65, такое, что 9 — 3% выводимо из К; 

2) высказывание % удовлетворяет условию Р. 

Из этой теоремы легко получить нижееследующую теорему В, являю- 
щуюся усилением теоремы А для формул, содержащих свободные пере- 
менные. Для этого введем следующее определение. Мы скажем, что фор- 
мула 9% (у1,..., 1»), содержащая свободные переменные 9:,..., п 
и не содержащая предикатов, отличных от Р.,..., ЛР», удовлетворяет 
условию Р относительно А, если для любой модели % из М (К) и для 
любых элементов 4,...,а»„ из % высказывание 9 (а,,...,а)):удов- 
летворяет условию Р. 

ТЕОРЕМА В. Следующие условия эквивалентны: 


1) формула % (у1,...,\) Удовлетворяет условию Р относительио К; 

2) формула % (у, ..., у») приводима в виду 9 относительно К, т. е. 
существует формула %» (у1,..., 41) 65 такая, что формула 
Уу,, о (9 (т, и т) р % (9, 559 › Ую)) 


выводима из К. 
Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1) сле- 
дует условие 2). Пусть для модели % из М (К) и постоянных а1, 4э, 


..., © %, не встречающихся в 9(1,...,\„), высказывание 
% (а,,..., а») удовлетворяет условию ГР. Тогда, по теореме А, сущест- 
вует высказывание % (а,,...,а») вида 5 такое, что - 

вов с мск оао) 


выводимо из К. Вообще говоря. не обязательно, чтобы % содержало все 
константы 41, а», ... ал. Но если некоторых из них в % нет, то их мож- 
но ввести, рассматривая вместо 3 конъюнкцию % и какого-нибудь до- 
казуемого предложения, содержащего нужные констаны, и полученную 


формулу снова обозначить через » (а,,..., а»). Заменяя в 3 (а1, ..., ав) 
константы а1,..., а» свободными переменными 2,,..., 2, мы получим 
формулу % (51, ..., 1). Константы а1,...,а» не встречаются ни в 
9 (2,..-:°> 2), вив % (2.,..., 2). Из правил исчисления предика- 
тов следует, что тогда из А выводимо высказывание 

Ух, Ут (91 (ут, ..: ов) — 29 (4 сеотс и) 


ПР СА 

Докажем теперь, что из условия 2) следует условие 1). Пусть формула 
% (у:1,...,) приводима к виду ©, т. е. существует формула 
$ (/,..., У) 65 такая, что формула 


А ео О на) 


выводима из К. Тогда для любой модели % из М (К) и любого набора 
элементов а,..., а» из 5% имеем: 


ЗКат, ПЕ ОУ (у зан). 
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Это ‘означает, что формула У (а:,..., а») — % (а1,..., а») выводима 
из. По теореме А, высказывание % (а!,..., а») удовлетворяет усло- 
вию_Р, а высказывание 9 (у:,...,У„) удовлетворяет условию Р’ отно- 
сительно К. Теперь мы можем из теорем типа А, доказанных в работах 
(1), (2), (°), (3), получить теоремы типа В. 

Призедем несколько примеров. 

Пример 1. Пусть 5 обозначает класс Ч экзистенциальных фор- 
мул. В этом случае условие Р относительно К состоит в следующем: вы- 
сказывание У (а,...,а») удовлетворяет условию Р относительно К, 
осли для любой модели %ЖЕМ (К) из истинности % (а1,...,а,) в 
ЭХ следует истинность % (а,,..., а») во всех растирениях модели 5%, 
принадлежащих М (К». 

ТЕОРЕМА ТИПА А [Лось ($)]. Следующие условия: эквивалентны: 

1) высказывание У приводимо к виду 5 = Я; 

2) высказывание % удовлетворяет условию Р. 


Формула %(т,...,5х,) называется устойчивой относительно К, 
если для любой модели 5% из М (К) и любого набора элементов а1,..., а» 
в % из истинности: 9 (а,,..., ал) в % следует истинность %`(а1,...,а„) 


во всех расширениях модели 9%, принадлежащих М(К). 
В качестве теоремы типа В мы получаем 
Следствие 1 [Робинсон (?)]. Следующие условия эквивалентны: 


.1) формула % (11,..., 2ь) устойчива относительно системы аксиом К; 
2) существует формула % (т1,..., т) Е Я такая, что из К выводима 
Формуиа- М пыль ОБЬ Та © она 


Пример 2. Пусть 5 = О обозначает класс всех универсальных 
формул. В этом случае условие Р означает следующее: аксиома 5 удов- 
летворяет условию Р, если из истинности % в модели 5% следует ее ис- 
тинность во всех подмоделях %, Ех (9%) ПМ (К). 

Используя в качестве теоремы типа А следствие 3 теоремы 2, мы по- 
лучаем в качестве теоремы типа В 

Следствие 2. Следующие условия эквивалентны: 

1) существует формула 3% (т,..., 1) Е ПИ. такая, что формула 
М а Я а Ма) = В р гии бо енота о. 

2) формула % (х,,..., т) удовлетворяет условию Р относительно К, 
т. е. для любой модели % © М (К) и любых элементов а1,..., ал из 
из истинности высказывания У (а1,..., а») следует истинность выска- 
зывания 9% (а:,..., а») во всех подмоделях модели %, принадлежащих 
М (К. 

Пример 3. Из следствия 4 теоремы 2 получаем 

Следствие 3. Следующие условия эквивалентны: 

1) существует формула % (х,..., м) Е ПЕ... ‚ эквивалентная дан- 

—— 
ной формуле 9% (11,..., т) относительно К, т.е. формула 


Уз, Зе 7 (97 (1, Е: ‚ „) — 3 (21, кра ‚ Фи)) 
выводима из Ки 


2) для любой модели % из М (К) и любого набора элементов а1, О 
из 5% высказывание %(а,...,а„) таково, что ‘если % (уе: Ро ан 
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тинно в %, то всякая 1-подмодель % модели 9%, содержащая элементы 
а,..., а, и принадлежащая классу М (К), принадлежит классу 
ИС {авик ви @)): 

Пример 4. Из теоремы Робинсона получаем 

Следствие 4. Следующие условия эквивалентны: 

1) существует формула % (21, ..., т) в ОЕ, эквивалентная $ (х,..., т») 
относительно К, т. е. формула М 21,..., м, (9 (х1,..., Зет В (чьи) 
выводима из К; ь 

2) для любой модели 5% из М (К) и любого набора элементов Е оо 


высказывание 3 (а1,...,а») таково, что для любой возрастающей после- 
довательности моделей %, + = 1,2, 3,..., содержащих элементы 
а1, а»,...., а, и принадлежащих М (К, % (а1;...,а,)), из |] 9% ЕМ (К) 
следует, что |]; Е М (% (а,...,а,)). 

Формулы хорновского вида. Формула 91 (21,..., т), 
содержащая свободные переменные 21:,..., 5х). называется хорновской, 


если она имеет вид 


к [5 
О, о 9 а. & а 1 — ь , 
ЕЕ 


1=1 


где 0; В; — основные предикаты без знака отрицания. 
В работе (8) было доказано следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА. Следующие условия эквивалентны: 
1) аксиома % эквивалентна аксиоме % хорновского вида; 
2) для любых двух моделей %:, 5% из М (90 существуют 95-предикаты 
О Фоманае, что о: СА в № 1=12 5х5. Сс Ах %%.. 
Используя эту теорему в качестве теоремы типа А, мы можем получить 


в качестве теоремы типа В условие эквивалентности формулы 91 (я1,.,., тн), 
содержащей свободные переменные 2:,...,х,, формуле % (11,..., 4.) 
хорновского вида. 

Мы скажем, что формула 9 (7.,...,2,) 45-замкнута, если для лю- 
бых моделей 5% = <М,...», содержащих элементы а1,..., а), в ко- 
торых 9 (а1,..., а») истинно, существуют 5-предикаты ©; в %, состоя- 
щие из точек вида (а1,..., Е Е 

а а О, Ме, О, Мо Оли, жи 


такие, что 5; С А, # = 1,2, в из хоэ. С Ав 9%, ЖЖ, где 


5152 ге {(Сал, а1>, Ат «ат, аи>, < О:хь И ха, р *-8 к 
Пусть формула %(21,..., 9») эквивалентна формуле хорновского 
вида З (21,...,2)), т.е. выводима формула 
ее ео) 
Для произвольной модели % и любого набора элементов а:,..., а 
из М высказывание % (а,..., а») — % (а1,..., а») истинно. Если 
в двух моделях 5%, 9, содержащих элементы @,...,а„,  ис- 


тинно высказывание 9 (а1,..., а»), то в этих же моделях истинно 
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высказывание 3% (а,,...,а,). Высказывание’ % (а1,..., а»), по пред- 
положению, хорновского вида и, следовательно, 45-замкнуто. Это озна- 
чает, что формула % (21,..., 92») 95-замкнута. Отсюда и из эквивалент- 
нобти М х,..:, 2. (4 (21,..., 4.) — % (21,...,.2,)) следует, что фор-. 
мула Ч (11, 1.,..., 2.) тоже 45-замкнута. 

Мы показали, что если ‘формула % (1.,...,2,„) эквивалентна хор- 
новской формуле % (1,,...,2,), то формула У (21,..., 2») 95-зам- 
кнута. Докажем обратное утверждение. Пусть формула % (71,..., 2) 
95-замкнута. Возьмем элементы а1,..., а», не входящие в % (21, ..., %). 
Для них формула 9 (а1,..., а») 45-замкнута и, следовательно, при- 
водима к хорновскому виду, т. е. существует формула ® (а1,...,а,) 
хорновского вида такая, что формула 3% (а1,..., а») — % (а1,..., а») 


выводима в У. И. П. Но тогда, по правилам исчисления предикатов, 
выводима формула 
Мо оби сс екон 
Мы получили 
Следствие 5. Следующие условия эквивалентны: 
1) существует формула % (11,..., 2) хорновского вида такая, что 


формула божия, Е, 3. р рь ЦЕ.) модеме, 
2) для любого набора элементов а1,..., а, в %.(11,..., хи) выска- 
зывание У (а1,..., ал) 95-замкнуто. 


Автор выражает искреннюю благодарность А. И. Мазь за поста- 
новку проблемы, а также А. В. Гладкому. за ряд ценных замечаний 


советов при редактировании работы. 
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А. Б. ЖИЖЧЕНКО 
О ГРУППАХ ГОМОЛОГИЙ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ: МНОГООБРАЗИЙ 


В работе вычисляются равги групп Бетти проективных и аффинных 
алгебраических многообразий и указывается геометрический смысл образу- 
ющих этих групп. Передоказываются теоремы Лефтетца, Фари и Уоллеса 
о гомологическом строении алгебраических многообразий. 


Введение 


о В работе изучается гомологическое строение алгебраического много- 
образия в классическом случае (основное поле — поле комплексных чи- 
сел). 

В $1 вводятся основные обозначения и приводятся результаты (без 
доказательств), на которые, в основном, опирается дальнейшее изложе- 
ние. 

В$2 рассматривается геометрическая картина гомологического строе- 
ния аффинного алгебраического многообразия; в частности, приводится 
более простое доказательство некоторых теорем Лефшетца, Фари и Уол- 
леса |см. (1), (°), (®), (1. 

В $3 приводится доказательство основной теоремы о прямом разло- 
жении группы гомологий гиперплоского сечения проективного алгебра- 
ического многообразия и естественный аналог этой теоремы для аффин- 
ного случая. 

В $4 вычисляются ранги групп гомологий аффинного и проективного 
алгебраических многообразий и указывается геометрический смысл 
соответствующих групп. 

Все рассматриваемые в работе группы являются конечномерными 
векторными пространствами над полем комплексных чисел. Если Н — 
некоторая группа, то через ДН обозначаем ее рапг; если рзнг равен еди- 
нице, то пишем НА. 

Гомологии рассматриваются с произвольными носителями. 

Всегда, когда встречается утверждение, что некоторые циклы а, В, 
1,... порождают группу гомологий, под этим, естественно, понимается, 
что соответствующие классы гомологий порождают эту группу. Цикл и 
соответствующий ему класс гомологий обозначаются (как правило) одной 
и той же буквой. 

В работе широко используется метод коммутативных диаграмм; до- 
казательство коммутативности проводится во всех подробностях лишь 
в двух—трех случаях. В остальных случаях доказательство коммута- 
тивности либо тривиально следует из аксиом, либо содержится. в цитиро- 
ванной литературе, либо может быть проведено аналогично разобранным 


случаям. 
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$ 1. Определения и предварительные сведения 


Пусть РМ — М-мерное комплексное проективное пространство, 
И!" — неособое проективное алгебраическое многообразие размерности п, 
расположенное в Р№, а РМ? — (М — 2)-мерное. линейное подпростран- 
ство РМ. Рассмотрим линейное семейство Я гиперплоскостей, проходя- 
щих через Р^-?. Эти гиперплоскости будут высекать на многообразии 
И!" линейное семейство гиперплоских сечений (подмногообразий раз- 
‘`мерности п — 1), которое мы также будем обозначать через =. Очевид- 
но, что если Р' — прямая в РМ\, не пересекающаяся с РМ-?, то семействе 
= параметризуется точками Р*. Ясно, что любые два гиперплоских се- 
чения семейства Я будут в своем пересечении содержать подмногообразие 


Ри РЕЙ 


и только его, но, возможно, ‘с некоторой кратностью. Подмногообразие 
р”? < И/" назовем базисным многообразием семейства =. О семействе 
= будем говорить, что оно соответствует линейному подпространству 
РМ-—2 (поскольку полностью им определяется). 

Любое неособое алгебраическое многообразие И” в Р”№ можно так 
бирегулярно отобразить на многообразие И”С РУ, М> №’, что в 
пространстве РМ найдется подпространство Р№-° такое, что семейство =, 
соответствующее этому подпространству, будет удовлетворять следую- 
щим условиям (условия А): 

А1. Все гиперплоские сечения семейства & являются неприводимыми 
алгебраическими подмногообразиями. 

А2. Лишь для конечного числа точек 11,..., 1, ЕР" (где Р' — не- 
которая раз варсегда выбранная прямая в РУ, Р'[Г]Р№-? = 0, парамет- 
‚ ризукшая семейство =) соответствующие гиперплоские сечения семей- 


ства = являются особыми алгебраическими подмногообразиями; под- 
многообразие, соответствующее точке 7;, будем обозначать через Й’.. 


а 1 > 

[=1,...,| (вообще, если К С.Р’, то через У (К) будем обозначать 

множество гиперплоских сечений, соответствующих точкам | ЕК). 
АЗ. Каждое из подмногообразий И’, ..., "’, имеет в точности 


одну особую точку, которая является обыкновенной квадратической осо- 
бенностью на соответствующем подмногообразии. Через с; обозначаем 
особую точку гиперплоского сечения и 


А4. Ни одна из точек с, &=1,... ‚й, не лежит на базисном под- 
многообразии Р”? = И/"П]Р№-2, которое предполагается неприводимым. 

А5. Если И’ и Ив — гиперилоские сечения семейства &, то И/„ [| Ив == 
= Р" *, т. е. в пересечение любых двух гиперплоских сечений базисное 
многообразие входит с кратностью 1. ` 

Всюду в дальнейшем мы будем рассматривать бирегулярную модель 
многообразия, удовлетворяющую условиям А. Подобное расслоение на- 
зовем нормальным проективным расслоением. | 
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Выберем систему координат в РМ следующим образом: 

1. Бесконечно удаленная гиперплоскость Р.ь, задаваемая уравнением 
20 = 0, содержит Р№-2; РМ-—2 СР... 

2. Точки с,...,с, не лежат на Р... 

3. Точки 71,...›„Ть не лежат на’ Р.». 

Рассмотрим /-мерное . аффинное комплексное пространство 


С" = ВУыяра 
и п-мерное аффинное алгобраическое многообразие 
ууу 


Заданное нормальное проективное расслоение И” индуцирует рас- 
слоение аффинного многообразия У”; гиперплоские сечения этого рас- 
слоения булутпараметризованы точками Р' — Р» = С' — плоскостью 
Коши и не будут пересекаться в силу условия 1 выбора системы коор- 
динат в РМ. Это расслоение аффинного многообразия У” будет также 
удовлетворять условиям ›А1, А2, АЗ; такое расслоение мы назовем нор- 
мальным аффинным расслоением. 

Нормальное аффинное расслоение можно определить также заданием 
на многообразии У” аналитической функции ], удовлетворяющей сле- 
дующим условиям (условия В): 

В. / осуществляет отображение Г” на плоскость Коши С" ({: У" >С"). 

В2. Точки с1,..., С), и только они, являются критическими точками 
функции ] (т. е. в них все частные производные первого порядка функции 
{ обращаются в 0). 

ВЗ. В некоторой лостаточео малой окрестности каждой критической 


точки с; 1 =1,...,И) можно выбрать такую аналитическую систему 
координат (21, ..., 2), что функция ] в этой системе будет иметь вид: 
: 22 (2)? 2 
1 (21, баеЗеЗАко 21) = ая (21)? ны ет (2) ) Е 1 (с). 
В4. /:' = Их, где СЕ С', есть аффинное гиперплоское сечение много- 


образия И”; очевидно, что критические точки функции ] являются 0со- 


быми точками соответствующих плоских сечений (с; — особая точка 


У... 

В5. { не имеет критических точек на бесконечности. Точный смысл 
этого условия мы разъяснять не будем [см., например, (1)], заметим толь- 
ко, что оно эквивалентно условию АЗ (ведь по`самому своему определе- 
нию нормальный аффинный пучок индуцируется некоторым нормальным 
проективьым пучком). 

Доказательство эквивалевтности первого и второго определения 
нормальгого аффинЕого пучка содержится, например, в работе (1). 

Пусть условие ВЗ выполняется в шаре В |2 А 25 < 
с центром в точке с; = ] (7;). 

Рассмотрим шар в два раза меньшего радиуса В: и «проекцию» это- 


р) 


го шара на плоскость Коши С*:/ (Ва). Это будет круг А’ с центром в 


р) 


9+ 
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точке 71; = / (с!) мы назовем его регулярной окрестностью точки 1. 

‘Если 36 К, Ч -ЕТь то =]! (;) — слой под точкой б:. По условию 
й 

ВЗ и в силу определения шара В’, пересечение тс ПВ& задается урав- 

нениями: 


О-о ет, 
Ва |: ГР 


т. е. слой Из, внутри шара Вы устроен как квадрика: 
В; = УП Ва, = 0: Ва. 
Особый же слой Г, внутри шара В устроен как конус 
(ОЕ ЕЕ 
Рассмотрим вещественную часть квадрики (;, задаваемую уравнением 


о’еае лы) М, 


где 
Зь 
о 
(= НЫ 7; з 
— действительные числа. Это будет сфера 5; ", 5: "СВ, — цикл в В;. 
Имеют место следующие леммы [см. (*)]. 
ЛЕММА 1. 


НхВ;) = 0, г=0, п — 1, 2п — 2, 
Но (В;) =А, Н,— (В) = А, Ни (В) = А, 

причем циклом, класс гомологий которого порождает группу Н„— (В;) 
будет сфера 5" ". 

В то же время сфера 57 " будет (компактным) циклом на У.,;; ее класс 
гомологий мы обозначим через д;, 6; 6 Ни (У). 

Цикл 5" ' называется циклом Лефшетца или исчезающим циклом, 
соответствующим критической точке т;. 

Пусть 0; = {* (К;); тогда имеот место 

ЛЕММА 2. 0; — Ва, изоморфно прямому произведению К, х (ИЕ, —В&), 
У; является деформационным ретрактом П;. 

Эту ретракцию мы будем обозначать через 


Г;. И; > У... 


Важную роль играет изучение отображения Т’., >Т., при ретракции 7; 
(проекция неособого гиперплоского сечения неособая), в частности изу- 
чение отображения 


п: Н. (У) >Н. (И). 


При этом отображении сфера 5? \, как легко видеть, «стягивается» в точ- 
ку с; — особую точку слоя Г... Таким образом, если 8, Е 0 на У, то 64 
принадлежит ядру отображения г;. 


| 


и 
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др рр рр р [р узок 


С другой стороны, если 8; = 0 на У.» то на Ук, существует цепь 5; 


е п—1 - 
‚такая, что 05; = 5; `. При отображении г; эта цепь перейдет в цикл 5+, 


ибо граница ее «стянется» в точку с;. Класс гомологий, порожденный 
циклом 5;, определяет, таким образом, ненулевой элемент коядра томо- 
морфизма г;. Цикл 5; мы назовем «мешком», соответствующим крити- 
ческой точке 7;. Оказывается, эта картина исчерпывает собою все,’ что 
можно сказать об отображении г;, а именно, имеет место лемма Фари: 

ЛЕММА 3 (лемма Фарв). Отображение тр: Нр (И,) > Нр (И..) явля 
ется изоморфизмом для р=т, п—1, причем если 09-=20, то 
В: Мн (На (И...) является эпиморфизмом, ядро которого по- 
рождается классом 6, а т: Ни (И:,) > Н» (Т..) является изоморфизмом; 
всли же 0; = 0, то тт1 является изоморфизмом, а гп — мономорфизмом; 
при этом цикл 9; определяет ненулевой элемент, порождающий коядро 
отображения тп. 

Доказательство леммы Фари проводится на основании изучения тоз- 
ной последовательности 


т д. 
-:. > Нр (Из) Ньн— В) НН (В)-.... 


Группа Нр (У, — А;), как легко устанавливается, изоморфна группе 
Нр (И.): 


Кег ГР — Кег тр, 


сокег гР — сокег тр = Ша д). 


В дальнейшем мы будем считать, что критические точки перенумеро- 
ваны таким образом, что 


Ооо. = 0. = 0. 


Выберем на плоскости С некоторую некритическую точку & и будем 
всюду в дальнейшем считать ее фиксированной. Соответствующий ей 
слой У, = }\Ё обозначим через Ио и будем его считать «стандартным». 

Пусть 


в в 
-Г =У, Ть Уг =УУ... 


и 4=1 


Тогда 
"(© — Г) =Т-— № 


будет расслоенным пространством с базой С — Г, слоем И, и с проекцией 
пу —И,. >С —Г. Это расслоенное пространство обозначим через И. 
Проведем на плоскости С непересекающиеся (параллельные) лучи, вы- 
ходящие из точек 71:,...,Т». Луч без начала, выходящий из точки 71, 
обозначим через Д;, 


ПО, = То р=Ур, Ро 0. 


Эти лучи выберем так, зтобы точка & не лежала ни на одном из них, 
Проведем из точки & гомеоморфные окружности пути 0;, ведущие вокруг 
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точек 7:,...,Ть» Такие, что 
0;[\0; = 0, 1 == 7. 


Эти пути («обходы») являются образующими фундаментальной группы 
базы расслоенного пространства 7; они порождают автоморфизмы груп- 
пы гомологий слоя И,. Автоморфизм, порожденный обходом вокруг точки 
1. обозначим через 0;. Элементы Й Е Н} (И.), инвариантные относительно 


всех автоморфизмов 0;, образуют подгруппу 


шу Яр (Г) С. Вр (У.). 


Соединяя любую точку ЕС — Г с точкой Ё путем озе,, 0:=,Г\Эг=0, 
и перемещая & по 0:;, мы получаем гомеоморфизм У; -› Ио, который 
индуцирует соответствующий изоморфизм групп гомологий 


Е И И 


Если отЕ, и ОЕ, — два пути, причем 
о, ПВ = 0, о. ПР — 0, 


ТО Фо = Фо. Если же точка & лежит на луче («купюре») О;, то для нее. 
необходимо выбрать раз навсегда один из двух возможных классов пу- 
тей, ведущих в точку & и не пересекающихся с остальными купюрами, | 
причем для точек одной и той же купюры эти классы необходимо выби- 


°: фать согласованно (т е. так, чтобы пути, ведущие в разные точки купюры, 


лежали по одну сторону купюры). Если /х 6 Н, (Т.), то; говоря об № 
как об элементе группы Нр (У), мы всегда будем иметь в виду элемент 
Фо/=, где о:=, — любой путь, соединяющий точки ё и & и удовлетворяющий 
условию 


ПВ = 0, 


если ЕСС — О, и путь раз навсегда выбранного класса, если Е ЕД. 
Все вышесказанное позволяет говорить о классе Лефшетца 8; как об 
элементе группы Н»„_ (У,) и определить «модуль Лефшетца» — подгруппу 
ГС: Ни (Г,), порожденную 8,,...,д,. Имеет место 

ТЕОРЕМА ПУАНКАРЕ. 


если В 6. Н» (У.); г=Еп = 4, 
й — 0:й = (4, 8,) 4,, 


если йе Ни (Го). 

Для того чтобы перенести вышеизложенные рассуждения на случай 
проективного многообразия, поступим следующим образом. Пусть К — от- 
крытое множество на Р\, не содержащее критических точек. Пусть и 6 К; 
тогда можно построить «нормальный пучок» В (п, г), базой которого будет 
гиперплоское сечение И’ (\), а слоем — 2-мерная ячейка. Этот пучок 
строится путем проведения геодезических нормалей к И’ (1) в некоторой 
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малой окрестности В слоя И (1). Если точка 1’ лежит достаточно близко 
к 1, то И’ (1') будет аналитической секущей пучка В (1, г). 
Мы можем устроить под множеством К косое произведение Х (К) с 


базой Ки слоем И’ (1); основным свойством этого косого произведения 


будет наличие непрерывного отображения 1: Х (К) -, И’ (К) такого, 
что оно является гомеоморфизмом, если удалить. подмногообразие Р 
из И’ (К) и из каждого слоя Х (К). Точнее: в Х (К) существует подпро- 
изведение 

АР. = ХЮ 


такое, что отображение 
фм.) СКА ЗУМКУР 


эсть гомеоморфизм. Подробное описание конструкции содержится в ра- 
ботах (?), (3). 
Теперь можно легко определить гомеоморфизм двух проективных 


’ плоских сечений И’ (по) и И’ (11), индуцированный путем о„,л,, соединяю- 


х р! 
щим точки 1 и 1, и не проходящим через критические точки прямой Ра 


рассматривая И’ (1) и И’ (1!) как слои расслоенного пространства 
Х (6, „,). 

Можно также доказать и «проективную» теорему Пуанкаре, являю- 
щуюся повторением, с соответствующими изменениями, «аффинной» тео- 
ремы Пуанкаре, и определить проективные инвариантные подгруппы 
шу Нр(И/о) и «проективный модуль Лефшетца», порождаемый теми же 
циклами 61,..., б», рассмотревными на И’; этот модуль мы также 


обозначим через /, ДС. Н „1 (И/.). 


$ 2. Группы гомологий аффинного алгебраического многообразия 


Докажем предварительно три вспомогательные «локальные» леммы, 
которые потребуются нам при доказательстве леммы 6. Пусть т — не- 
которая фиксированная критическая точка плоскости С, ТУ, = Гу, 
К — регулярная окрестность точки т. круг радиуса а, О — окружность, 
граница круга К. Обозначим 

Печи К ИФ НКО обр = ФГ В, 
{© = . 
где В — шар малого радиуса > с центром в точке С — особой точке слоя 
У, (см. $ 1). Пусть, далее, 
7. = (К - 0-9, 
СО и С, — расслоенное пространство с базой О и слоем В, =Т,ПВ. 
Рассмотрим точную последовательность 


... >И, (В,) >Н, (65) >Н, (б, — В,) > Н‚— (В,) —.... (0 
Интерес представляет лишь «средняя» ее часть: 
Н„ (В,) — Н» (Со) — Н» (бо — В,) —> Н»—1(В,) > 
— Нил (С) > Ни (б, — В„) — Н»-» (В,), ’ (2) 
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шо 


`так-как вне этого отрезка, как нетрудно установить, все группы равны 
нулю (кроме тривиальных крайних). 

В последовательности (2) крайние левый и правый члены равны 0 
(лемма 1 $ 1), Со — В, есть прямое произведение (лемма 2814) 


(О — ХА,’ ТЕО,  1Л, 


Ни (С, — В,) = 0 


по лемме 4 $ 1 ив силу того факта, что Н, (О — т’) = 0, так како — 1” 
векомпактно. Таким образом, получается точная последовательность 


оне) НН еь 0. 
Н» (С, — В.) = Н, (0 — т’) ®Н»-—1 (В„). 


(3) 


Так как образующим элементом группы Н»„_—, (В.„) является класс гомо- 
логий д сферы 5” (см. $ 1), то, очевидно, образ гомоморфизма д есть 
$ — 08. Отсюда [см. (')] следует, что в случае четного п отображение д 
будет нулевым гомоморфизмом, а в случае нечетного п д будет изомор- 
физмом. Мы получили следующее утверждение. 
ЛЕММА 4. 
Н» (С,) = Н,— (б,) = 0, если п нечетно, 


Н» (С) = А, Н,— (@,) — А, если п четно. 


: Замечание 1. В точной последовательности групп гомологий (3) 
отображения $ и # будут изоморфизмами, а д будет нулевым` гомоморфиз- 
мом в случае п четного и изоморфизмом — в случае п нечетного. 

Лемма 1 совершенно ясна геометрически: если сфера 5"”', лежащая 
в слое К., при обходе 0 переходит в себя (случай п чеётного), то ее «раз- 
нос» по окружности, соответствующим образом подправленный, и дает 
п-мерный цикл 5” в пространстве С,; класс гомологий 4" и будет обра- 
зующим элементом Н„ ((,). Сама же сфера 5"! в этом случае не будет 
гомологична 0 в С, и ее класс гомологий будет образующим элементом 
группы Я» (С,). В этом случае ©, устроено (гомологически) как прямое 
произведение ОХА... 

Когда сфера 5” 1 после обхода 0 переходит в сферу противоположной 
ориентации (случай п нечетного), в результате «разноса» этой сферы 
никакого и-мерного цикла не получается, а получается п-мерная цепь 
7„, 00, = 25", т.е. сфера 5” оказывается гомологичной 0 в Си 


Я (С.) = Ни (С) 
Рассмотрим треугольник отображений 


Но (И. ) Нил) 
ой. (т, 
Н. (Фо) 


где г — отображение, порожденное ретракцией. 
ЛЕММА 2. Треугольник (Т!) коммутативен. 


Действительно, пусть й 6 На), и пусть $5 — цикл, принадлежащий 
классу й, т.е. некоторая цепь в Я, зи = 0: — 55, где о: — цикл на Ио 
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‚ас, — цикл на Фо. Пусть Во, — (п- 1)-мерная цепь вР, получающаяся 


при ретракции г ($ 4) из цикла 0: 
ЭКо. = 0, —0., 
где о, — цикл на У,. Тогда 


д (Воз — $ =в, —(,, 


где Ко, — $ — цикл в Г—И,. Так как 
НГ — И) = Одет 0: _ пазбль 2 


(лемма 1$ 1), то 0, — 01, откуда и следует утверждение леммы 2. 
Предположим теперь, что 6 = 0 для нашей точки т, т. е. существует` 
цикл 5, («мешок»), 5, ЕН, (Т,),- не входящий в образ отображения 


г: Н»ь (У) > НН, (Т,), БЕК. 
Рассмотрим гомоморфизм вложения 
НИКО), 
ЛЕММА 3. &.==0, т. е. цикл 9 => 0 в (открытой) [окрестности: 


— 
Г (К-— 0) слоя \,.,. 
Рассмотрим точную последовательность 


ЕН а (ке-зо)) поамомрии 82). 


Для доказательства леммы достаточно показать, что 5. не принад- 
лежит образу гомоморфизма д в (4). Так как гомоморфизм д? в коммута- 
тивном треугольнике (Т!) является изоморфизмом (что сразу усматри- 
вается из точной последовательности) 


а-1 (и ог У,) < На Е На (Фо) > На (7 5 У,)), 


то для доказательства леммы достаточно установить, что 5, не принад-- 
лежит образу гомоморфизма г (Т,). 
Рассмотрим следующую м диаграмму: 


О НС НФ 
ие стих пати (р) 
Я, (И) Ни = В) >На (ВУ. 


Гомоморфизм р’ есть изоморфизм, задаваемый следующей цепочкой 
изоморфизмов: 


Н, (.) = Н„ (7) = Н» (7 — В) = Н,» (7 — Ву. 


Нам достагочно рассмотреть лишь случай п четного, ибо при п нечетном 
э.— 0 [ем 0). | 

В случае п четного Н„_1 (Со) = А, и эта группа порождается сферой 
5"—1, лежащей в слое А: расслоенного пространства (о, г ] есть изомор- 
физм (см. доказагельство леммы 1). Имеем: 


Нр (Фо — Со) = Но(0) ® Н» (УЕ — В) + Н! (0) ® Н»—, (УЕ — В.) 
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и гомоморфизм &, как легко проверить, является мономорфизмом. Дока- 
жем теперь, что 5. © д [см. (4)]. Предположим противное: пусть 
существует элемент а Е Н,„ (Фь), га = 5.. Обозначим р’5. = 5’; из ком- 
мутативности квадрата / диаграммы (О) и свойств гомоморфизма # имеем: 


Ва = ЕЕ 
С другой стороны, 


9'5’ = 51-0 


(см. $ 1). Следовательно, используя коммутативность квадрата П и тот 
факт, что ] — изоморфизм, получаем: ! 


19'5'. =.085’ = дра = 0, 
что невозможно, ибо верхняя строка диаграммы (0) точна. | 
Рассмотрим теперь геометрическую картьну гомологического строения _ 
аффинного алгебраического многообразия. | 
Изучим прежде всего группы гомологий прообразов купюр, т.е. _ 
найдем . 
-—1 =. г 
В В ый. 
Рассмотрим точную последовательность 
1 - 9—1 7 | 
т Нр (И. = Нр (7 т 5 Нр (1 р.) —— Н»— И.) > 4-8 (5) | 
Г*О; изоморфно прямому произведению О;ЖХУ.,, где & Е Д,, т. е. 
Нр (Г*Бз) = Нры- (Ть,); 


р-мерными циклами /-'/);, являются циклы вида ); ха, гдеа — (р—1)- 
мерный цикл на И... Гомоморфизм д, сводится очевидным образом к 
гомоморфизму 


И) И 


Из леммы Фари $ 1 мы сразу выводим: 


НВ) =0, р=т п —1. (6) 


Рассмотрим случай р = п, т.е. следующий отрезок точной последо- 
вательности (5): 


тан, ро борона р 


Возможны два случая: | 

1) 6; = 0; тогда отображение ` д„_, в силу его связи с т„`., будет 
изоморфизмом, а отображение д, будет в качестве коядра иметь «мешок» 
:, не томологичный 0 на }'Д., класс гомологий которого является об- 
разующим элементом группы Н» а 

2) 6, = 0; тогда д, будет изоморфизмом, а отображение д,„_, будет 
иметь ядро; циклом, порождающим ядро д„_,, будет, очевидно, цикл 
О; жд... Группа ЯН, (/*);) в этом случае будет иметь также одну образую- 
щую; цикл, порождающий соответствующий класс гомологий, обозначим 
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через А; и назовем «сачком». При стображении р сачок, очевидно, ото- 
бразится на щкл 0;х8;. Интуитивный геометрический смысл «сачка» 
Д; ясен: это цикл, который получается «разнесением» вдоль _купюры р; 
цикла 0;, «стягивающегося» в конечной точке 7; купюры 2; в особую 
точку с;. 

Так как 


Н» (ГР) =Нь (11 (УР: = УН, (ГБ, 


то полученный результат можно сформулировать в виде следующей леммы. 
ЛЕММА 4. 


(Г"Р) =в, 
причем образующими группы Н»„ (ГР) будут классы гомологий, порож- 
денные у «сачками» А:,..., А, и (и —\) «иешками» Эл, у дь. 


Рассмотрим точную последовательность групп гомологий 
Е . (7) 


| Е 8] является расслоенным пространством со слоем Ио (неособое 

аффинное гиперплоское сечение) и с базой С —Д — односвязной 

областью. Поэтому Т —Г'Д эквивалентно прямому произведевию 
‚ < —Б) ХУ, и, по формуле Кюннета, 


Н—/"Р)=Нь 5 (.). 


Этот ‘изоморфизм обозначается через 106, т. е. если «ЕН,» (И.), то 
1осаЕН»(У—/"Р). 
Итак, имеет место 
ЛЕММА 5. Существует изсморфизм 


ед Л), 
Исследуем гомоморфизмы 
ВИН Дора 


В силу леммы 4, интерес представляет лишь случай р=п - 1. 
ЛЕММА 6. Рассмотрим гомоморфизм 


А 
Пусть а Ни (То); тогда 
4 10са =У (а, 8) А 
1=1 


Заметим, прежде всего, что задача вычисления гомоморфизма 5) яв- 
ляется локальной задачей. Действительно, для вычисления гомоморфизма 
9) достаточно знать гомоморфизмы 


9: Ньн (У — /*6)- Н.Г" Р), #=№.. 
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н, (Г?) = УН,(/* 5). 

=1 | 
Обозначим через. И; открытую регулярную окрестность точки 1: 
и положим 
ЕЕ БГ, РЕВ | 
Рассмотрим диаграмму 
В дерах 
Ниа (У — Г`Р)> Н, (ГБ 
2] | ИВ. 
Ни (ГА, — ГРН, (ру. | 


Этот квадрат, как легко проверить, коммутативен; отображение } явля- | 
ется изоморфизмом, так как 


Ни (Р" 0: — ГБ) = Ны— (Ты), 


где & 60,, & = т.. Этот изоморфизм мы будем обозначать через 10с;. | 
Образующим элементом группы Н,„ ({"Л.) будет класс гомологий, кото-_ 
рому принадлежит цикл 


А: = АП Г": 
в случае, если д; == 0, и цикл 5; в случае, если д, = 0. Очевидно, что 
КА; = А, №5: =: 5+, 


т. е. отображение К будет изоморфизмом. 
Лемма б сводится, таким образом, к следующему утверждению: пусть 
а 6 Ни (И.,); тогда 


9; 10; а = 0 


в случае, если д; =0, и 
д; 106; «= (а, 8,) А; 


в случае, если д; = 0. 
Рассмотрим следующую диаграмму: 


0 5 У: а 


} | -1 77 9/ м х тЫ } 171 
к (И; — ] 0: —>.Нь» (] ИИ —/] р:) 


одарен. о В | г 
Нил (У; — Г" Р) > Н, (Г* В) НР) > Н, (У, — Г*Б 
| ] 
0 0 
В этой диаграмме введены обозначения: 
и, = Г'0ь й == ГО: —Т:. 


Диаграмма коммутативна и точна в каждой строке и каждом столбце. 


ГОМОЛОГИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЙ 771 


, 
1 — , 
Гомоморфизм д; легко определяется: У, —{'Л1 есть расслоенное 


пространство над односвязной областью — открытым кольцом И; — 7, 
р ] 

‚в котором проведен разрез О:. Легко видеть, что если а — цикл на ГЕ,, 
_то 


И 


д; 106; а = (6, а — с_а)хрь, 
тдео, и о — два гомеоморфизма 
>” ь 1 
Г. на У„,, ТЕ 6 Б:, соответствующие 


путям 0, ис (см. рисунок). Если 
положить 


с, 4 = а’, а’ е Наф И. ,), 


10 будем иметь: 
5.&— са = а’ — в = (о, 6:) 8; = (а, 8) 84. 


Через 6:2’ здесь обозначен цикл, получающийся из ©’ в результате одно- 
кратного «обхода» вокруг точки 7,. Предположим теперь, что 81 = 0, 
т.е. что образующим элементом группы Н„ ({“);) является класс гомо- 
логий, порожденный циклом АЕ $ (А!) = 6; х0!. Тогда 


д; 104% =ф (а) Дь 
или 
5 д; 1061 & =ф (а) $ (4}); 


воспользовавшись коммутативностью диаграммы ($50; = д;), мы полу- 
чаем: 


9; 106: я = (а) [#хрИ, 


откуда находим: 
ф (а) = (о, 8. 


Рассмотрим теперь случай, когда 6; = 0. В этом случае группа 
7! > 
Н» (ГО: ) порождается классом гомологий, которому принадлежит цикл 
$5; («мешок»). Тогда 


д; 106: & =ф (4) 5+. 


Наша цель — доказать, что ф (5х) = 0. Предположим противное: пусть 
для некоторого & Е Н»_1 (Иё‚) Ф (а) = 0. Тогда %54 = 0 т силу точности. 
Но класс гомологий цикла 5; получается как образ при гомоморфизме т 
(см. доказательство леммы 4); мы отождествляем 5; и 15+. Из коммута- 
тивности диаграммы следует теперь, что 1’5; = 0 (2 — тождественный 
изоморфизм). Иными словами, мы получаем, что «мешок» 5; (цикл, ле- 
жащий в особом слое У.) гомологичен 0 в И;, что противоречит лемме 3. 

Доказательство леммы б завершено. 

Вернемся к рассмотрению основной последовательности (7). Из лемм 1, 
2 и 3 непосредственно следует 

ТЕОРЕМА 1. 


Нь (У) = Нь-» (У), Рр=п, п- 1. 
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Следствие 1 (теорема Фари). 

ИЕН 1 

Следствие 2 (тсорема Лефшетца). 

Нр (7) =0, рп. 

Доказательство легко проводится по индукции. | 
Рассмотрим нетривиальную среднюю часть послеповательноктя (7) 
Низ (ГБ) -> Ни (7) > Ныы — Г) Н» (7 б) и 
УН, 0. Ни (8} 
А член равен 0 по лемме 4; последний равен О по лемме 5 и ор 
Лефтстца Таким образом, имеет место 


ТЕОРЕМА 2. 
Иен (И) = Тру уая (. )- 


Доказательство непосредственно следует из предыдущего замечания 

и лемм 5 и 6. Действительно, 
НК). = ау р 2 #619) 
Кег 9) — 10с шу И, (И, 


по лемме 6. | 
ТЕОРЕМА 3. Группа Нь © порождается У «сачками» №,..., А. 
и (и —\) «мешками» б1,...,5,, причем «иешки» являктся незави- 
симыми циклами на \, а между «ачками» существует Л зависимостей, 
где Л = гапс | (а, 6:) |, «ЕН, 4 (Т.), «ЕРС НН, (.). В частности, 


Теорема 3 является прямым следствием ‘лемм 4, 5, б и теоремы Леф- 
шетца. 


Ранг матрицы | (%. 0;)| будет вычислен в $ 3. 


$ 3. Теорема о прямом разложении 


В этом параграфе мы от аффинных многообразий перейдем к рас: 


смотрению связи гомологических групп аффинного и соответствующег‹ 
проективного многообразий. 


Важное значение имеют следующие операторы, введенные Лефшетце» 
и Уоллесом. Пусть И”, — элемент нормального проективного пучка 
а И, — соответствующий ему элемент нормального аффинного пучка 
Оказывается возможным определить отображения 


ыы 2). | (1 
пон уче6. 20) у В 
На основе гомоморфизмов $ и $ определяются ‘гомоморфизмы пит 
Пусть Ги { обозначают следующие гомоморфизмы: 
в Н, (И)-Н. (М), 
в Н, И) -Н, ©). 
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Шотда 9 = й, Ч=фу, те. 


1: Но (И) > Не (И, 
г оса Я 
т: На (у) —* На (7) ; я г 


Гомоморфизмы 1 и | являются обычными гомоморфизмами пересечения 
с фундаментальвым циклом гиперплоского сечения; отображение 3, 
грубо говоря, заключается в том, что мы берем цикл % размерности 4, 
_ представителя класса гомологии й 6 Н. (И), пересекаем его с фундамен- 
тальным циклом гиперплоского сечения И/,, получая в результате не- 
который цикл В размерности 4 — 2, и сопоставляем классу й класс го- 
мологий цикла В, рассмотренного как цикл на И/’». Аналогично опреде- 
ляется отображение $. Точное определение этих гомоморфизмов оо 
жится, например, в работе (3). 

Отметим, что все рассуждения остаются в силе, если за исходное 


многообразие принять И/,; в этом случае общим гиперплоским сечением 
будет подмногообразие 


р" = ТПРУ >. 


Соответствующие гомоморфизмы мы обозначим через $’ ит’. 
Существует тесная связь между оператором 1 и оператором Ходжа Ё 
[см. (8)], действующим в пространстве гармонических форм на И’; ввиду 
важности этой связи для дальнейшего напомним вкратце основные опре- 
деления и свойства. 
Пусть Н? — пространство гармонических форм размерности р на 
многообразии И”; известно, что существует канонический изоморфизм 


Н? = ИР (И, С) | (3) 


между пространством Н” и р-мерной группой когомологий НГ (И’, С) 
‚ многообразия И’ с коэффициентами в поле комплексных чисел. В про- 
странстве Н? действует оператор Ё, заключающийся в умножении гар- 
монической формы на «фундаментальную» форму ® (® — форма типа 
(1,1), основная метрическая форма на многообразии И; метрика на И 
всегда. предполагается заданной по Ходжу (%)). Таким образом, мы по- 
лучаем отображёние 


И а Ве и 
Пусть ф’ — гармоническая форма размерности г (а также соответствую- 
щий ей класс когомологий). Обозначим через Рф” (2п — г)-мерный цикл, 


принадлежаший дуальному к Ф” классу гомологий. Оператор двойствен- 
ности )) задается формулой 


Рф’ =ФПИ, 


где /^ — «спрргодиК» Чеха — Уитнея. Нетрудно установить, что Ро 
есть фундаментальный класс гомологий неособого гиперплоского сечения 
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многообразия Т’. За это сечение всегда можно принять У’, (что дает: 
‘гается за счет выбора метрики на И’). 
Более того, в коммутативной диаграмме 


НР (ИУ, С) >> НР (ИУ, С) 
р | [р 
Нр (И) > Ныа (И) 


отображение ОГ." есть отображение | [см. (°), (2)]. Нам в дальнейшем ||| 
потребуется следующая лемма из теории гармонических форм [см. (1)].\ 
ЛЕММА 1. Отображение [. является мономорфизмом для размернорттай 
-9 а п — 1. 
Пз леммы 1 и из теоремы двойственности Пуанкаре следует | 
ЛЕММА 2. Отображение т: Нила (И’) —> Н„_1 (№) является изомор- |" 
физмом. 
Замечание 4. Рассмотрим следующую диаграмму: 


Нл (У) > Ни © — Г) 


где 10с — изоморфизм, определенный в предыдущем параграфе. Эта | 
диаграмма коммутативна [см. (2)]. Отсюда мы получаем следующее уточ- | 
нение теоремы 2 $2: отображение у осуществляет изоморфизм группы | 
Нил (У) на группу шу Ни (Т,). 

Легко показать также, что изоморфизмы Фари (теорема Фари, $ 2) 
также осуществляются отображением $. 

Рассмотрим точную последовательность, связывающую группы гомо- 
‹логий проективного и аффинного алгебраического многообразий: 


‚.— НЬ (№) № Н, 0) НТ)... (г) 


Аналогичную последовательность можно написать, приняв за исходное 
‚алгебраическое многообразие пеособое (проективное) гиперплоское сече- 
ние И/,; общим гиперплоским сечением многообразия И/, будет многооб- 
разие Р, 41 Р =п— 2: 


НО Ни (т) 


С помощью гомоморфизмов, введенных в пачале этого параграфа, точ- 
ные последовательности (Т,) и (Т,) объединяются в диаграмму: 


1 8 д. 
р-н аут Нр () Бони А 


| вв р маи ‚ . (©, 
о $ 86 9—2 


Эта диаграмма, как легко установить, пользуясь определением гомо- № 
морфизмов }, $ и $, коммутативна [см., например (?)]. 


И 
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Из теоремы Лефшетца следует, что верхняя строка диаграммы (0,) 
обрывается на члене Н»„_, (У), а нижняя — на члене Н„_› ()). 

ЛЕММА 3. Гомоморфизм ди в верхней строке диаграммы (01) явля- 
ется нулевым, т.е. Кег д.1 = Ни (Г) (иными словами, $, есть эпи- 


‚морфизм). 


Рассмотрим соответствующую часть диаграммы 


Эа Г 
Ни (©) ЧН, (И т 


м1 Я а 
у к 


Мы достроили диаграмму гомоморфизмом 1’, который, по определению, 
является сквозным гомоморфизмом г „$. Применяя лемму 2 к многооб- 
разию И’, и его гиперплоскому сечению Р, мы получаем, что \’ есть 
изоморфизм. Пусть теперь «Е Ни. (У). Тогда. 


даа == 28 и = о В 
{мы воспользовались коммутативностью квадрата [ и треугольника 11); 
так как „_›д,„_ является нулевым гомоморфизмом (в силу точности), то 


Пит Е 0, 


бт = О, 


что и требовалось доказать. 2 | 

Следствие. Гомоморфизм д» в нижней строке диаграммы (Р1) 
является нулевым. 

ТЕОРЕМА 1. Гомоморфизмы у: Нь (\’) > Нр—› (Й’,) являются изо- 


` морфизмами в размерностях р>п - 2. 


Доказательство проводится индукцией по размерности многообразия. 
Действительно, пусть теорема верна для многообразия И’., @1т № = п — 2, 


т. е. отображения 
: На (И) > На{Р) 


являются изоморфизмами в размерностях 9 > п | 1. Гомоморфизмы 


8: Но”) Но в 1, 


являются изоморфизмами по теореме Фари (см. замечание 1 этого пара- 
графа). Тогда из основной диаграммы (Р1), пользуясь леммой Картана (19), 
мы сразу получаем утверждение теоремы. 

Рассмотрим теперь «среднюю» часть основной диаграммы: 


9-2 и п-т. бт 
Низ (И) Ни (И) Нина (И) —* Ныы(У) НН» (И) 
со р. а и Е 
а И СИ ия" 
а 1 “п—1 9—1 


З известия АН СССР, серия математическая, №6 
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Гомоморфизмы ди и д, — нулевые (лемма 3). Из коммутативности 
квадрата [Г и того факта, что }, является изоморфизмом (теорема 1), 
мы получаем, что гомоморфизм д», также является нулевым, т. е. 
[п д„:›=0; в результате мы получаем следующую диаграмму: 


$п--1 


Нин) 0 


у 
ОН НОР) 
у} В. о 
0—Н„_„(Р) т. НА’) ИР НУ.) тг. НР): 


т—1 1—1 ®—1 


(0. 


ТЕОРЕМА 2.(проективная теорема о прямом разложении). 
НА = БЕ На ОЙ 
т.е. (п — 1)-мерная группа гомологий неособого проективного гиперплос- 
кого сечения является прямой суммой модуля Лефшетца и инвариантной 


подгруппы. 
Разобъем доказательство на ряд пунктов. 


оно На АН 

_ Действительно, из 

= (В, 8:) = 0, ВЕН (Й’.), И И 
следует: 


($ В, $184) = (5 В, 9+) = 0. 


2..5 (Ньы (МТ) ШУ Н, , (М’). 
Действительно, пусть Ве шу Ни (И’.). 
а значит, в силу замечания 1, 


5, В == фе, Е Ни (У). 


Тогда Мао Ве пу Нач (о), 


Но так как 5, есть эпиморфизм (диаграмма (Оз), то 
& = ЗиЛ Ле Ни (И’). 
Таким образом, 
$$1-а^ — ЯВ 
Из коммутативности квадрата П диаграммы (Оз) мы имеем: 


та == 8и—1$^, 
или, окончательно, 
$и—18В УЕ: $п_18 №. 


Отсюда следует, что 
Уи (В — 3^) =0, 


т.е. В — $/, в силу точности нижней строки диаграммы (0.), принадле- 


кит м, 
Пусть 


—1° 


В — ЗА = а фе Но (Р). 
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Так как $’— изоморфизм (теорема 1), то 
ф = $1, ФЕН. (И), 
и из коммутативности квадрата | диаграммы (0.) имеем: 
она = ль — 6$. 
Обозначая 
41 ф ня №, № Е Нп-- (7), 


окончательно получаем: р 
В == А Е: $^, 


В = (Ам), 

что и требовалось доказать. 

о . 

3`. Пусть { — гомоморфизм вложения: 

о ОТ На (0). 
Тогда Кег + =[.. Действительно, из точной последовательности 
т В) р 
я ПЕ 

мы находим, что Кег 1 = Пи д; из теоремы же 3 $ 2 и из определения 
«сачков» Д.,..., А, и «мешков» 91 ,..., 5, (88 1,2) легко следует, 


что [и д =Г, [см., например, (?)]. 
4°. Рассмотрим коммутативный треугольник 


Нда (И) > Ни (И) 
х а 


Е. 
Ни (Ио) 


Отображение 1 есть изоморфизм (лемма 2). Отсюда следует, что Ни (Ио) 


есть прямая сумма образа гомоморфизма $ и ядра гомоморфизма 1. Так 


как, ввиду 2°, 
шу Ни (То) С 1 %, 


то 
шу Нил (о) Кег 1 = 0, 


т е., ввиду 3°, 
у. НДИ == 0, (4) 


Подпространства шу Н„—1 (И’,) и Г ортогональны в смысле невырожден- 
ного скалярного произведения (пересечения), определенного на простран- 
стве Н„_. (И/.); более того, подпространство шу Н„_ (Ио) является 
ортогональным дополнением [, в Н„_ (Ио) (теорема Пуанкаре). Поэтому 
АН, (о) = АБ А ШУ Ни (И) 
см., например (5), стр. 108]. Отсюда и из. (4) получаем: 
Яо (Ио) = ау Н Е 


Доказательство теоремы 2 завершено. 
З* 
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ЛЕММА 4. Пусть а: На (Р) > Нь (9). Тогда 


& ЦН. ФС ШУ Я, 


Это означает, что если цикл © лежит на некотором ‘неособом гипер- 
плоском сечении Р многообразия Ио, то 


(яв). бт = И. ы 


Действительно, пусть, например, Р = ТП Рьи & ЕЦ, где 0; — нор- 
мальная окрестность точки 1+. 0;; есть канонический гомеоморфизм Ио 
и И'., и очевидно, что 0%,;, действует на 


Р = (Ро = ИГ Ро 
как тождественное отображение. Таким образом, 0, 9= а, 


(*, 5;) =. (5. ©, Е. 8:) == (а, 6;) та 0, 


> 


так как д; — цикл, лежащий в некоторой компактной окрестности точки 
т: и, в частности, не пересекающейся с Р... 
Следствие: 1. 


шу Нь (И) = Ш Нь: (И) (На (Р)). 
Так как ры является мономорфизмом, то мы, в частности, получаем: 
| А Шу Н,-1 (У,) = А у Н,— (.) — АН, (Р). 


Для доказательства утверждения следствия достаточно показать, 
ввиду леммы 4 и п. 4” доказательства теоремы 2, что 


$1 (Шу Нь а (И,)) > ШУ Ни (.). 


Последнее утверждение легко получается из того факта, что отображение 


% является гомоморфизмом на шу Н„_— (Т.,), из коммутативности квад- 


рата П диаграммы (03) и из п. 3° доказательства теоремы 2. 
Из точной последовательности 


Ри Е бе 
О — Ни (Р) ны (И) ны.) —" 3 Нь (Р) 
ое 
=> 1245 —0 (И’.) — 0, 
где кег _› = Г’, [’ — модуль Лефшетца для (п — 2)-мерного подмного- 
образия Р, рассматриваемого как гиперплоское сечение многообразия Ио 


о 
(п. 4’ теоремы 2), и из теоремы 2, леммы 4 и ее следствия мы устанав- 
ливаем следующий факт. 


ТЕОРЕМА 3. Существует точная последовательность 


0’ Тау, 7) ЧН В 0, 


Теорема 3 является естественной заменой неверной теоремы Уоллеса 
о прямом разложении группы Н»„_1 (У.) [см. (3), теорема 4 гл. УП. 
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По теореме Уоллеса, 
Нп-—л (Г) = Шу Ни (Т.) + Г, 
тогда как уже в простейшем случае алгебраических поверхностей [' 


всегда == 0 (см. $4). 


$ 4. Ранги групи гомологий аффинного и проективного 
алгебраических многообразий 
“Результаты $ 3 позволяют сразу найти ранги групп гомологий аффин- 
ного алгебраического многообразия. Действительно, в $ 2 оставался 
невычисленным лишь ранг группы Н» (7), который, по теореме 3 $ 2, 
был равен и — 7, где] = гапа | (а, 8;)|. Ранг матрицы |9, 6;) |, по теоре- 
ме Пуанкаре, равен 
АН» (7.) — А Шу Н,— (7) = АЁ- АГ (1) 
(в силу теоремы 3 $ 3). 
Таким образом, объединяя теорему Фари, теорему Лефшетца, теоре- 
му2 $ 2, замечание 1 $ 3 и учитывая (1), мы получаем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА А. 1). Нрь (У) =Н» (7), р» п -[ 2; изоморфизм задается 
отображением Я. определенным в начале $ 3; 
2) Ни (И) = Шу Н„_ (7); изоморфизм также задается отображе- 
нием 3; 


ЗАНЫ@ ав АВА А 


4) группа Н„ (И) порождается р, циклами А, нь А оне 
из которых облед ний (№ — %) циклов ба,..., 9, — «мешки», являются 
‚ независимыми на Н„ (У), а ранг группы, порожденной циклами А.,...,А,, 


равен №. - А’; 

5) НР) =0, а<в—1. 

Из теоремы А нетрудно получить формулы, выражающае ранг групп 
гомологий проективных алгебраических многообразий. 

Из теоремы Лефшетца немедленно следует, что вложение 


д: Нь(Й’.) —Нь (И) 


является изоморфизмом в размерностях р < п — 2; теорема 1 $ 3 по- 
зволяет определить группы гомологий Нь (И) в размерностях р > п -{ 2. 
Из теоремы Лефшетца, теоремы 2 $ 3 и из п. 4° доказательства теоремы 2 
$ 3 следует, что 


Ао лее (2) 
и мы получаем изоморфизм 
Ни (И) = Шу Нл (№. (3) 
Рассмотрим, наконец, точную последовательность 
в НЕ Не Ни) 
—> п—1 (И’ о) => Ни (И’) - На (у). (Т) 


Здесь Н„_ (И) = 0 по теореме Лефшетца, а гомоморфизм д»„:, нулевой 
в силу леммы 3 $ 3. Из точной последовательности (Т) получаем: 
АН, (И/) = АН, (И) + АН, (Г) — АН, (И) + АН (И), (4) 
или, в силу (2) и (3), 
АН. (И’) = АН; (ИЙ’.) + АН, (Г) `— АГ. (5} 


` 
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Преобразуем правую часть равенства (5) согласно теореме 3 $ 3: 
АН, (И) = ДН, (№) — АЕ +в + А Шу НР.) — АН» (У). (6) 
Правую часть равенства (6) можно преобразовать так, чтобы она не со- 


держала рангов групп гомологий аффинных многообразий. Для этой цели 
воспользуемся точной последовательностью 


9’ 
Но На Ныа дн : 
— Ни-ь (7% — И» (Р) > Ни» (И’,) — Н»- (и), (Т.) 


в которой последний член, по теореме Лефшетца, равен 0, а гомоморфизм 
9, является нулевым в силу леммы 3 $ 3. Из последовательности (Т») 
мы можем выразить ранг группы Н„_, (Го) через ранги групи гомологий 
проективных многообразий И’, и Р; ранг группы шу не (Г.), по след- 
ствию 1 лемм 4 и 5$ 3, равен. 


Аш Ни (И) — АН, (Р). 


Учитывая изоморфизм (3), находим: 
АН, (И) = в — 2 [АН (И) — АН, (И) — АН», (И) — 
—АН,_„(Р). (7) 


Суммируя все вышесказанное, получаем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА В. 1) Нр (И’) = Н_, (Й), рп — 2; изоморфизм зада- 
ется отображением $, определенным в начале 3 3; 
2) Ни (И) = Шу Ни (ИЙ’‹); изоморфизм задается отображением $; 
3) ранг группы П„ (И’) определяется по рекуррентной формуле (7); 
4) Ни (7) = Шу Н,_ (И), Н.() = Н, (И,,), ч<п—2, причем 
последний изоморфизм. задается вложением 


О № Я, 0. 


Замечание 1. Утверждение 1) теоремы В, если ограничиваться 
вопросом о рангах, является следствием утверждения 4) и теоремы двой- 
ственности Пуанкаре. 

Замечание 2. Изоморфизм Низ1 (И’) = шу Н„_ (И) является 
следствием теоремы 2 $ 3 и теоремы двойственности. 

Замечание 3. Из теоремы 3 $ 2 о строении группы Н,, (И) можно 
извлечь некоторые сведения о геометрическом строении группы Н„ (И’); 
так, например, группа Н„ (И’) порождается п-мерными циклами на ни 
гиперплоском сечении У, многообразия И’ и циклами вида 


У 


р. 
У ЗА У вор, 
1=1 =у- 
где Л/ — цепь на И’, ОМ = = т; д.. 
ат 
В качестве примера рассмотрим алгебраическую поверхность при 
и =. 
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Основная диаграмма (0) $ 3 в этом случае имеет следующий вид: 
0: 


На (НУ Ну Я 
ь | | | | 
0 — Н, (И). -, Н» (У) —Н, (Р) +» Н, (№) »Н, () 
— Н, (о) > Н, (И) -, Н; (У) > Н!: (Т) %Н, (М Н, (У?) 
-- у ] 
— Но (Р)--ьН, (ИН 0 


1” . Е 2 
И’, является алгебраической кривой; пусть род ее равен 2. Р — группа 
1 
точек, дивизор на И”, порядок которого равен степени поверхности И”? 


(степени кривой И’). Обозначим это число через 4. Мы имеем: 


На (И) = Н, (о) = 4, (8) 
Нз (И) = Н, (Р) = 0, (9) 
Н, (№) =А,. НР = 0, (10) 


ибо 1, компактно, а Ио нет. Далее, Н! (У?) = 0 по теореме Лефшетца; 
гомоморфизм 0. нулевой, ибо фундаментальный цикл кривой И (ги- 
перплоского сечения поверхности И”) не гомологичен нулю на поверх- 
ности. Из соотношения (9), теоремы 2 $ 3, леммы 4 $ Зи их следствий 
получаем: 

Ту Н\ (И) = Шуй, (И). 


ы ' 1 
Гомоморфизм 5: Н, (1) -Н, (И,) является мономорфизмом; легко ви- 


деть, что коядро гомоморфизма $, составляют циклы (т. е. классы гомо- 
логий, порождаемые соответствующими циклами), соединяющие на (аф- 


а 
финьой) кривой Уз точки А.,..., Аа, УА; =Р. Обозначим эти циклы 
1 
через [,..., (41. Порождаемая этими циклами подгруппа М С Н\ (И) 
является подгруппой «некомпактных» циклов на Ио; легко видеть, что 


Н, (Гу) есть прямая сумма: Н, (7!) = М + НВ, (о). Отсюда леёко по- 
лучить равенство 


И 
Для проективной поверхности ее место формулы: 
На (И) =, Ну(И”) = НН (И) Лау Ни (№, 
АН» (И?) = в — 48 + 28, —а- 2, 
где А, = ДД, (И) (формула Пикара — Александера), или, если исполь- 
зовать равенство В, = А шх Н, (И), 


| АН, (И = и — 48 + АШУН, (И) — 4+2 

ем) «Г 
Поступило 
10. У. 1960 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Серия математическая 
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Ю. И. МАНИН 
О РАЗВЕТВЛЕННЫХ НАКРЫТИЯХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КРИВЫХ 


В работе доказана конечность числа неизоморфных накрытий данной 
степени алгебраической кривой при заданных точках ветвления и пока- 
зателях ветвления, не делящихся на характеристику основного поля. 


В. работе (5) Ленг и Серр доказали теорему о конечности числа неизо- 
морфных неразветвленных накрытий заданной степени полной неособой 
кривой и поставили вопрос о справедливости этой теоремы для разветвлен- 
ных накрытий, не имеющих так называемого «дикого» ветвления (когда 
показатели ветвления делятся на характеристику поля констант). Этот 
вопрос в положительном смысле был решен в работе Абьянкара (5). 
И.Р. Шафаревич обратил внимание автора на то, что метод понижения поля 
констант с помощью. абстрактных дифференцирований, использованный 
автором в случае нулевой характеристики [см. (7)], применим и к указан- 
ной задаче. Действительно, множество разветвленных накрытий данной 
кривой с ветвлением данной степени в данных точках может быть снаб- 
жено структурой алгебраического многообразия (вообще говоря» при- 
водимого): эта часть задачи решается традиционными методами, и мы не 
будем на ней останавливаться. Основная трудность состоит в дока- 
зательстве того, что точки любой компоненты такого многообразия дают 
изоморфные накрытия. Этот факт и будет доказан в дальнейшем; он рав- 
носилен теореме Абъянкара, которая в работе (5) доказана совершенно 
иным способом. Отметим еще, что все рассуждения настоящей работы с 
большими упрощениями проходят также в нулевой характеристике: 
по существу, все дело в этом случае решается локальными рассмотрени- 
ями, приведенными в конце доказательства основной леммы. 

1. ТЕОРЕМА. Пусть № — алгебраически замкнутое поле характери- 
стики р>0, К/К — сепарабельное замыкание некоторого расширения 
конечного типа поля К, В/К — поле алгебраических функций консерватив- 
ного рода & над полем констант К, ЕВ — трансцендентный над К 
элемент. Обозначим через Ъ дивизор поля К (т), являющийся произведением 
всех простых дивизоров этого поля, разветвленных в поле В, и назовем ди- 
визор сопк(ь)/в В поля В дивизором ветвления. Пусть выполняются следую- 
щие условия: 

а) расширение В/К ($) сепарабельно; 

6) если р/б, то ч, (5) =Оиз, ЕК; з 

в) дивизор ветвления вполне распадается над полем К; индексы вет- 
вления не делятся на характеристику р; дивизор функции ® также вполне 
распадается. 
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Тогда существует такое подполе В, СВ, содержащее поле Ё (5) и 
являющееся полем алгебраических функций одной переменной над полем 
констант №, что В, К = В. 

Прежде всего мы исключим из рассмотрения случаи & = 0,1; ови 
будут разобраны в конце работы. Пусть & > 2 ап > 3 — любое целое. 
число. Обозначим буквой а дивизор дифференциала 4 в поле В; & (4"), 
как обычно, обозначает К-линейное пространство функций и БВ, для 
которых дивизор (и) а” цел. 

2. ОСНОВНАЯ ЛЕММА. а д — произвольное дифференцирование 
поля К/К, д, — его продолжение на поле В, для которого дьФ = 0 (это 
продолжение существует и единственно в силу условия а) теоремы). Тогда 
пространство ® (4") д,-допустимо. Иначе говоря, если дивизор (и) а” 
цел, то дивизор (д, и) а” также. цел. 

Доказательство. Обозначим буквой 5% множество всех про- 
стых дивизоров поля В, для которых либо Ур (2) + 0, либо у, (42) = 0 
Покажем прежде всего, что если %, (дьи) < 0, то ре5%, какова бы ни 
была функция иЕ® (4"). 

Пусть Ё (и, 9) — минимальный многочлен, связывающий над К функ- 
ции циф. Если Ур (и) < 0, то, очевидно, р (45) > 0. Поэтому достаточно 
` рассмотреть простые дивизоры, соответствующие точкам аффинной кривой 
Е (и. 5) =0. Если в такой точке Ур (ди) < 0, то, в силу соотношения 


Е (и, 5) + Е, (и, в) дьи = 0, 
имеем \, (Р,) >> 0, ибо у, (№? (и, 5)) > 0. Кроме того, 
Е. аи + Е, а% = 0. 


Если р65%, то у, (42) = 0, так что из неравенства Ур (Е.) > 0 сле 
дует, что у, (Ё.) > 0. Поэтому дивизор ф соответствует особой точке 
кривой К (и, 5) = 0. 

Предположим сначала, что на аффинной кривой с общей точкой 


(и,...›, Ию), где (и) — базис пространства ® (а”), соответствующая тоз- 
ка неособая. Это означает, что 


н: бодуна; 


в 
где 


4; =Н. 0. д. ((® — ©)» (№4 — Шр)о) 


(мы предполагаем, что степень дивизора р равна единице; этого можно 
добиться, временно расширяя поле констант). Выберем систему общих 
независимых констант с:, ..., ст над полем К; тогда 


7 


н.о. д. (© — №)» (> 4 (и: — ичр) о) — р. 


1=1 


‚ для любого столбца 
которой выполняется то же соотношение (можно потребовать даже, чтобы 
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(7) : 
‹г ЕК, или временно расширить поле констант). Положим 


т . 
и — р с и; ; 
1=1 ; 


пусть Р; (и, 5) — минимальный многочлен, связывающий и и в. 
Центр дивизора р на любой из аффинных кривых Г; (и, 5) =0 явля- 
ется простым. Следовательно, из приведенных рассуждений вытекает, что 


№»(д, и) > 0, 
а значит, и 


ур (9, и) > 0. 


Таким образом, помимо дивизоров из множества %, полюсами д, и могут 
быть лишь дивизоры, соответствующие особым точкам кривой (иу,...,Ит). 
Поскольку # > 2, известно [см. Розенлихт (1)], что проективная 


кривая с однородной общей точкой (и!,..., им) неособая. Поэтому на 
аффинной кривой особенность может быть лишь в начале координат. 
Покажем, что если р (8) 0 длясвсехи = 1..5. т, НО Ур (45) < 0, 


т.е. ре 5%. Для этого достаточно доказать, что наибольший общий дели- 
тель дивизоров (и;) а” является единичным дивизором. В силу леммы 
'Шевалле [см. (2), стр. 138] это справедливо уже для дивизоров дифферен- 
циалов первого рода, что и дает требуемый результат. 

Теперь остается исследовать” точки множества 5%. Пусть ре% и 
и 6? (4"). В силу-условия в) теоремы, локальная униформизирующаяй! 
точки фр является сепарабельно-порождающей переменной поля А/К, 
так что. дафференцирование д, существует. Очевидно, для доказательства 
леммы достаточно. показать, что 


т (5. и (=) —= 0; 
ибо 

УК 99) 

я Ра: 
В силу леммы Шевалле [см. (2), стр. 223, или (3), лемма 1], имеем: 
ди)" — (0, — дд и (%) + и (№) = — Ява, (щ) + 0и (1. 


Так как К-линейный оператор д, непрерывен в топологии локального 
кольца ор, то, применяя д; к разложению и по степеням #, получаем, что 


Ур(дЕ и) > Ур(и). 


9 (4) (а) | 


Пусть точка р разветвлена; тогда 
= 6+ ..., `е0=0, 


в силу условия в) теоремы. Это сразу же дает: 


Остается проверить член 


Ур (0,5) >е, -\, (=) )= (п — 1) (е— 1). 
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Из неравенства 


ки *» (в (#))> 0 
следует, что 
Ур (и) > п (1—0), 


откуда получаем: 


Ур (1)>п И е) — 1. 


Все вместе дает: 
у (дно че (9% ета —1+ ®- 9-9 =0. 
Отметим, что мы существенно пользовались‘ условием о, ЕЁ, т. е. равен- 
ством д7т =- 0, и требованиеме = 0 (тоа р). Случай, когда точка р являет- 
ся нулем или полюсом фувкции %, разбирается совершенно аналогично, 
Доказательство основной леммы закончено. 

3. Обозначим через А, подполе К, состоящее из элементов, аннули- 
руемых дифференцированием д, и воспользуемся одним из результатов 
Картье (4), согласно которому К ,-подпространство К-пространства ® (4”), 
состоящее из элементов, аннулируемых д,, порождает над К все про- 
странство ® (а"). Выберем такой бизис и!,..., и» пространства ® (4”), 
что ди, = 0. Если Е (и;, 9) — минимальный многочлен, нормированный 


тем условием, чтобы какой-нибудь коэффициент его был равен единице, 
то равенство ди; = 0 дает 


д 
И, ==10, 
т. е. коэффициенты многочлена Г лежат в поле К,. Положим 


В: == К: (5, Из Ит) 
и покажем, что поле В./К, удовлетворяет всем условиям теоремы 1. Соот- 
ношение А,К = В следует из того, что, как показано в работе Розен- 
лихта (!), 
По КЮбучь ИВ 


Прежде всего, поле констант поля А, в точности равно К,. В самом 
деле, рассматривая элемент поля А!, алгебраичный над К\, как элемент 
поля А, убеждаемся, что он принадлежит К; но любой элемент поля А, 
аннулируется д,; следовательно, он принадлежит К,. Далее, поле К, 
сепарабельно-замкнуто, ибо, как легко видеть, К —) К! —)К?. Наконец, 
поле В, сепарабельно над К, (5), ибо любой элемент и; связан с о сепара- 
бельным уравнением с коэффициентами из поля К,. Поля В, и К(5) 
линейно разделены над общим подполем К, (5), ибо первое из 'них являет- 


ся сепарабельным расширением, а второе — чисто несепарабельным. 
Отсюда следует, что 


[В : К (5)1 = [В, : К, (5)| = г. 


Покажем, что род поля А,/К, равен 2. С этой целью достаточно дока: 
_зать, что точки поля К, (5), поле вычетов которых несепарабельно над Ау, 
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не разветвляются в поле А,. Заключение о роде будет следовать отсюда 
в силу замечания переводчика на стр. 180 книги Шевалле (?). Пусть 
р — соответствующая точка поля А,; выше было показано, что центр 
такой точки лежит на аффинной кривой (и,,..., и») и не совпадает 
с началом координат, так что имеется ровно г точек этой кривой, про- 
ектирующихся на точку 2? = фр, ибо точка ф не ветвится в поле А. По- 
скольку [Н, :К, (5)] = г, это дает требуемый результат. 

Теперь нетрудно проверить, что точки поля К, (5), разветвленные в 
поле А, соответствуют точкам о = 5, поля К (5), разветвленным в поле А. 
Если бы поле вычетов какой-нибудь точки ветвления (простого делителя 
дивизора ветвления) поля А, не совпадало с К\, то, в силу первого усло- 
вия в), при расширении поля констант до К эта точка распалась бы, 
став р-й степенью, и соответствующий показатель ветвления в поле В 
делился бы на р. Поэтому точки ветвления поля А,/К, (52) рациональны 
над полем К, и система показателей ветвления — та же, что и для поля, 
В/К (5). Рациональность над №, нулей и полюсов функции © выводится 
аналогично. 

4. Из всего сказанного следует, что к полю А,/К, и любому дифферен- 
цированию д поля К, применима основная лемма и ее следствия, так что 
можно найти новое подполе К./К, с условием К, С К! и В.К, =В, 
и т. д. При этом поле А; порождается над К; (7) К;-рациональным ба- 
зисом пространства 4 (4”), однако это последнее выражение пока имеет 
лишь фигуральный смысл. Наша ближайшая задача — показать, что 
®(а”) действительно можно рассматривать как подпространство неко- 
торого К-линейного пространства Г. большей размерности такое, что пере- 
сечение ® (4”) Г] В; представляет собой К;-подпространство пространства /., 
состоящее из К;-рациональных векторов. Коль скоро это будет сделано, 
из доказанного факта 

| (8 (4) П №) ФК=® (4") 


и известной теоремы линейной алгебры о существовании наименьшего 
поля определения линейного подпространства будет следовать, что про- 
, со 

странство ® (4”)обладает [| К;-рациональным базисом. Нетрудно по- 


1=1 
казать, что последовательность полей К; можно выбрать таким образом, 


чтобы выполнялось соотношение 

со 

[1 К; ==. 

1==1 
Теперь любой элемент К-рационального базиса (и1,..., И») оказы- 
вается связанным © 2 уравнением, все коэффициенты которого принадле- 
жат К (при условии, что один из них равен 1). В самом деле, иначе для 
некоторого. индекса все коэффициенты этого уравнения принадлежали 


бы К;, но хоть одив из них не принадлежал бы К; 1. Но тогда мы имели 
бы: 


ЕН (и, 5) -Е 0, 


где д; — дифференцирование поля А;, аннулирующее К;.:, и, следова- 
тельно, 


дьи == 0, 
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что противоречит условию #-рациональности и, значит, К: :-рациональ- 
ноети элемента и как вектора пространства /.. Таким образом, поле 
В, =А (в и,..., И) удовлетворяет заключению теоремы. 

Остается лишь провести построение пространства Г,’ что завершит 
доказательство теоремы для случая Е >> 2. Для этой цели нам понадобит- 
ся формализация разложения Пюизе. Именно, любая К-рациональная 
точка поля А/К однозначно определяет некоторый изоморфизм р поля В 
в поле формальных степенных рядов К ((т)) одной переменной т, удов- 
летворяющий условию 


0 


если \, (5) =е-=Е 0, или 
р (5) = № ®, 
где е = %, (2 — %), если \, (5) =0 («разложение по дробным степеням 


переменной 2»). Обозначая через д. непрерывное дифференцирование 
поля К ((т)), определенное равенством 


0. (; ат) = — да; т", 
мы можем показать, что изоморфизм р д-допустим, если либо %, (5) == 0, 
либо 0 (5,) =0. В самом деле, пусть, скажем, т} (5) = 0 ид (5,) =0 
(случай %, (5) = 0 разбирается аналогично). Поскольку 


Ки (и, 5) = 0, 


где А (и, 9) = 0 — минимальное уравнение, связывающее и и 9, имеем: 


. 


ее (и, э) фри ау) 


о: 


Ри (рит® -Е 2) 
„Но так как р есть изоморфизм, то | 


Е (ри, те - 9) = 


9: (№ + т) =0. 


кроме того, 


Отсюда следует, что 
Е? (ри, 1 %) -- Ри (ри, те + 1») д. (ри) = 


это дает требуемый результат. 
Упорядочим теперь раз навсегда точки множества 9; положим 


Е = шш ч, (и), 


где ре%%, иЕ? (4"), и сопоставим любому элементу иЕ® (4") вектор а 
с координатами в поле К, состоящий из всех коэффициентов при отри- 
цательных степенях т во всех разложениях Пюизе элемента ри, соот- 
ветствующих точкам множества 3% (сначала пишутся в порядке ‘возраста- 
ния степени т коэффициенты ‚разложения ри в первой точке, начиная с 
К-го; затем то же — для второй точки и т. д.). Отображение и > и явля- 
ется’ К-гомоморфизмом пространства ® (4”) в некоторое пространство 
Г = К“, притом д-допустимым. Более того, отображение и —> и моно- 
морфно, ибо. как следует из определения, полюсы функций и все 
находятся в точках множества №, так что еслий =0, то и ЕК, но 
АБ (0”). == 0. Пусть ® СЁ — образ пространства ® (4”); тогда очевидно, 
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что ® (а") ПВ; имеет своим образом в точности К;-подпространство про- 
странства ®, состоящее ‘из векторов, координаты которых принадлежат 
К: (проще всего доказать это индукцией по й). Таким образом, простран- 
ство Г, построено. 

5. Остается доказать теорему для случаев 5 = 0,1. Нетрудно видеть, 
что существует такое алгебраическое расширение А’ поля К (5), что ком- 
позит АА’/К (5) имеет род >> 2 и удовлетворяет всем остальным условиям 
теоремы. Тогда из теоремы следует, что существует подполе А, С ВАА’, 
содержащее А (2) и являющееся его алгебраическим расширением, такое, 
что 

Ву = В, 


Но из соображений теории Галуа легко получается, что любое поле К, 
промежуточное между полями К (5) и АА’, является композитом с полем 
К некоторого поля 5, промежуточного между полями К (52) иВ,; именно, 


ЗАРЯ К. 


Это завершает доказательство теоремы. 

Отметим еще, что случай & =.0 можно было бы разобрать совершенно. 
аналогично случаю # > 2. Именно, следует положить п = —1, т.е. 
рассмотреть пространство А (4 '). Тогда формулировка основной леммы, 
разбор случая ре) и вся оставшаяся часть доказательства теоремы 
пройдут без изменений. Отдельного доказательства потребуют лишь. 
два факта: во-первых, что пространство ® (4!) порождает поле КД, и, 
во-вторых, что если р — особая точка соответствующей проективной 
кривой, то ре. Пусть А = К (1 ио=ф (1), где ф — некоторая ра- 
циональная функция с коэффициентами из поля К. С помощью дробно- 
линейной замены образующего элемента { всегда можно добиться того, 
чтобы из неравенства %, (1) < 0 следовало неравенство %,-(5) < 0; пусть 
это сделано. Легко видеть, что функции ф’ (1), 16’ (1), Ёф’ (1) составляют 
базис пространства ® (а!). Отсюда сразу следует, что любой базис этого 
пространства порождает над К все поле А. Кроме того, особая точка 
кривой 


(ф’ (8, 4’ (1), 2$’ (1), 


в которой, помимо множества №, только и может быть полюс функции 
дьи, является началом координат, т. е. в ней ф’ (1) = 0. Следовательно. 
в этой точке 


У» (41) < чь (4%); 
если %, (4%) = 0, то 
Ур (41) = 0, 


т.е. %, (1 < Ои, значит, У, (5) < 0, так что ре. 

6. Доказанная теорема по существу утверждает, что любое конечное 
сепарабельное расширение А поля А (5), не имеющее «дикого» ветвления 
и такое, что точки ветвления в поле А (5) рациональны, изоморфно неко- 
торому расширению, определенному над полем А. Это утверждение спра- 
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ведливо и в более общем случае, если вместо / (5) брать любое поле алге- 
браических функций 5 одной переменной над полем №. Для доказатель- 
ства заметим, что можно найти такое подполе К (5) С 5, что расширение 
ВИЁ (5) будет удовлетворять условиям теоремы; достаточно взять компо- 
зит поля Во, существование которого утверждается в теореме, с полем 5, 
чтобы получить расширение поля 5, К-изоморфное полю ВА. Геометри- 
ческая интерпретация этого факта заключается в том, что любая алгебраи- 
ческая система накрытий некоторой К-кривой,. разветвленных в А-рацио-. 
нальных точках и не имеющих «дикого» ветвления, состоит из изоморф- 
ных накрытий. Как указано в начале работы, отсюда следует конечность 
числа таких неизоморфных накрытий заданной степени. 


Поступило 
5.УП. 1960 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1961), 797—808 


Е. С. ЛЯПИН 


СООТНОШЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УПОРЯДОЧЕННОСТЬ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 


В некоторой совокупности непрерывных вещественных функций. од- 
ного переменного, рассматриваемой как упорядоченная полугруппа, вы- 
являются совокупности соотношений предшествования, полностью опре- 
деляющие упорядоченность в этой полугруппе. 


$ 1. Упорядоченная полугруппа непрерывных функций % 


1.1. В настоящей работе изучается совокупность % некоторых непре- 
рывных вещественных функций одного переменного. В этой совокупности 
рассматриваются действие суперпозиции (т. е. взятие функции от функ- 
ции) и отношение упорядоченности (частичной упорядоченности, по 
более распространенной терминологии), определяемое тем, что последу- 
ющая функция является продолжением предшествующей. Относительно 
указанного действия и упорядоченности совокупность % оказывается 
упорядоченной полугруппой и к ней применяются понятия и свойства, 
введенные в работе (*). Указанная работа предполагается известной, так 
что, используя имеющиеся там определения и связанные с ними простей- 
пгие свойства, мы не будем делать особых ссылок или напоминаний. 

Целью наших рассуждений будет выявление всех совокупностей, опре- 
деляющих упорядоченность в упомянутой упорядоченной полугруп- 
пе 5. 

1.2. В дальнейшем © будет обозначать совокупность всех веществен- 
ных чисел. Тем самым частичные преобразования из Фо будут не чем 
иным, как вещественными функциями одного переменного. Действие 
умножения в Фо будет действием нахождения сложной функции, т. е. дей- 
ствием суперпозиции функций. Условие Х < У (Х, УЕ$о) будет озна- 
чать, что П,Х — область задания функции Х — содержится в ШУ — 
области задания функции У, причем ХЁ = УЁ для всякого числа 6 6 ШХ. 

Отметим, что для 7 Е фои ГС П])1 всегда найдется, и притом един- 
ственная, функция Х 6 Фо такая, что Х < би ШХ = Г. 

1.3. Элементы множества © мы будем называть как числами, так и 
точками. Замкнутые конечные промежутки будем называть сегментами 
и обозначать в виде [а, 6], гдеаиф (а < 5) — концы промежутка. В слу- 
чае, когда а = 6, т. е. когда сегмент состоит из одной точки, будем назы- 
вать его сегментом нулевой длины. Заметим при этом, что мы не будем 
делать различия в обозначениях между сегментом нулевой длины и той 
единственной точкой, из которой он состоит. 

Если некоторое множество Г С. © является объединением сегментов 


е, е,..., и», причем всякое число из е; не превосходит ни одного числа 
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из е; 41 1 =1,2,...,п — 4), то будем писать 


Г= е,[е,[) ... (ел. 


Если при этом все сегменты е; попарно не пересекаются, то будем | 
писать 


Ре 


Если правый конец. каждого е; совпадает с левым концом е:11, то будем 
писать 


Е А 


1.4. Определение. Через % обозначим совокупность всех таких {| 
непрерывных функций Р 6 Фо, что множество П.ЁР может быть предотав- 1” 
лено в виде объединения конечного числа сегментов, на каждом из ко- 
торых функция РЁ или постоянна или строго монотонна. 

В У включается и функция Р, у которой П.Е = 9. 

Функции из % можно было бы назвать кусочно монотонными. 

1.5. Пусть РЕе%. Нетрудно убедиться, что множество П.К может. 
быть представлено в виде: 


ШаР = е,() е» |) Е () ва: 
а = ен) ев.) Е ен; (2 =.4,2,...ум), 


где ех _( = 1,2,...,п) и её; 1] =1,2,..., 5) — сегменты (некоторые 
из них могут иметь нулевую длину), причем на каждом е; функция Ё 
или постоянна, или строго монотонна. 

Как следует из простейших свойств непрерывных функций, Ре;; также: 
является сегментом. Если его длина отлична от нуля, то Р осуществляети 
взаимно однозначное отображение сегмента е;; на сегмент Ре;;. 

1.6. Для функции Р 6 Фо обозначим через ЛР совокупность таких}! 
точек & каждая из которых удовлетворяет одному из следующих трех! | 
условий: р 

1) Е есть точка прикосновения для П,Р и одновременно точка прикос- 
новения для множества точек, не входящих в ШЁ; | 

2) Е есть точка прикосновения для множества таких точек ^ © ША, 
что К) < РЁ, но Ё не является точкой прикосновения для таких точек! 
ВЕШЕ, что Еь > ЕЕ; | 

3) Е есть точка прикосновения для множества таких точек л 6 П.К, 
что Р^ >> ЕЕ, но & не является точкой прикосновения для таких точек 
Ве Ш Е, что Еы > ЕЕ. 

Отметим, что если множество ПР замкнуто, то ЛЕС. ШАР. 

Из 1.5 непосредственно видно, что для РЕ % множество ПР ограни- 
чено и замкнуто, а множество ЛР конечно или пусто (пустота ЛЕ, оче- 
видно, имеет место лишь при пустом ПР). 

Справедливо и обратное утверждение: если функция РЕ Фо непре- 
рывна, причем П.Р ограничено и замкнуто, а ЛР конечно или пусто, 
то .РЕ%. 

Действительно, если ЛР пусто, то, очввидно, и П,Ё пусто. 
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Пусть Е ... Ц, — все точки, составляющие ЛР. В сил 
1 у 
ограниченности ПА, имеем: 


П.Е (Е [., В: 


Поскольку функция РЁ непрерывна, а П.Г замкнуто, все и: принад- 
лежат к ШГ. Легко видеть, что каждый сегмент [+, 141] (Е =1, 2,...,г- 4) 
или не имеет внутренних точек, принадлежащих к П.А, или же целиком 
содержится в ПР. В последнем случае, в силу непрерывности функции 
Р, она на [, м-а| или постоянна или строго монотонна. Таким образом, 
ЕЕХ. 

1.7. ТЕОРЕМА. Множество % относительно действия и упорядочен- 
ности, определенных в п. 1.2, является упорядоченной полугруппой. 


Доказательство. Пусть К, НЕ%. Для Ри Н, как элементов 
Фо, определено их произведение 


СНЕ 


Покажем, что С 6 Х. Случай, когда множество П.С конечно или пусто, 
тривиален, и его можно не рассматривать. 

Пусть некоторая последовательность точек &,, Ё,..., принадле- 
жащих П.С, сходится к точке у. Согласно правилу умножения в Фо, 
отсюда следует, что точки Ё& все принадлежат П.Н. Так как НЕУ, то 
точка у должна принадлежать П.Н, а последовательность НЕЁ, НЁ., . 
должна сходиться к Ну. Поскольку & 6 П. (ЕН), точки НЕ; должны все 
принадлежать ПР. Так как К 6%, то Нуе ШЕ, и последовательность 
Е(НЕ), Е (НЕ), ... сходится к Р(Ну). Но это и означает, что мно- 
жество П.С замкнуто и функция С непрерывна. Ограниченность П.С 
вытекает из того, что Пас П.Н. Сделав предположение о бесконеч- 
ности множества ЛС, покажем, что это приведет нас к противоречит. 

Из ограниченности П.С следует, что ЛС обладает предельной точкой т. 
Так как НЕ%, то найдется такое число ^ == 1, что внутри сегмента с 
концами в Лив т имеется бесконечно много точек из ЛС, но нет точек, ' 
принадлежащих ЛН. Для определенности предположим, что ^. < 1. Так 
как внутри [^, 1] есть точки из ШН (в силу того, что ЛС С П.Н), но нет 
точек, принадлежащих ЛА, то [^, 1] С. П.Н. Функция Н на [^, |] должна 
быть или строго монотонна, или постоянна. 

Рассмотрим случай, когда Н строго возрастает на [^, 1] (случай убы- 
вания вполне аналогичен). Внутри сегмента М [^, 1] = [Н^, Нч], имею- 
щего ненулевую длину, найдется такое число Ны (^ < в < 1), что внутри 
[Ни, Нт] ни одно число не принадлежит к ЛК. Так как внутри [Ни, Нч] 
имеются точки, принадлежащие П,Р (например, НЕЁ для всякого & Е ЛС, 
и<Ё< т), но нет точек, принадлежащих ЛК, то [Ни НГС Е: 
При этом функция РЁ на [Ни, Н\] строго монотонна или постоянна. Отсюда 
следует, что [и, 1] С П.С и функция С на [и, т] строго монотонна или 
постоянна. Но это, очевидно, несовместно с тем, что внутри [и, |] дол- 
жны иметься точки, принадлежащие ЛС. 

Теперь рассмотрим случай, когда функция Н постоянна на [^, 1]. 
Так как п 6 П.С, то и [^, 1] С. ШС. Возьмем некоторую точку & из Л@, 
содержащуюся внутри сегмента [^, п], и такое число 6_> 0, что 


д* 
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[Е 5, Е 81С [2, м]. То, что сегмент [& — 6, Е 8] принадлежит 
множеству П.С и функция С, очевидно, постоянна на этом сегменте, 
противоречит тому, что 8 Е ЛС. В силу 1.6, мы можем заключить, что 
СЕ%. 

Так как % есть подмножество упорядоченной полугруппы Фо, то 5, 
очевидно, удовлетворяет и остальным условиям определения упорядочен- | 
ной полугруппы. | 

$ 2. Функции, осуществляющие взаимно однозначные отображения 

2.1. Для решения задачи, поставленной вп. 1.1, нам потребуются свой- | 
ства некоторых функций из %, которые постоянно будут использоваться | 
в дальнейших построениях. | 

Определение. Будем обозначать через 6 совокупность всех | 
таких функций С 6%, которые осуществляют взаимно однозначное ото- | 
бражение ПС на П.С. |] 

Если СЕ ©, то через С всегда будет обозначаться такая функция, что |’ 


Са =В, если СВ =- 
(< ЕП, С, ВЕП, С). 


2.2. Рассмотрим некоторые свойства множества ©. 

6 есть подполугруппа упорядоченной полугруппы %. При этом из. 
Х < (С, СЕб, всегда следует Х Е © (условие выпуклости). Если СЕб, | 
то и СЕ®. | 

Действительно, вполне очевидно, что из (;, С, Е 6 следует (,(. Е ®. 
Непосредственно ясна справедливость и остальных утверждений. 

2.3. Если СЕ би [а, 6] С П.С, то, как следует из простейших свойств 
непрерывных функций, функция С должна быть строго монотонной на 
[а, 6]. 

2.4. Пусть для РЕЖ 


ША =е,[)е |)... ел. 


Если РЕб, то, в силу 2.3, выполняются следующие свойства функ- 
ции ЁР: 


(а) Функция Ё на каждом из сегментов @ (1 =1,2,...,п) строго 
монотонна. 
(В) Сегменты Се:, Се.,..., @е, попарно не имеют общих точек. 


Очевидно и обратное: если Ё обладает свойствами (а) и (В), то РЕ®. 
2.5. Пусть даны два сегмента [а, 6].и [с, 4], которые одновременно 
имеют или ненулевые, или нулевые длины. Легко построить такую функ- 
цию РЕ 6, для которой 
А паз ед, 


ый 61 
При этом обязательно будут иметь место или равенства 


Ра = ‘с, Е = а, 
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или 
Ра’ 4, КБ, == 6. 


Выбором ГР можно осуществить каждый из этих двух вариантов. 
2.6. Пусть дано множество 


ТР == е: |) сз [.) го «(е» 


и некоторые сегменты е,, е,,...,е,и пусть при этом выполнены усло- 
вия: 

(1) е; может иметь нулевую длину только в том случае, когда е; имеет 
нулевую длину; 

(2) если правый конец е; совпадает с левым концом 41, то и сегменты 
е; и е 1 должны иметь один общий конец (1 =1,2,..,.,п — 1). 

Тогда, используя 2.5, легко построить такую функцию РЕ©, что 


ПУ 1 
ева и Нан) 


причем Ре; = е; только в том случае, когда длина 64 равна нулю, а длина 


е; отлична от нуля. 
2.7. Пусть дано множество 


ео. ео: 


Обозначим через /[г функцию, осуществляющую частично тождест- 
венное преобразование: 
ПГ == ПЫх Е Г, 


=. (БЕГ. 


Очевидно, [ге @® и 1 = [х. 
2.8. Пусть РЁ, ЕХ и Е =Н. Тогда 


и №. Е В 


Действительно, числа, не принадлежащие Г [| ЦР, очевидно, не содер- 
жатся в П, (ЕРГг), тотда как для числа & из этого множества имеем 


Е Е — ЕЕ. 
2.9. Пуеть Е, г 6 ©. Тогда 
ЕЕ = 1, 


где » состоит из таких Ё 6 П.К, что Ё& Е Г. 
Действительно, если Ё 6», то, очевидно, 


ЕЕ 


Если же ЕЕ П.Р или ЕЕ П.Е, но РЕЕ Г = П./г, то ЕЕ П.Е. Е. 
2.10. Пусть Ёи, № Жи М =П,Е,[] П»Ё.; тогда из 2.8 непосредствен- 


но вытекает, что 
ЕЕ — ЕРмЕ». 
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2.11. Для всякого РЕ 6 очевидно имеют место равенства: 
й ЕЕР = Р, РЕР = Е. 
2.12. Если Ё < Ри ГЕВ, то, как легко убедиться, 
ЕЕЁ =, ЁЕЕ = Ё. 
2.13. Пусть для А, Е, Я, НЕХ, где ЕЕ 6, имеют место соотношения: | 
8: 


причем первое из них является непосредственным следствием второго. 
Тогда найдутся такие 0, УЕ ©, что 


Ё = ОЙ, 
Е = ОНУ, 


Ши — ЕЯ НО —- Ш. 


Действительно, по определению непосредственного следствия, най- 
дутся 0’, У’Е У такие, что 


В = 0’Йу, Е=0’'НГ.. 


Умножив эти равенства слева на КЛ и справа на ЕЕ, мы, в силу 2.14 
и 2.42, получим: 


Е = (ЕРО’) Н (У'ЕЕ), 
Р = (ЕРИ') Н (У’ЕВ. 


Так как Г есть правый делитель (/’ЕЕ), а этот последний является пра- 
вым делителем А, то 


П, (/’РЕ) = П.Е. 
Пусть для некоторых &, & Е ШЕ 
(/’ЕР) 5 = (У’ЕР) Ь. 


Тогда из полученных выше равенств вытекает: 


ЕЁ = РЕ, 
что, в силу РЕ ©, возможно лишь при & = &,. Следовательно, (И’ЁР) 6 ®. 
Положим 
У =У’РЕ, 
М = п, (ПУПШ0’, 
И = (ЕРО’) Гм, 


и пусть для некоторых 1, 1, © П.О имеет место равенство И". = О\р. 
Гак как 1 6 ШИС П,/м = М, то при некоторых м6 Ш.НУ имеем: 


== НУм. 
Но Е ПРи 


Ем = И (НУ\,) = Им, = Им» = И (НУ»,) = Е». 
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Следовательно, ^. = А, и потому ПЕ®. 
Учитывая 2.10, из предшествующих равенств выводим: 


Е = ПЯУ, Е= ОНИ, 


где Г и ТУ обладают всеми требуемыми свойствами. 


$ 3. Совокупноети, определяющие упорядоченность в В 


3.1. Определение. Будем говорить, что соотношение пред- 
шествования А < Ев удовлетворяет условию 3.1, если найдутся такие 
вещественные числа а 6 < с< 4, что: 

а Пыд. 

(2) К строго монотонна в [а, 4], 

(3). (а, 1-С: ПаЁ, [с„а1 > Пай, 

(4) множество [6, <] П.Ё состоит из конечного числа точек. 

3.2. Особо выделим следующее соотношение упорядоченности, оче- 
видно удовлетворяющее условию 3.1: 


Го, 19,3] < До, 3] 


3.3. ЛЕММА. Произвольное соотношение предшествования Я ЗН в% 
является следствием соотношения 3.2. 

Доказательство. 1) Сперва рассмотрим два случая тривиаль- 
ного соотношения. 

Если Н = Н, то это соотношение, по определению, является непосред- 
ственным следствием из всякого соотношения. 


Если ПЯ = ви ПН = ©, то строим функцию С, 6 % такую, что 


Поет 
п,6,= |+, | 


Согласно 2.9, имеем: 
С. о, С1 == [льы, СП, 3161 == Тая = Я. 
Поэтому 
(На!) Го,з1 @1 = Л, 


(НС!) оля @=Й. 


Следовательно, соотношение М < И является непосредственным след- 
ствием соотношения 3.2. 


2) В дальнейших рассуждениях доказательства соотношение Н<Н 
будет всегда обозначать нетривиальное соотношение, отличное от соотно- 
шений двух видов, рассмотренных в предыдущем пункте. Рассмотрим 


п.Я = е, []е(.) о ен, 
ве Гео Е По ьь ВЛ 


Фиксируем некоторое исло а = 8, такое, что а, меньше всех чисел 
из П.Н, и число 6,42, которое бвльше всех чисел из ШН. Определим 
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НЕХ (& =0,4:;.2,..4.5), те Но 
| П.Нь у {П.Н П [а, 6} [екча | )ек+а() .’.о Пе 


Так как а 6 П.Н, то П.Н, = п,Я и потому из ПЖ: и Я<Н 

следует, что Ну = И. 
Так как е; © [а› *| при & < Ёие: С П.Я С П.А, то | 
Не 19. 


Поэтому имеют место следующие соотношения: 
Но <А,, Н'\ <Н,, эмо Ни— < Н», Ноа Н, 


и для завершения доказательства достаточно показать, что каждое из | 
них является следствием соотношения 3:2. 


3) На основании 2.6 можно построить функцию С» 6 $ такую, что» 
П. (2 = П.Ньа, 
6. (П.Н Газ, вк] С 10, 11, 
65 (НП к, ака] ©. М, 2], 


@з [ака, бк] № 5} 


С(ещь в <> 2] 
силу 2.9, 
Сы! 0,163 = Гьньаа › 
Со, 112,3] @.= Гльнх- 


Так как Нх < Нь4а, то отсюда вытекает: 


(Нь41@) Поз» = Низ, 
(Нк4ябз) Полу. 1 Са = На. 
Следсвательно, соотношение 
Нк < Нь+ 1 
КоЗбовини Е а 
является непосредственным следствием соотношения 3.2. 


4) Наконец, особо рассмотрим соотношение Н» <Н. В силу 2.6, 
можно построить функцию С. 6 © такую, что 


П.@з = [а%, ви], 
Сз[ао, 6] = [0, 1], 


аз [би, Ва] = [1, 2] 
Согласно 2.9, Г 


СЗТ о, аз = Пари] ; 


Соло, бз = Пон ън. 
Так как 
П.Н» = ПНП [аз, 0 
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то отсюда получаем: 
(Н аз) 1о,з1 @з = Н, 
(Н аз) ПЦолу12, 31 @з — Ну 

Таким образом, соотношение Н,„ < Н является непосредственным 
следствием соотношения 3.2. 

3.4. ТЕОРЕМА. Совокупность, состоящая из одного произвольного 
соотношения предшествования, удовлетворяющего условию 3.1, является 
минимальной совокупностью, определяющей упорядоченность в %. 


Доказательство. Пусть для соотношения А < РЁ существует 
сегмент [а, 4] рассмотренного в 3.1 типа. 


Множество [6, с1П]П.Ё состоит из чисел 6 =. < и <... = с. 


Обозначим через = наименьшее из чисел (4: — +) (1 = 1,2, ..., $ — 1). 
Введем в рассмотрение функции Н, Я Е%, такие, что Н <Р, Я <Ри 
П.Н Е: [а, 4], 


П.Н =[а, Ве, а]. 


Так как Ни НЯ предшествуют А, а ГР строго монотонна на [а, 6], то 
Н, НЕ6. 
Построим функцию С, 6 © такую, что 


П.(, = Пьб, = [а, 4], 
С:Е = Е для ЕЕ [а, 61|] [с, а], 
бы =м-У (@=2,3,..., 8—1). 
В силу того, что Я предшествует Я и Ри 
П.(, = Паб, = [а, 4], —ШН = Ш ЕП [а, 4], 
[а, АПЛ = Шт орра 


ш НРЕШЯ (1=2,3,...,8—1), 
имеем: 
Еб: = Нсь, РС: =Й, 
НЯ = НИ ="Г,я. 

Отсюда вытекает: 

НС,НЕС, = НС.ННС, = НГ аа = Н, 

Нб,,НЁР(, = НСНИ = Нбщя = Н. 
Следовательно, соотношение Я < Н является следствием соотношения 
Е. 

Построим функцию С, 6 $ такую, что 


П.@. = [0, 3], _ 
С» [0, 1] = [а, 6], 
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ы [7 М, 2] — [6, Е 


С. [2, 3] Я [с, а]. 
Так как 


@,ННС» Е [0,1 
С,ННС» = бп, С» = С»Цаьце, а 63 = По ие,3 


то соотношение 3.2 оказывается следствием соотношения Й < В, а потому 
и следствием соотношения Ё < Р. Но, согласно лемме 3.3, всякое соот- 
ношение предшествования в % является следствием соотношения 3.2. 
Отсюда следует, что всякое соотношение предшествования в % является 


следствием соотношения # < РА. Поэтому это последнее образует сово- | 
купность, определяющую упорядоченность в %. Эта совокупность мини- 
мальча, поскольку упорядоченность в %\ нетривиальна. 

3.5. ТЕОРЕМА. Пусть Ф — совокупиость, определяющая упорядочен- | 
ность в \. Тогда среди соотношений, принадлежащих Ф, найдется соот- . 
ношение предшествования, удовлетворяющее условию 3.1. 

Доказательство. Так как соотношение 3.2 является след- 
ствием из Ф, то в Х найдутся такие попарно различные функции: 


Но= [о 12,31 ЗИ: <... < Ни < Ни = Поз}, 
что каждое соотношение 
В: < На а = 


является непосредственным следствием из Ф. 


Рассмотрим последнее из этих соотношений. Обозначим Ш Ни—=Г. 
Имеем: 


оО. 

РЕ. ОК 
Упомянутое соотношение имеет вид: 

ТГ < По, 1. 
Так как оно должно быть непосредственным следствием из Ф, то при 
некоторых И, Г, РЁ, КЕ должны выполняться равенства: 

ИУ = Г, 

ПЕРУ — Поз], 


причем соотношение Р < ЕЁ входит в совокупность Ф. 


В силу того, что Гиз] 6 ®, согласно 2.13 можно считать, что УЕ 6 и 
ШУ = №0, 31. 


Тан как Ле = Но > Но, то 
| о И в 


Следовательно, 
Г = е. 0е,() Въ (Ое»» 
е1 ГВ) [0, 1], бт Е) [2 Э1. 
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Обозначим через е/, последний из сегментов ел, 6,.... ел, имеющих 


ненулевую длину. Таким образом, ера, @иць,...,е„_1 суть отдельные 
точки (возможно А = п — 1 и таких точек нет). 
Обозначим, далее, 


в = [@, В] Че = [7 91. 


Так как Е 6, то функция ! строго монотонна. Будем считать, что У — воз- 
растающая функция (для убывающей функции рассуждения аналогичны). 
Имеем: 
Ув > УВ < Геи, т И 18 
Так как 


[а, 3] (= ПЛ о,з1 = п. ОРУ, 


то [Та, УЗ] С ШАЁ, а так как функция / 0,3] Строго монотонна, то и функ- 
ция РЁ на [Уа, УЗ] должна быть строго монотонной. 
В силу того, что 


ек, © Пе = ЩОРУ, 
получаем: 
[Га, УВ], [Ут, УЗ] © П.А. 


Мы обнаружили, что вещественные числа То < УВ < И1 < 13, для 
соотношения Ё <_Р, обладают свойствами (1), (2), (3) определения 3.1. 
Покажем, что выполнено и условие (4), а так как соотношение ХР < РЁ 
принадлежит Ф, то это завершит доказательство теоремы. 

Пусть Е — некоторая точка из сегмента [УВ, т], отличная от точек 
УВ, Уека, Уек-о, ...,Ие—1, ИТ. Предположив, что & ЕП:ЁР, покажем, что 
это приведет к противоречию. 

Так как У [В, т| = [УВ, УТ], то для некоторого ^, где В < Ал<Т, 
имеет место равеяство ИХ = &. При этом А отлично от ел, @к-+о, ..., и. 
Далее, так как 


^Е [0,3] = П.Лоз1 = ШО РИ, 
то 
Й (Е) = Ё (УХ = Е (С П.0. 
Следовательно, 
ЛЕШИРУ = П.ь, 


т.е. ЛЕГ, что противоречит соотношению: 


ГП В, т] == {В, к-т, бк)... › бил, 7}, В аа о 


3.6. Теоремы 3.4 и 3.5, очевидно, полностью решают поставленную 
перед нами задачу. Из этих теорем непосредственно вытекает 

Следствие. Совокупность Ф соотношений предшествования в 
полугруппе непрерывных функций % является совокупностью, определяю- 
щей упорядоченность в \, тогда и только тогда, когда Ф содержит неко- 
торую минимальную совокупность, определяющую упорядоченность в У. 
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Совокупность Ф является минимальной совокупностью, определяющей 
упорядоченность в \, тогда и только тогда, когва Ф состоит из одного 
соотношения, удовлетворяющего условию 3.1. 


Поступило 
8. П. 1960 
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ПОЛУГРУППЫ И КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ ЛИНЕЙНЫХ 
ПРОСТРАНСТВ. П * 


В работе минимальные идеалы полугрупп полулинейных преобразо- 
ваний рассматриваются как вполне простые полугруппы. Дается харак- 
теристика линейного пространства с помощью полугрупи его полулиней- 
ных преобразований и находятся все изоморфизмы этих полугрупи. 


$ 7. Полугруппы полулинейных преобразований 


7.1. Пусть А = (Р, А) — линейное пространство над телом Ё, ф—ав- 
томорфизм тела АР. Преобразование (отображение в себя) а = а, про- 
странства А называется полулинейным, если 


У хивл (х Г у) а = ха -+ уа **, —У,едлев (Ах) а = (№) ха. 


Множество 5’ (РЁ, А) всех полулинейных преобразований пространст- 
ва А (при всевозможных автоморфизмах 1р) является, как легко проверить, 
полугруппой относительно суперпозиции преобразований. 

Каждому полулинейному преобразованию с = с. 65’ (РЁ, А) соответ- 
ствует единственное сопряженное ему полулинейное преобразование с" 
пространства А” (см. 1.7), определенное, как в и. 1.10, и удовлетворяю- 
щее условию: 

Мел Е д* ес (1) 

Пусть А! — Ёподпространство пространства А” (см. 2.3). Через 
5’(Р, А, А!) обозначим подполугруппу 5’ (Е, А), состоящую из всех 
сво’ (Е, А), для которых А1с*С А! (см. 2.10). Если А! = А*, то 

АА Е) 

7.2. Пусть ЖЕ — мультипликативная полугруппа тела Ё, $ — груп- 
па всех автоморфизмов тела Ё. Обозначим через <ЁР> множество всех 
пар <ф, Л», гдеф ЕТ, ЛЕР. Все пары <4ф, 0», где О — нуль Г, будем счи- 
тать равными между собой. 

‚ Определим в <Ё» следующее действие: 


У: ЕР: ЕЕ фа, м» «р», №» ти, «\рур>, ^4ф> -^2>. (2) 


” Настоящая статья является продолжением работы ('). Ссылки на эту работу 
даны непосредственно на соответствующие ее параграфы. Например, 2.8 означает: 
«$ 2 статьи (1), п. 2.8». Терминология и обозначения сохранены такими же, как в рабо- 
те (1), за исключением определения полулинейных‹ преобразований (см. п. п. 7.1, 7.4). 

* Через У обозначен ограниченный квантор всеобщности. Угка) обозначает: «при 


всяком а, удовлетворяющем функции-высказыванию П (а)». 
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Относительно этого действия, как легко проверить, -<Ё» является 
группой с внешне присоединенным нулем (см. 1.2). Нулем <Ё> является — 
пара <1, 0», единицей — пара <1, 1» (единицу тела К и тождественный | 
автоморфизм тела Г мы обозначаем одинаково через 1). Подполугрунппа 
«КУ, состоящая из всех пар вида <1, >, изоморфна полугруппе ЗЕЕ, 
а подполугруппа, состоящая из всех пар <$, 1», изоморфна группе Ч. 

7.3. Обозначим через 9 (К, А) подмножество полугруппы 5’ (Ё, 4} 
(см. 7.1), состоящее из всех преобразований а 6 5’(Ё, А), для которых 
› (Аа) < ч. Какивиш. 2.9, можно показать, что все множества 5, (Е, А), 
и только они, являются двусторонними идеалами полугруппы 5’ (АР, А). 


ТЕОРЕМА. Полугруппа 5. (Е, А) изоморфна вполне простой полугруп- 
пе ® СА. Даа [6 61. (6 Ш т. 

Доказательство. Применим тот же метод доказательства, 
что и ви. 2.2. Пусть е„, }, ахх имеют тот же смысл, что в п. 2.2, 
а = а, — полулинейное преобразование А в А,„. Тогда для любого х 6 А 
имеем: ха = }(х)е,. Обозначим через а’ следующее преобразование про- 
странства А: 


Узелха’ = {1 (х)} $" -е. 


В силу 7.1, а’ является линейным преобразованием пространства А 
в А,„. Из 2.2 вытекает, что {] (х)} ф`' является линейной формой над А: 


{7 (к $" = [х, да". 
Следовательно, 
7 (х) Е {[х, 11.а’} %# = [х, 2 фо’ = [х, | ф.а (а в не 
и, значит, 
Ухелха = [х, }+| ф:а‘е,.. (3) 
Обратно, при любых а Е К, фЕТ, ЕЕ ГА, хЕЛлд равенство (3) опре- ‹ 
деляет а как полулинейное преобразование пространства А в А,„. Если 
0—0, то @==0: 
Преобразованию а, определенному формулой (3), поставим в соот- 
ветствие «тройку» 


ад = (<ф, а», №. (4) 
Все три (<, 0%, — обозначим через 0. Пусть 
=5 (<Е», А ЛА, в #]) 


69 = (<фь, В>, /^) ЕК. 
Из (3) и 7.1 при любом хЕ А получаем: 
хаб = (ха) 6 = ([х, +] фа -е,) 6 = 
= Их фа се», р, Всех = [хАфф, (а Ге, Л}, Ве. 
Отсюда и из (3), (4) следует: 


(а5) 9 = (ры, {а [ех};} к в 2^) 
и, в силу (2), 1.3, | 
(а6) 69 = (<$, а> <1, [е»х, 11] «фь, В», А) = (<, а», в (ан, В», д) = а0 9. 


Таким образом, отображение 6 является изоморфизмом 55 (Е, А) на К. 


(см. 1.3, 2.2) и 
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ОЗ Пусть р 1-подпространство А”, / — такое подмножество Гл, 
что (К = А, (см. 2.7). Обозначим 


5» (Е, А, 41) = 0"5 (<>, [, Ал, [е„, №). 
Из 1.3 следует, что в. (Е, А, А!) является правым идеалом полугруппы 
5’ (Е, 4). Если А: = А", то 5, (Е, А, А!) = 5, (Ё, А). 


Какив п. п. 2.4, 2.10, можно показать, что полугруппа 5, (Р, А, А!) 
транзитивна (см. 1.9), вполне проста и что 5’ (Р, А, А!) является макси- 
мальной подполугруппой ©’ (РЁ, А), содержащей в. (И а) в качестве 
двустороннего идеала. 

7.4. Пусть А = (ЁР, А), У — группа автоморфизмов тела А, —/ = 
—= 6, — отображение группы в мультипликативную группу тела №, удов- 
летворяющее условию: 


У +, ез бум = бы "буй. (5) 
Отображение Ф; полугруппы 5’ (РЁ, А, А\): 
хуваЕ, А, А") 1Ф/ — бу ху" 


является, как легко проверить, автоморфизмом полугруппы 5’ (Ё, А, Ув 
Назовем ф; сингулярным автоморфизмом полугруппы 5’ (Ё, А, А) (по ана- 
логии с сингулярными автоморфизмами группы всех обратимых полу- 
линейных преобразований; см. по этому поводу (?)). 

Пусть А = (Ё, А), В = (Н, В) — два линейных пространства, й — изо- 
морфизм тела Ё на тело НЫ. Взаимно однозначное отображение а = а» 
пространства А на пространство В называется изоморфизмом, если 


Ух, усл (х Гуда =ха Руа, Уьхед, лер (Ах) а == (№) - ха. 


Обычно такое отображение а называют полулинейным преобразованием. 
Здесь же этому термину придается несколько иной смысл (см. 7.1). Если 
а = а, — изоморфизм пространства А на В, то, как и в п. 1.10, через а* 
обозначим однозначно определенный изоморфизм пространства А” на ВБ", 
удовлетворяющий условию: 


Ухед, 16д* [ха, 1а"] — [< Н й. (6) 

Пусть А = (Р, 4), В =(Н, В) — два линейных пространства, и пусть 

А! — Е подпространство пространства А* (см. 2.3), В — -подпространство 

пространства 5", а — изоморфизм Ё-пространства А на Н-пространство 
В такой, что А'а” = Ви. Отображение фо полугруппы 5’ (К, А, А1) 


и 
Ч К —= а 42а 
У евир, д, Е 


является, очевидно, изоморфизмом полугруппы 5’(Ё, А, А!) на полу- 
группу 5’ (Н, В, В'). Говорят, что изоморфизм ф. индуцируется изомор- 
физмом а (см. 3.1). Очевидно, что суперпозиция Фф/фа изоморфизмов Фф/ и 
фа является изоморфизмом полугруппы 5’ (Е, А, И 1:0: В!). 


* У, сл? (6.7,) = д. (2%) (см. сноску к п. 313). 
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Этот‘ изоморфизм является продолжением изоморфизма полугруппы 
5, @, А, А!) на 5. (Н, В, В)). 

ТЕОРЕМА. Пусть А = (РЁ, А), В = (Н, В), м >2 Аь, В: —#-под- 
пространства пространств А* и В*. Полугруппы К. = Е А!) и 
К» = 5, (Н, В, В!) изоморфны тогда и только тогда, когда существует 
изоморфизм а пространства А на В такой, что А'а” = В!. Всякий изо- 
морфизм полугруппы К! на К» имеет вид Ф;фа, где ф; — сингулярный авто- 
морфизм полугруппы К!, а Фо — изоморфизм, индуцированный изомор- 
физмом а. 

Приведем некоторые следствия этой теоремы. 

7.4.1. ТЕОРЕМА. Полугруппы 5’ (Е, А) и 5'’(Н, В) при г(А) >22 
изоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны пространства А и В. 
Всякий изоморфизм полугруппы 5’ (Е, А) на 5’ (Н, В) является произве- 
дением сингулярного автоморфизма на изоморфизм, индуцарованный изо- 
морфизмом а (пространства А на В). 

Доказательство этой теоремы вытекает из теоремы п. 7.4 таким же 
путем как в $ 3. Аналогичные теоремы можно сформулировать и для полу- 
групи 5, (Ё, А), 5", (ЕР, А) Г] 5’ (Е, А, А!1) (см. 7.3, 7.1, 3.6, 3.5). Заметим, 
что характеристика пространства А при помощи полугрупип линейных 
и полулинейных преобразований, данная в пи. 3.3.2, 3.6, 7.4, 7.4.1, 
более полная, чем их характеристика при помощи соответствующих 
групи [см. (2), гл. УП. 

7.4.2. ТЕОРЕМА. Всякий автоморфизм полугруппы 5’ (Е, А, А\), в 
частности полугруппы 5' (Е, А), является произведением сингулярного авто- 
морфизма на внутренний автоморфизим. 

7.4.3. Положив в (5) ф =1, = 1, получим: д, = 81. Так как ф] = ет 
‚ содержится в мультипликативной группе тела А, то 14} = д, = 1. 

Заметив, что всякое линейное преобразование хЕБ (КЁ, А) является 
полулинейным при \р = 1, получим из п. 7.4: 


Улез(е, д) Фу = 2. 


Таким образом, всякий сингулярный автоморфизм полугруппы 5’ (Е, А) 
является продолжением, тождественного автоморфизма полугруппы 5(ЁЕ, А) 
всех линейных преобразований пространства А. 

Из теорем пи. 7.4.2, 3.6 вытекает следующая 

ТЕОРЕМА. Всякий автоморф"зм полугруппы 5’ (Е, А) переводит в себя 
полугруппу 5 (Е; А). Всякий автоморфизм полугруппы 5 (Е, А) может 


я 


”’ть’ продолжен (не всегда однозначно) до автоморфизма полугруппы 
о)" (г ) са | 

Аналогичную теорему можно сформулировать и для полугрупп 
(А, 5), 

7.5. Пусть Е, Н — два тела, Ф, Ф — их группы автоморфизмов, 2 — 
такой изоморфизм полугруппы <Ё» на <Я», при котором 


УсеЕхо<1, а) 8 = фе о’ (а Е Н), 
Уеенчо<1, @ > 8" = 1, а› (ар). 
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Обозначим а’ = ай, 0 = 0. Тогда 


Уве <1, а> 8 = <1, ой›, (7) 
где й — изоморфизм полугруппы %Р на %Н. Пусть, кроме’ того, 
Учет <, 1 Е = $’, 14 (фЕФ, %ЕН\0). (8) 
Тогда из (2), (7) и (8) при любых а, ВЕР О, ‚ЕТ имеем: 
<ф, а> 8 = <ф, 1> 8. < а» в = <ф’, ть гай), (9) 


<’, айлф' уу ВА» = <4, ай» <ф’, 1ъ» <1, ВИ» = 
= {<1, а> <ф, 1>} 5-<1, В> Е = <ф а ф> 5-1, ВЕ = 
= <$ф, 1> &-<1, аф> &-<1, ВУ Е = <ф’, 1%> <1, афй> <1, ВИ» = 
= <ф’, Ту ‘афй ВА, 


Уа, веЕ\о, чет ай’ Ту В = ть: (аф-В) #. (10) 


7.6. Доказательство теоремы п. 7.4. Достаточность 
условий теоремы доказывается так же, как в п. 3.3. Докажем их необ- 
ходимость. Пусть 0, и 9, — изоморфизмы полугрупи К! и К, на вполне 
простые полугруппы 


5 == Г) (>, т ЛА, [е„, Ё]) 


В (<Н», ь, ЛА, [е,*, )), 


где Г.Е = А1, [,Н = В1. Если ф — произвольный изоморфизм полугруп- 
пы К, на К», то отображение ф; = 0," $0, является изоморфизмом полу- 
группы 5, на 5.. Вследствие 1.3 и замечания п. 2.2 (остающегося в силе 
для полугрупи полулинейных преобразований), можно считать, что Фф, 
имеет вид 


Ф1 (<ф, а>, 24) 5 (<ф, @> 5, й^,), (11) 
где # — изоморфизм <Ё» на <Н», аё Г, ^ -»^’ — взаимно однозначные 
отображения (/, на /5 и ЛА на Лв, причем для любых &, ^ 

‚ 4, [ель 1» = <, [е», #1) 8. (12) 


Пусть е,, е, — любые линейно независимые точки из А (по условию, 
* 
г (А) > 2). Так как А, является, по условию, {-подпространством А“, 
* 
то, по лемме 2.3, существует такая форма ], 6 Аз, что 


[е:, |= 1, [6 Л = 0. 


По определению форм } (см. 2.2), в качестве одной из таких форм можно 
выбрать /; = й. Во всех одномерных подпространствах, содержащихся 
в пространстве с базисом е1, е›, кроме подпространства {е:}, можно вы- 
брать е» (см. 2.2) так, что ех = ае, -- е›, где а пробегает все числа из 
Е. Так как [е, || =а, то из равенства (12) следует, что для любого 
аеЕ <1, а» в = <1, ай», где й — изоморфизм полугруппы %Р в ЗН. 
Рассматривая отображение ф`', обратное к ф, получим, что ЕЙ = ПН. 
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Равенство (12) можно теперь переписать в виде 

У ЕЛА: ее 1 = = [ех, Ё] й 
(см. 3.3). Так как А! и Ву, по условию, являются {-подпространствами 
А* и В*, то отображения а и Ь пространств А и А! на В. и В, 


(че) а = (ай) е», (ВВ)Ь= } (8№) 


удовлетворяют условиям леммы п. 3.2, из которой следует, что Й является 
изоморфизмом тела Ё на тело Н, а — изоморфизмом а» пространства А 
на пространство В. Как и в п. 3.3, 


У лел д е›, = ела, Учег/, = м". (13) 


Пусть теперь с = 01' (<ф, «>, #^) — произвольный элемент из 
5, (Е, А, А\). Из (14) и (9) имеем для любого х ЕВ: 


х (с $) = х (0.4165 *) = х {(<ф, а>, й) 916} = 
=х {(<$, а> в, ГА’) 6} =х {(<ф', Ту-а В, Е) 3. 
Отсюда, по определению 42 (см. (3), (4)), следует: 
х (9) = [х, 1’. тъ-ай- ел». 
ТГ месте с (13) и (6) последнее равенство дает: 
х (с$) = [(ха-') а, ра*] $’ -ту ой -еа = [ха-*, рн] №’ -Ть-ай -ела. (14) 
Из (10), (14) и определения изоморфизма а = а» (п. 7.4) получаем: 
х (СФ) = ту {[хат, 2] ф-а} й -еа = ту {[ха-*, +] ф-а.е»} а. 
Воспользовавшись снова (3), (4), выводим отсюда: 
х (е$) = ть (ха еа) = {ду (кале) а = ха`? (уу №1 6) а. 
Таким образом, обозначая 7 й-1 = 6., имеем: 
У еБР, и 4") ф=а"1 (6% -с%) а. (15) 
Отображение фа” (см. 7.4) является изоморфизмом полугруппы 
5, (Н, В, В!) на 5% (Е, А, А}: Поэтому Ф› = ффа' является автоморфиз- 
мом полугруппы 5, (Е, А, А1). Из (15) для любого с = су 6 5. (Р, А, А!) 
следует: 
суФз = бу сч. 


Так как ф› — изоморфизм, то для любых су, ар Е —. (Е, А, А') из 
замечания к п. 7.4 вытекает: 
бу ‘бур, = (+44) фаз = суфз 4 = дусу- ду, = (д, -ду\:) съау, 
и ф2 является сингулярным автоморфизмом полугруппы 5. (Ё, А, А!). 
Теорема доказана. Поступило 
7. Ш. 1960 
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО 
ПЕРЕМЕННОГО НА РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 


Цусть А — часть римановой поверхности некоторой алгебраической 
функции. По заданным на границе В значениям аналитической или 
исевдоаналитической функции ] (2) выводятся соотношения между числом 
внутренних критических точек функции }(2) на А, граничным 
индексом функции и(х, у) = Ве/ (2) и угловыми порядками кривых, 
ограничивающих А. 


$ 1. Введение 


1. Пусть и (2) — многозначная алгебраическая функция, определя- 
емая уравнением 


Ф (2, ш) = Ро (2) и" - Р! (2) ит -...-- Ры (8) = 0, (1) 


где Р, (2) — многочлены с комплексными коэффициентами, а многочлен 
Ф (2, и). неприводим, т. е. не существует разложения 


Ф (2, %) о (2, 12) ф (2, 1), 


где & иф — многочлены, отличные от постоянных. 

Обозначим ‚ через ах (А = 1,2,...,5) все различные между собой 
нули многочлена Р. (2), многочлена О (2)—дискриминанта уравнения (1), 
и точку 2 = со. Очевидно, среди точек ах содержатся все точки ветвле- 
ния функции 1 (2). 

Построим риманову поверхность наложения функции и (2) следующим 
образом. Возьмем плоскость 2 и предположим, что 2 = 25 — такая точ- 
ка, для которой уравнение Ф (2,1) = 0 имеет т различных корней 
1, Ш....,.Шт, Причем ды (20) +0,  =1,2,...,т. Все точки ах 
соединим жордановыми кривыми так, чтобы указанные кривые не имели 
общих точек, отличных от точки 2. Плоскость 2 будем предполагать 
разрезанной вдоль этих кривых. Условимся понимать под значением 
#2 (2) в каждой точке 2, не лежащей ни на одном из разрезов, то значение, 
которое получено из (25) = №1 аналитическим продолжением вдоль 
пути, не пересекающего ни одного из наших разрезов. Приготовим т 
экземпляров разрезанной плоскости 2. Налагая, затем, все экземпляры 
один на другой, соединим берега разрезов, на которых функция ш (2) 
принимает одинаковые значения. Если значения функции 1 (2) на раз- 
личных берегах разреза, проведенного на определенном экземпляре 
плоскости 2, совпадают, то указанные берега склеиваются и разрез уни- 
чтожается. Полученную риманову поверхность наложения функции 
и (2) обозначим через Во. 


=. 
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Пусть В — конечная или бесконечная часть поверхности Во. ограни- 
ченная а замкнутыми жордановыми кривыми (Г\, Г»,..., И У 
проходящими через точки ветвления поверхности А,, и ] (2) — функция, 
аналитическая или псевдоаналитическая всюду на А, кроме точек вет- 
вления и, быть может, конечного числа полюсов. 

Задачей настоящей работы является вывод для функции и (2) (или 
} (2)) топологических соотношений, связывающих число кривых, огра- 
ничивающих А, граничный индекс вещественной части рассматриваемой 
функции, вычисленной по контуру Г относительно поверхности А, и чис- 
ло критических точек функции и (2) (или ] (2)) на В. 

2. Предположим, что @ — однолистная область, ограниченная а жор- 
дановыми кривыми ([.1, [»,...,Га) =[, и и (2, У) — функция, гармо- 
ническая или псевдогармоническая в С, кроме, быть может, конечного 
числа логарифмических полюсов. В монографии М. Морса [см. ('), стр. 60], 
рассматриваются три вида граначных условий: А, В, С, одному из кото- 
рых должна удовлетворять функция и (х, у). При всех ‘указанных гра- 
ничных условиях имеет место соотношение 


} т ВНИИ ИИС ВИ ЕК РР (2) 


где М — число логарифмических полюсов ив С(, 9 — число внутренних 
седловых точек и в Ца, каждая из которых считается столько раз, какова 
ее кратность, / — граничный индекс функции и (т, 9). Граничный индекс 
Т всей границы Ё. определяется как сумма граничных индексов /х от 
каждой кривой Г». Величина /[, называется привзносом граничного 
индекса / от кривой [.. При граничном условии А 


Г, — 5$ — Тк, (3) 


где тк — число точек относительного минимума и на [к, $, — число 
седловых точек и на [к. При граничном условии С (частный случай гра- 
ничного условия А) т» обозначаег число точек относительного входящего 
минимума и на [», 5, — число точек относительного входящего максимума 
и на [л. 

Заметим, что формула (2), полученная для однолистной области, 
остается справедливой и для областей, подобных однолистным и не имею- 
щих точек ветвления, в силу топологической инвариантности всех входя- 
щих в нее членов. 

Приведенные здесь результаты монографии М. Морса будут исполь- 
зованы в следующих параграфах. 

`В работе Ф. Д. Гахова и Ю. М. Крикунова (°) ($9) выводятся тополо- 
гические соотношения для аналитической или псевдоаналитической функ- 
ции в многолистной области, но без точек ветвления. 


$ 2. Основная теорема 


Очевидно, в окрестности произвольной внутренней точки 2 =а по- 
верхности А функция ш (2) может быть представлена в виде 


р (2) = (2 а) @баичь +040, ® 
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если 2 = а — конечная точка, и в виде 


фев +, в (55), _ @) 


если 2 = а — бесконечно удаленная точка. Здесь ри 4 — целые числа, 
9 >21, 6 — комплексная постоянная, функция 1 ({) — аналитическая в 
точке { = 0, функция & (1) — аналитическая в точке # = оо. 

Ясно, что если 4 >> 1, то точка 5 = а является алгебраической точкой 
ветвления функции 1 (2), в которой связано 4 листов римановой поверх- 
ности Ао. Если 4 = 1, то а является точкой аналитичности или полюсом 
функции 1 (2). 

Определение 1. Внутреннюю точку 5 = а поверхности В бу- 
дем называть обыкновенной точкой функции (2) (или и (х, у) = Веш(2)), 
если в соответствующем ей представлении (4) или (4’) р = 4 =1. Все 
внутренние точки А, отличные от обыкновенных, будем называть крити- 
ческими точками функции 1 (2) (или и (х, у) = Ве). Седловые точки и 
точки относительного минимума и (5, у), расположенные на границе, 
будем называть граничными критическими точками функции и (х, 9). 

Определение 2. Число р назовем порядком функции #2 (2) 
в точке 5 = а. 

В дальнейшем будем предполагать, что поверхность А содержит т 
листов и удовлетворяет следующим условиям: 

1) каждый лист поверхности А является областью (если восстановить 
разрезы, проведенные при построении А., то А разделится ровно на т 
областей); 

2) поверхность А может быть гомеоморфно отображена так, что все 
однолистные области, и только они, перейдут в однолистные области и 
каждая кривая Г; перейдет в кривую Гу, которая проектируется на плос- 
кость 2 в окружность Г[.;. 

Определение 3. Пусть точка # совершит полный обход кривой 
Г;. Тогда точка & на Г;, соответствующая точке #, совершит обход ок- 
ружности [.; целое число раз п; > 1. Число п; будем называть угловым 
порядком кривой Г;, расположенной на поверхности В. 

Целью настоящего параграфа является доказательство следующего 
предложения. 

ТЕОРЕМА. Для функции ш (2), определяемой уравнением (1), на по- 
вертности В имеет место соотношение 


1 (49 — р) = 2т— Ув Г (5) 


9=1 1=1 


где а — число граничных кривых Г;, каждая из которых имеет угловой 
порядок п;, [ — граничный индекс функции и (х, У) по контуру Г отно- 
сительно В, п — число всех внутренних критических точек функции 
# (2) на В. 
Докажем сначала некоторые вспомогательные предложения. 
ЛЕММА 1. Пусть функция и (2), определяемая уравнением (1). в 4-лист- 
ной окрестности внутренней точки а имеет представление вида (4) или 
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(4’). Существует замкнутая кривая т, имеющая угловой порядок 4 и огра- 
ничивающая достаточно малую окрестность точки 2 = а, такая, что 
привзнос [1 (1) граничного индекса функции и (т, у) по кривой т относитель- 
но 9-листной области, не содержащей точки 2 = а, равен р. 
Предположим, что 2 = а — конечная точка на В. Тогда функция 


81 т 1 
= (2 — а) 9 {$ [(2 —а)“]}?, 
1 1 
где {4 [(2 — а)ч]}Р обозначает любую ветвь радикала, однозначную и 
непрерывную в достаточно малой `4-листной окрестности точки а, взаимно 
однозначно и с сохранением ориентации отображает 4-листную окрест- 
ность поверхности В с точкой ветвления а на однолистную окрестность 
точки {= 0. Отображение всюду конформно, исключая точку 2 =а 
(когда 4 > 1). Функция и (2) для точек 2, близких к а, преобразуется 
к видут (2) = Г’ -- 6.Переходя к полярным координатам (р, ф), получим: 


и (р, ф) = Веш = р? соз р’ф -- Веб. 


В качестве кривой 7 возьмем прообраз окружности |} | = р достаточно 
малого радиуса р. Дифференцируя и (0, ф), найдем: 


из (о, ф) = — рРряпрф, из (0, Ф) = — рр? соз рф, 
ир (р, Ф) = ррР1 с05р Ф. 


Решая уравнение и. (о, ф) = 0, получим, что функция и (р, ф) достигает 
экстремальных значений в точках 
ЛЕ 


Фот, т р М АА. Лт 


где верхний знак надо. брать при р >> 0, нижний — при р < 0. Так как 
вп из (2, Ф®) = (— 1)", вп ир (р, Фи) = (— 1)" вор, 


то при р>0 функция и (р,Ф) на окружности |{| = р относительно 
области | Г | >> р имеет р входящих максимумов и р выходящих миниму- 
мов. Если р < 0, то и(р, ф) на |{| =р имеет |р| входящих минимумов и 
|Р| выходящих максимумов. Отсюда, на основании формулы (3), полу- 
чим, что / (1) = р. 

Пусть теперь 2 = а — бесконечно удаленная точка поверхности А. 
Тогда функция* 


к ЕЕ 
а)} > 


=2 9 {8 (29}} 


гомеоморфно и с сохранением ориентации отображает 4-листную окрест- 
ность поверхности В с точкой ветвления 2 = со на однолистную окрест- 
ность точки { = 0. Рассуждая аналогично предыдущему, получим, что 
1 (7) = р. Лемма доказана. 


т 
ы р 
Здесь, как и раньше, {5 (2%)}Р обозначает любую ветвь радикала, однознач. 
ную и непрерывную в 4-листной окрестности точки 2 = э. 
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2 . 

Обозначим через а; (7 =1,2,..., г) точки 2-плоскости, соответствую- 
щие точкам ветвления поверхности А. В окрестности точки 2 с аффиксом 
а; уравнение (1) определяет одно или несколько разложений вида 


со к 
и (2) ==, 6, (= а) 9, (6) 


и=0 
где сумма чисел 4;, соответствующих аффиксу а;, равна т. 
Так как формула (2) сираведлива для областей, подобных однолист- 


‚НЫМ, то для возможности ее использования преобразуем т-листную по- 


верхность А в т областей, подобных однолистным и не имеющих точек 
ветвления. Это можно сделать, ‘удаляя окрестности точек ветвления а; 
и точки 2 и проводя соответствующие разрезы. 

Обозначим через А* поверхность, полученную из А удалением доста- 
точно малых 4;-листных окрестностей точек ветвления а; и т-листной 
окрестности точки 2. Границы окрестностей точек а; ‘обозначим через 
(1 =1,2,..., Ши > г) а границу окрестности точки 25 — через То; 
через Г” обозначим границу поверхности А*. Очевидно, поверхность А* 
представляет собой т-листную область, но без точек ветвления. Каждую 
4;-листную кривую 7; (] = 1,2,...,1) соединим 4; разрезами, распо- 
ложенными на различных листах, с т-листной кривой 7. Аналогично, 
каждую кривую Г;, имеющую угловой порядок п;, соединим п; разрезами, 
расположенными на различных листах, с То так, чтобы концы разрезов, 
принадлежащие Г;, были обыкновенными точками кривой Г;. Разрезы 
на А* будем проводить вдоль гладких жордановых кривых так, чтобы 
они не имели общих точек, не проходили через внутренние критические 
точки функции фр (2), не имели общих точек с кривыми Г; (кроме, быть 
может, концов), чтобы они оканчивались в обыкновенных точках (отлич- 
ных от сёдловых и точек минимума) функции и (5, У) на Г* и чтобы функ- 
ция и (т, У) на каждом разрезе имела не более конечного числа относи- 
тельных экстремальных значений. Так как каждый лист поверхности В* 
представляет собой область и функция и (т, У) имеет конечное число 
внутренних и граничных критических точек; то провести разрезы ука- 
занным образом всегда возможно. Эти разрезы разделяют т-листную 
поверхность А* на т односвязных областей Ск, каждая из которых подоб- 
на однолистной и ограничена некоторой жордановой кривою [», на ко- 
торой функция и (5х, У) удовлетворяет одному из граничных условий 
А, В, С. Все разрезы, проведенные на А” и пронумерованные в опреде- 
ленном порядке, будем обозначать через В.. 

ЛЕММА 2. Привзнос [ (В;) граничного индекса функции и (х, У) от 
левого и правого берегов закрытого разреза В; равен — 1. 

1. Предположим, что функция и (5, У) убывает вдоль В; при при- 
ближении к концу А;, расположенному на некоторой кривой Г». Так 
как А; — обыкновенная точка кривой Г», отличная от граничных крити- 
ческих точек функции и (т, У), то одна из угловых точек, образовавшихся 
при проведении разреза В; и примыкающих к А;, будет точкой относи- 
тельного минимума функции и (5, у) на В; -- Гь. Очевидно, разрез В; 
всегда можно провести так, чтобы каждый из углов, образовавшихся 
при пересечении В; с Гь, был меньше л. Поэтому минимум в указанной 
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угловой точке будет входящим. Каждый минимум и максимум функции 
и (т, У), расположенный на внутренней части В;, является входящим на 
одном береге разреза и выходящим на другом. Последнее означает, что 
каждый минимум и максимум функции и (х, У), расположенный на внут- 
ренней части В;, следует считать только один раз. Поэтому если и (5, У) 
убывает вдоль В; при приближении к обоим концам, то на закрытом раз- 
резе В; входящих минимумов будет на один больше, чем максимумов, 
так как в этом случае концы разреза В; являются точками входящего 
‘минимума. Следовательно, на основании (3), получим: Г (В;) = — 1. 

2. Пусть теперь и (х, У) возрастает вдоль В; при приближении к 
обоим концам. Очевидно, в этом случае концы разреза В; являются точ: 
ками, отличными от точек относительного входящего экстремума и (т, 7) 
на В;. Следовательно, и в этом случае крайние точки относительного 
входящего экстремума и (5, У) на В; являются точками входящего мини- 
мума. Поэтому / (В;) = — 1. 

Случай, когда и (5, У) возрастает вдоль В; при приближении к одному 
концу и убывает при приближении к другому, рассматривается анало- 
ГичНо. 

ЛЕММА 3. Привзнос 1 (т) граничного индекса функции и (т, У) от 
т-листной кривой То относительно В* равен т. 

Так как кривая Т получена удалением окрестности обыкновенной 
ТОЧКИ 20 на всех листах поверхности А, то привзнос от части кривой 7, 
расположенной на К-м листе, равен 1. Отсюда следует, что / (7) = т. 

Доказательство теоремы. Рассмотрим область Сх, огра- 
ниченную кривою Г... Функция 1 (2) в области С»; в качестве своих кри- 
тических точек может иметь некоторые точки /; (& =1,2,..., 5%), 
которые являются ее полюсами или нулями производной №’ (2). Для 
каждой точки В; соответствующее по формуле (4) или (+’) число 4; = 1. 
Пусть /,х — граничный индекс функции и (т, У) по контуру Гх относи- 
тельно С; и р; — порядок функции 1 (2) в точке 6,. Обозначим через 
С» область, полученную из Ск удалением достаточно малых замкнутых 
окрестностей точек 6;; границы этих окрестностей обозначим через т;. 


Через [4 обозначим границу области (%, а через [$ — граничный индекс 
функции и (5х, у) по контуру [4 относительно (%. Запишем основное 


соотношение (2) для функции и (х, У) в С%. Так как в С% нет критиче- 
ских точек функции и (т, У), то 


0 
2 = бе -ы Г = 0. = (7) 
где ах обозначает связность области С°. Очевидно, 


5 > 
д, = - Зее Чь-ь 1 (и) = ЭР. 


1 1=1 
Вставляя выражения ах и 1% в (7) и суммируя по всем листам, получим: 


т ЗК т 


т. Я 
хи -меЕТНЯЛ=У (а -р, &=14. (8) 
А=1 


К=1 #=1 К=1 1=1 
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Выразим теперь 5 Г. через заданные величины: 


1 => 1 (В) Е УГ (1). (9) 
Так как / (В;) = — 1, то 
а р 
х1(В) = -Х- У. 
91 93=1 


Аналогично, на основании первой и трет лемм, имеем: 


х Г(т) ачь р;. 


1=1 


‚ Вставляя полученные и в (9), находим: 


Хи =1+"- и + р). (10) 


1=1 
Обозначим через п число всех критических точек функции р (2) на В 
'Гогда, очевидно, 
Уз = п — в. 


Пронумеровав заново Е. точки 6;, найдем: 


5 аа ры = У @—2). 


К:=1 4=1 = 
Следовательно, на основании (8) и (10), 


ъ а в 
> (-—р=2т— Уп (4-1. 
д=ь-1 9=1 ]=1 
Последнее выражение равносильно соотношению (5). Теорема доказана. 
Замечание. Мы предполагали, что над точкой 25 лежат т лис- 
тов поверхности А. Это предположение не является ЕН и 
сделано для упрощения доказательства. 


8 3. Следетвия из основной теоремы 


1. Предположим, что поверхность А имеет А листов, А < т, и удов- 
летворяет всем условиям, указанным в $ 2. Рассуждая аналогично пре- 


дыдущему, получим: 
У (а-р)=2—Х п, +1. (11) 
я 


1=1 
2. Пусть все критические точки алгебраической функции 1 (2), опре- 
деляемой уравнением (1), принадлежат А. В этом случае каждый контур 
Г; получен удалением из поверхности А, некоторой области, не имеющей 
критических точек функции 1 (2). На основании условий, налагаемых 
на В, заключаем, что угловой порядок каждого контура Г; равен 1 и 


Т(Г;) =1 для | =1,2,..., а. Это означает, что в рассматриваемом 
случае / =а, и формула (5) дает: 
п 
> (а — р) = 2”. (12) 
= 


Обозначая через р род алгебраической функции и (2) и пользуясь 
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известным соотношением 
Е т 
2(р-+т— 1) =» (4—1), 
= 


мы получим из (12) формулу, выражающую род р через порядки функции 
22 (2) во всех ее критических точках: 


Р=-У®-Ю+1. .(43) 


3. Предположим теперь, что А представляет собой многолистную 
область без точек ветвления. В этом случае 4; = 1 для всех ] и на осно- 
вании (5) имеем: 


Яир =2т—Уш +1. (14) 


=1 3—1 

4. Пусть функция } (2) — аналитическая или псевдоаналитическая * 
на А, кроме точек ветвления и; быть может, конечного числа полюсов. 
Предположим, что точки ветвления поверхности ЕЁ являются точками 
ветвления функции } (2), причем если в точке ветвления а; связано 4; 
листов поверхности К, то а; является точкой ветвления функции ] (2) 
порядка 4; —1, функция и = Ве ] (2) удовлетворяет на Г одному из 
граничных условий А, В, С. Рассуждая аналогично предыдущему, най- 
дем, что для функции } (2) справедливо соотношение (5), если В содер- 
жит т листов, или соотношение (14), если К содержит А листов. 


8$ 4. Случай однолистной области 


Пусть а — однолистная область, конечная или бесконечная, огра- 
ниченная а жордановыми кривыми (Г, Г.,..., Га) = Г, и пусть функ- 
ция ] (2), заданная в С, имеет вид: 


1(а) = (9) (2 а) +Ь, а6С(, 8(а)-0, (15) 
9—1 ; 
гдер; — дробные рациональные числа, причем у р; = р — целое число, 


9—1 
функция # (2) — аналитическая в С, кроме конечного числа полюсов, 


& (т, у) = Ве } (2) удовлетворяет на Г любому из граничных условий 
А, В, С, В — постоянная. В области С возьмем такую точку 2, для ко- 
торой ]' (20) = 0. Соединим 2, со всеми точками ветвления а; разрезами, 
проведенными вдоль жордановых кривых, не имеющих общих точек, 
кроме точки 2, и расположенными в С. Под функцией } (2) будем пони- 
мать любую ее однозначную ветвь, непрерывную всюду в разрезанной об- 
ласти С, кроме, быть может, точек ветвления и конечного числа полюсов. . 

Обозначим через 6; = т -+1,...,п) нули и полюсы функции 
= (2). В окрестности 6; функция } (2) имеет вид 

1 (2) = (= — 6:79 (2) +Ь, +46) +0, 

где р; — целые числа (] = 


т | 1,...,п). При указанных условиях 
справедлива 


* Функция ] (2) называется псевдоаналитической, если она получена из анали- 
тической гомеоморфной и сохраняющей ориентацию заменой аргумента. 
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ТЕОРЕМА. Пусть Г — граничный индекс функции и (х, у) по контуру 
Ф относительно С. Тогда 


ив =2-фа+1. (16) 


9—1 
и; 
Доказательство. Полагая р;=- (]=1,2,..., т; р» 9;— 
Е] 


целые числа, 4; > 1), обозначим общее наименьшее  кратное чисел 
4; через 4. Аналогично предыдущему, построим 4-листную область, в ко- 
торой функция ] (2) будет аналитической всюду, кроме точек ветвления 
я полюсов. Граничный индекс функции и (х, 9) от кривых, расположен- 
ных на каждом из листов, один и тот же и равен Г. Так как каждая кри- 
зая Г; имеет угловой порядок, равный 1, то, на основании (5), для } (2) 
в полученной 4-листной области имеем: 


У [+ @-—в] +9 х (р) =24 —о4 + 41. (47) 


9—1 д=т-ы 
ПТреобразуем первое слагаемое левой части: 


> [4 ®—в)] = ‘> (1-%)= ‘> Ир). 


9=1 


Вставляя последнее выражение в (17), получим (16). 


$ 5. Примеры 
1. Пусть % (2) — функция, определяемая уравнением 
ее СВУ Ам СНУ 


я А — конечная часть ее римановой поверхности наложения, ограничен- 
чая кривою Г, состоящей из четырех окружностей | 2 | = г, расположен- 
чых на различных листах. Радиус г будем считать настолько большим, 
чтобы все нули функции и’ (2) и точки ветвления функции 1 (2) (а, = 1, 
а. = —1, аз = 5) принадлежали А. Тогда граничный индекс функции 
4 (т, у) = Веш (2) по каждой окружности |2| = г относительно по- 
зерхности В равен — 6, так как (2) в бесконечно удаленной точке на 
жаждом листе имеет полюс шестого порядка и в бесконечной части рима- 
човой поверхности, ограниченной контуром Г, нет других критических 
жочек функции 1 (2). Пользуясь соотношением (5), получим: 


А+ —4+Уи-р=8—4- 24. 


Фтсюда следует, что У (в; — 1) = 24. Последнее означает, что функ- 


ция ш’ (2) в четырехлистной области В имеет 24 нуля в точках, от- 
личных от точек ветвления ак. Каждый нуль считается столько раз, 
«акова его кратность. 

2. На всех листах поверхности В удалим замкнутые области 


12—41, [2445 4, 12-251 <4. 


(олученную четырехлистную область без точек ветвления обозначим 
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через Б*, я границу области А* — через Г”. При удалении т 
[2-5 1| < Г. мы получим две граничные окружности Гл, Го (| 41| = +), 

каждая из которых имеет угловой порядок, равный 2. Каждая из окруж- 
ностей Г (|2 —4| = +) и 1[4(|2—5|= 1) имеет угловой порядок, 
равный 4. Проверим соотношение (14) для функции 1 (2) на А*, опреде- 
инемой уравнением 


ий -- (2 — 1) (2 - 1): (2 — 5) = 0. 


Очевидно, привзнос граничного индекса функции и (х, У) от четырех 
окружностей |2| =г равен — 8. На основании леммы 1 находим: 


1(Е,) = (Е) = 1 (15) =1, ГЦ) =5. 


Таким образом, / (Г) = 8 —8 = 0. Функция 1 (2) на В” имеет 8 кри- 
тических точек, расположенных по 4 соответственно над 2 = Ои 2 = 2. 
Легко проверить, что 


шь (0) =0, их (2) =\, 


„ " (А > 1, 2, 3, 4). 
к (0) =0,. иь 2) = 0 
Следовательно, р; =2, 4; =1, | =1,2,...,8. Отсюда вытекает, что 
>! (4; —р;) = — 8. Вставляя полученные значения в (14), найдем: 


Е. 


т. е. соотношение (14) удовлетворяется. 
3. Проверим формулу (12) для алгебраической функции ш (2), опре- 
деляемой уравнением 
т =2(2—1). 
Функция 1 (2) имеет б критических точек: 


= 0 = 1 = и. == — 
а о 


Соответственно находим: 


ра = р. =1, рз= ра =2, р = р = — 1, 


4: =4%=2, %=4&=4%=4%=1. 
Вставляя значения р; и 4; в (12), получим: 


р ыНиТЬТА 2 ПН ЗС И вы 
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ТЕОРИЯ ОБЩИХ ЯДЕРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


В работе развивается общая теория линейных преобразований гиль- 


бертовых пространств функций 12 (а1, 61) и 12 (аз, 4) друг на друга, 
осуществляемых почти изометрическими операторами, порожденными 
определенными ядрами. у 

Полученные результаты являются дальнейшим естественным разви- 


тием теории биортогональных разложений в гильбертовом пространстве 
12 (а,5). 


Введение 


Пусть ох (5) (Е = 1,2) — неубывающая функция, определенная и 
непрерывная справа на интервале (ах, 0.) (— со < ак < 8 < ©) иимею- 
щая ограниченную вариацию на любом отрезке [а, В] С (ак, 6»). Обозна- 
чим через ЯН» = те (ак, 6;) гильбертово пространство всех о„-измери- 
мых на (ак, 6») и интегрируемых с квадратом модуля по этой мере функ- 
ций со скалярным произведением 


0х 


(лк = Л (9 В @) 46% (9). 


Чт 


В работе одного из авторов данной статьи (1) была дана аналитичес- 
кая характеристика операторов, осуществляющих изометрическое отобра- 
жение пространств Н: и Н. друг на друга, так называемых изометричес- 
ких пар операторов, осуществляющих «почти изометрическое» отображе- 
ние тех же пространств. При этом было установлено, что такие отображе- 
ния аналитически осуществляются специальными интегральными преоб- 
разованиями, подобными преобразованию Фурье — Планшереля, со- 
‚держащими специальные ядра. В той же работе было показано, 1 что 
эти ядра удовлетворяют определенным функциональным уравнениям, 
являющимся естественными аналогами условия биортогональности си- 
стем функций в пространстве 7, (а, 6). 

В качестве конкретной реализации таких отображений была доказа- 
на теорема, являющаяся широким „обобщением теоремы] Палей и Винера 
(2) о системах функций, близких к полным ортонормальным, устанавли- 
вающая, что из близости данного ядра к ядру некоторого изометричес- 
кого оператора следует существование изометрической пары операторов, 
порождающей это ядро. 

В настоящей работе проводится дальнейшее исследование линейных 
‚почти изометрических отображений пространств ИН, и Н, друг на друга. 


Это‘ исследование завершается построением полной теории общих ядерных 
биортогональных преобразований, являющейся дальнейшим развитием 
известных результатов Н. К. Бари [см. (3), (°), (5)] по теории биортогональ-- 
ных систем и разложений. 

В $1, имеющем предварительный характер, приводятся точные фор- 
мулировки ряда определений и понятий, необходимых для дальнейшего... 
Мы определяем повятия различного рода ядер — функций двух пере- 
менных К (Е, 1), называя их, в зависимости от налагаемых на них условий, 
бесселевыми, гильбертовыми или ядрами Рисса. При этом мы показыва- 
ем естественность наших определений, устанавливая их тождественность- 
с соответствующими понятиями и определениями, хорошо известными 
из теории биортогональных систем в случае, когда Н, = Г? (а, 6) № 
На = М (0,2). 

На основе введенных определений в $ 2 доказывается ряд предло- 
жений о свойствах бесселевых и гильбертовых ядер и о связи этих ядер. 
с ядрами изометрических отображений. Полученные теоремы представля- 
ют собой континуальные аналоги известных предложений Н. К. Бари ©> 
связи между различного рода биортогональными и ортогональными си- 
стемами. 

В $3 проводится развернутое исследование свойств базисных ядер- 
Рисса. Устанавливая тождественность таких ядер с ядрами, порожден- 
ными почти изометрическими операторами, мы доказываем затем две 
основные теоремы, утверждающие, что из близости в том или ином смысле- 
данного ядра с ядром Рисса следует, что и данное ядро является ядром 
Рисса. 

Наконец, в $ 4 мы доказываем теорему, дающую условия достаточно- 
необходимого типа для разрешимости общей проблемы моментов в про- 
странствах Н: и Н». Эта теорема позволяет указать условия, при выпол- 
нении которых данное ядро допускает биортогонализацию. 


$ 1. Предварительные. замечания и определения 


Пусть ох (2) (К = 1,2) — неубывающая функция, определенная и не- 
прерывная справа на интервале (ах, 6»), — со < ак < В < хо, и имею- 
щая ограниченную вариацию на любом отрезке [а, В] С (ах, 6%). Обозна- 
чим через Ну = фа, (ак, 6х) гильбертово пространство всех ох-измеримых 


и суммируемых с квадратом на (ах, 6%) функций со скалярным произ- 
ведением 


ох 
(Эн = | / (2) Е @) 40» (2). 


а} 


На протяжении всей работы мы будем изучать различные свойства: 
так называемых ядер. Последние представляют собой функции двух пе- 
ременных К (Е, 2), где ЕЕ (а», 65), хС(а:, 6:), удовлетворяющие тем или, 
иным условиям. Мы будем в дальнейшем налагать на эти функции опре- 
деленные требования и в зависимости от их выполнения давать ядрам 
К(Е, х) соответствующие названия, например В-ядра, бесселевы и гиль- 
бертовы ядра, базисные ядра и т. д. В настоящем параграфе мы приведем. 
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точные формулировки наиболее существенных определений и при этом 
попытаемся оправдать целесообразность вводимых терминов, позаимство- 
ванных нами из теории общих ортогональных рядов. Предлагаемые нами 
определения на первый взгляд могут показаться громоздкими и дале- 
кими от привычных понятий, но этого вряд ли можно было избежать при 
той широкой и общей постановке вопроса, которую мы предпочли в настоя- 
щей работе. В частности, может показаться странным определение ба- 
зисных ядер Рисса, поскольку здесь не чувствуется никакого аналога 
понятия сходимости в среднем. Тем не менее, если подчинить рассматри- 
ваемые нами ядра более жестким условиям, то станет совершенно про- 
зрачной связь вводимых нами понятий с общепринятыми в теории орто- 
гональных рядов. Однако в настоящем параграфе мы пойдем по иному 
пути и проанализируем вводимые понятия и их взаимосвязь в одном част- 
ном случае пространств Н; и Но, достаточно удовлетворительно оптавды- 
вающем целесообразность наших определений. 

1. В качестве указанного частного случая рассмотрим произвольное 
пространство Н\, а Н, определим следующим образом. Пусть а. = 0, 
р, = - оо, ао) (и) = [и], где через [и] обозначена целая часть и. Оче- 
видно, Н» = [1 (0, со) изоморфно пространству '? всех последователь- 
ностей {С}; С, ..: 6..5} таких. что 3 


р. 


п—=1 


Пусть последовательность функций {Х, (2)}, #, (2) ЕН, (п = 1,2, ...), 
допускает биортогонализацию, т. е. существует такая последовательность. 
{%, (2)}, № (2) © На, что 

[о 

те а Ч, МЕТ. 
\ Бо ®-| 
г О ж--и. 


ь —> —* - 
Функции К, (х) и К, (1) определены при целых индексах, но мы их 


доопределим для всех и Е (0, со), полагая, что при п < и<п-1 
Ан ($) =, (®), № (®) = (2). 


Введем также следующее обозначение, которым будем пользоваться в. 
общем случае на протяжении всей работы. Положим 


160, Е, 
“9 = о Е ЗЕЕ: ня 

7 т ХЕ [5 0), 
9 = [о ЗЕ, 0) 7. 


Пусть. далее, 


К (я = & фе (фам, СЕ (018 (0) 4.2), 
К, (5,2) = | № (2) в (ий) 41, х ба) 6Оров), 2 (1.3) 
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Тогда, имея последовательности функций у _(=) ЕН, и р (+) Е Н:, мы 
можем` построить некоторые ядра К(Ези К, (Е, 2) по формулам (1.2) 

г (1.3), причем очевидно, что при каждом фиксированном Ее (0, со) 
Г. (ЕН, и К° (Е, 2) Е Н,. Обратно, имея некоторые ядра К (5, 2) и 
К (Е, 2), обладающие последним свойством, мы можем поставить им 
в соответствие последовательности функций {%, (2)}, Ё» (2) ЕН: и {Е (=)}, 
Ё, (2) Е Н., по формулам: 


к, (1) = "+1, 2) —К (®, 2), %(2) ЕЁ, п 1,2) — Е, (п, 9. 
(1.4) 
Нетрудно видеть, что {&, (2)} и {№ ()} образуют биортогональную систе- | 
му в Н! тогда и только тогда, когда при всех 5, ПЕ (0, со) выполняется | 
условие: 


не | 
\( > №) ( Х #9) 454) = шь (8, 1. (1.5) | 


$ «Е а<[я] 


С другой стороны, очевидно, что 


(Я БЫ) > № (2) ( Е (2) 4 (а) = 


а 2<[Е] 
= ( (к, (2) её (и) а[и]. и и (7) ел (и) а [ш]) 4; (7). 


Поэтому условие (1.5) можно сформулировать следующим образом. 
Для того чтобы последовательности функций {й, (2)} и {® (1)} обра- 
зовывали биортогональную систему в Н!, необходимо и достаточно, чтобы |. 
при всех ЕЕ (0, со) выполнялось условие: 
Ь: со 
\ (6, 2) , (п, 2) 46; (2) = | её (и) г. (8) 4 . 

ал 0 


Далее, легко видеть, что полнота в Н, системы функций К, (5) экви-. 


валентна полноте в Н, всевозможных конечных сумм № Кр (1) этих! 


функций. Таким образом, в терминах ядра К (Е, х) Е полноты си-. 
стемы функций {. (2)} формулируется следующим образом. 

Для полноты системы функций {Е (2)} в Н, необходимо и достаточно, ] 
чтобы из условия 


ы 


\ ХС, 2) @) 40, (9 =0, У@ФЕНь 


ал 
выполняющегося при всех ЕЕ (0, со), следовало условие 
7 (2) = 0. 


Поэтому в случае общих пространств Н! и Н» мы примем 
определения, 
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Определение 1.1. Ядро К (Е, 2) ЕН, (ЕЕ (а», 6.)) называется 
полным в Н|, если из того, что } (1) ЕН, и 


Ь: 
\ С, 2) о), (® =0 


при всех &Е (а, 6.), следует, что } (2) = 0. 
Определение 1.2. Функцию К (Е, 2) ЕН, (ЕЕ (а, Ь.)) назовем 


_В-ядром, если существует такая функция К. (Е, 2) ЕН, (ЕЕ (а, 6.)), 


что 
Ь: [22 
\ Ж (Е, 2К, (и, 2) 40, (2) = | е (вел (п) 40» (и) (1.6) 


при всех Ё, пе (а., 65), причем оба ядра К (Ё, 2) и Я (Е, 2) полны в Н.. 
При этом К, (Е, 2) называется сопряженным с К (Е, 1) ядром. 
Замечание. Ясно, что сопряженное ядро определяется един- 


‚ ственным образом. Очевидно также, что ядро, сопряженное с В-ядром, 


само является В-ядром. 

Напомним теперь известное определение [см. (°)] бесселевых систем 
и распространим это определение на случай общих ядер. 

Пусть {#н} и {„} -—— две полные системы функций из Н\, образующие 
биортогональную систему (в этом случае говорят, что как {}, так и 
{Е} являются В-системами). В-система {#,} называется бесселевой, если 
для любой функции } ЕН, ряд 


[©] 


ЕН 


п—=1 
сходится. 
Положим теперь 


8 (и) =} (2): (2) 4 (з). 


а1 


тж ь — 
Поскольку # (п) = (}, КН), то условие бесселевости системы {А„} экви- 
валентно тому, что 


Е (ЕН. = Пи (0, со). 


Это условие можно записать в равносильной форме: 


со В со 
(уе (2) 4% (9) е, (9 Ч = 8 (9) & а 2Ь пе. о), 


где & (и) Е Ми (0, со). Меняя порядок интегрирования в левой части 
‘и пользуясь формулой (1.3), получаем: 


5, со 
(/(2) К, (1, 2) 4 (2) =} & (д «аш, 8) Е Ми ©, о). 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Это условие необходимо и достаточно для бесселевости системы {№}, 
ибо отсюда немедленно следует предыдущее условие, которое, как мы 
видели, эквивалентно бесселевости системы {Е}. 

Таким образом, в общем случае естественно принять следующее опре- | 


деление. п 
Определение 1.3. В-ядро К (Е, 1) называется бесселевым в На, 


если любой функции ] (2) 6 Н, соответствует некоторая функция & (и) ЕН. 
такая, что при всех 1 Е (а, 65) 


5, о, ЕЕ ||| 
\/ (2 Е, (и, 2) 4% (2) = \ & (® е (&) вв (и). (1.7) | 


Очевидно, что & (и) определяется единственным образом. | 

Напомним, далее, что Б-система {»} называется гильбертовой [см. (°)1, | 
если для любой последовательности {с„} @ ? существует единственная 
функция / 6 12, (а, 6:), для которой сп являются коэффициентами биор- | 
тогонального разложения по системе {№}, т. е. | 


Сп —= ть а 


В наших терминах это означает, что для любой функции 5(и) ЕЛ (0, оо) 
существует такая функция /(2) Е Н!:, что выполняется равенство 


Ы, 
8 (в) = [ /@) Е, (4) 45. (@), веб, о). 
1 
Умножая обе части этого равенства ‘на е, (и) и интегрируя, а затем меняя 
порядок интегрирования в правой части и пользуясь формулой (1.2), 
найдем, как и в предыдущем случае, что гильбертовость В-системы {и} 
эквивалентна выполнению равенства 


ы 


(ден (2) 9 1] = | (49 К (и, 2) 4° (9), Г® ЕН, 


а1 


Таким образом, в общем случае мы приходим к следующему определе- |’ 
нию. 

Определение 1.4. В-ядро К. (Е, х) называется гильбертовым 
в Н:, если для любой функции # (и) 6 Н, существует некоторая функция 
7 (2) ЕН, такая, что при всех ПЕ (а», 6.) выполняется равенство 


| ь, 
(2) Ж (п, 2) 41 (2) = в (и) с (и) 40. (и). (1.8) 


Очевидно, что функция ] (2) 6 Н, определяется единственным образом. 

2. Для того чтобы дать корректное определение базисного ядра, 
обобщающее известное определение базиса в гильбертовых пространствах, 
мы воспользуемся нижеследующей леммой, предварительно напомнив 
определение базиса Рисса в гильбертовом пространстве С [см. (9 

В-система №, 6 С называется базисом Рисса в гильбертовом простран-. 
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стве С, если для любого элемента ГЕ С разложения 


ж 


о И 


— 

| 
Е 
= 


сильно сходятся в С, причем существуют такие постоянные 0 < т < М, 
что 


8 


< У «МИР, 


8 


те < <Уьи< < м| у. 


ЛЕММА 1.4. Пусть система элементов и 6. С гильбертова простран- 
ства 4 допускает биортогонализацию, т. е. существует такая система 
элементов Ё, Е С, что 


РИ Зи Отан 
(=, Кт) = Е р а (1.9) 
Пусть, далее, для некоторого плотного в С множества элементов {2} 


при каждом } Е С выполняется равенство 


а) (1.10) 
==]. 
и, кроме того, при любом ЕС 
к о, Ио. (1.44) 
=. —1 


Тогда система К» является базисом Рисса в @. 
Доказательство. Заметим, прежде всего, что из условий 
(1.11) вытекает существование такой константы М >> 0, что при всех 


тес 


УР < М, Ре МИР. (1.12) 


В самом деле, это утверждение есть очевидное следствие известной теоре- 
мы И. М. Гельфанда о выпуклых функционалах (7). 

Пусть теперь ф @ С — произвольный элемент пространства С. Поль- 
зуясь неравенством Коши — Буняковского, а также оценками (1.12), 


получаем: ‚. 
0, 2), — 0, 8) @, 6 | 
4 р 1 Я): У бо ОМ — р. 


Выберем б», так, чтобы |ф — 6; | > 0. Тогда из предыдущего нера- 
венства будет и 
Бы УР) = У 0, 2 ©, 9. 
150 п т 


6* 
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Сравнение с (1.10) дает: 


Иа (+) = № {Е („› Ф) 


и поэтому для любых элементов }, фЕС пространства С справедливо 
равенство 


(=>, #-) (Е, 9). (1.13) 
П=1 р : 

Отсюда следует полнота обеих систем и К.. В самом деле, если -при 

всех п (|, №) = 0 или (}, Ё,) = 0, то из равенства 


ИР = у (1, Е») (К, /), 
П=1 
вытекающего из (4.13), при ф = } вытекает, что } = 0. Таким образом, 
биортогональное разложение 
со 
еж. 
1— > ([, №) № 
п=1 
слабо сходится, причем обе системы Ё, и у полны в (С. Как известно 
> —* 
[см. (6)], в этом случае обе системы А» и № являются базисами . Рисса. 


Замечание. Если бы в (1.10) в качестве б, можно было принять 
любой элемент пространства С, т. е. если бы биортогональное разложение 


1—0, Ё») 


слабо сходилось, то условия (1.11) можно было бы заменить полнотой 
одной из систем Ё, или Ё,, Нетрудно показать, что в этом случае система 
Ё, также является базисом Рисса. Заметим, однако, что даже из полноты 
обеих систем Ё» и » и равенства (1.10) для плотной системы элементов 
(„ еще не следует слабая сходимость биортогонального разложения 


7 и > Ой й,) 


В самом деле, известны примеры [см. ()] дважды полных биортогональ- 
ных систем {Ён}, {&»}, не являющихся базисами. Тем не менее очевидно, 
что для любого [ЕС Е 


(КЁ) = > (, Ба) би 


т. е. условие (1.10) выполняется для плотной системы элементов #”. 
Вернем 
ернемся теперь к нашему случаю пространств Н!: = [4 (ал, 6) и 


Н» = Ши (0, со) и запишем условия леммы 1.1 в несколько иной форме. 


Положим 
5: 


8 (и) = \ 9) Е @) а, (®), г шуй (2) 40 (2), ие (0, со), 


а: а: 
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‘считая, что Ал (х), ра (2) Е Г, (ал, 6). Условия (1.14) означают, очевидно, 


что & (и), 8* (и) Е Ши (0, со). Однако мы применим другой способ записи. 
Для этого обе части предыдущих равенств умножим на е; (и), проинтегри- 
руем от 0 до со по мере [и] и в правой части изменим порядок интегри- 
рования, учитывая формулы (1.2) и (1.3). Тогда условия (1.44) можно 
сформулировать следующим образом. Любой функции / (1) Е [2 (ал, 61) 
соответствуют такие функции & (и), 85° (и) Е и (0, со), что при всех 
ЕЕ (0, со) выполняются равенства: 

со з : 

\ Х. (©, 2) / (2) 4, (а) =\ (и) (ваш (1.14) 

а1 0 

я Е 

\ (Е, 2) / (2) 40 (2) = \ 

а, 0 

Пусть, далее, функции ] (1) =е, (2) в формуле (1.15) соответствует 

функция, которую мы обозначим через Й, (1, и). Тогда, по определению, 
положим: 


5 (и) е (и) а [и]. (1.15) 


ы: со 
\ К(ЕЗе, (2) 46, (2) = Й. (п, и) е (ва [1]. (1.16) 


ал 


Поскольку 


К (2) = > № (а), 
9< [Е] 
то (1.16) означает, что 


Дино о 
Я \ &(®е, (2) 41 (2) = У Й, (1,9, 


4<Е] а. 9<1Е] 


откуда следует, что 
Ь: 


Я, (п, в) = \ № (2) в, (2) в, (2). 
а1 
Беря в качестве элементов (. функции её (1), определенные формулой 
(1.1), мы можем переписать условие (1.10) в форме: 


5: со ы: — = 
У (2 в (2) о, (2) = Х (} / (9) №» (2) ав ()) И. &, и) = 
= 8 (0) Я. (Е, в) 41а, (1.17) 


где функция р (и) определена формулой (1.14). 
Таким образом, условия предыдущей леммы могут быть заменены 
в рассматриваемом нами случае условиями (1.14) — (1,17). Предетав- 
ляется удобным изменить соответственно и формулировку самой леммы. 
ЛЕММА 1.2. Пусть при всех Ё Е (0, со) К (Е, 2), Е, (Е Е Г» (а, 84), 
причем при всех Ё, ТЕ (0, со) выполняется условие биортогональности: 
в: 
\ КС, 2) К. (и, 2) 45, (2) = (а (и) ел (и) а [и]. (1.18) 


а: 


> 
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Пусть, далее, для любой функции 1 (2) Е 12, (ал, 6.) существуют такие 
функции Е (и), #° (и) Е Пщ (0, оо), что при всех ЕЕ (а1, р) справедливы 
равенства: 

ы 


}/ (2) К, (т, 2 451 (#2) = \ & ев 9 Ш}, (1.19) 


1 (2) Е (м, 2) 40, (9 =\ {в Ча. 4.20) | 


а: 


ки 
$Ф-—?8 а 


’ Функцию в: у соответствующую по формуле (1. 20) функции } (5) = 

= её (2), обозначим через И (Е, и), т.е. положим, по определению, 

6: 

а (2) Жо о, (@ = Я. вые фа, ЕЕ (а, 6) #6 (0, оо). 

@1 0 

(1.24) 

Если при этом для любой } (5) © [2, (а, 61) при всех ЕЕ (а1, 6.) выпол- 

няется равенство 
ы: со 
\/ (2) г (4) 40, (2) = \ & (@) Я, (©, и) а 1, (1.22) 
а1 0 - 

где & (и) определено формулой (1. 19), то система функций Ё. (5), порож- 

денная ядром К (Е, х) по формуле (1.4), является базисом Рисса в Ца), 

Доказательство. Переписав (1.24) в виде 


ы 


У! } & (№ (2) в: (&) = У Я, (Е, 9, 
а<[л] ал 9< [1] 
получим: 
Ь: 


Я, (6, п) = \ в, (2), (2) ао, (2), 


а: 


причем из (1.20) следует, что 


>Я. пм Ё< о. 


п=1 


Далее, из (1.19) находим: 


| 


Я \ / (2) ®» (2) в, (2) = У в), 


п [т] ал п< [1] 
откуда имеем: 
ы: 


8 (п) = {1 (2) Е» (2) ао, (2), 


причем 


УЕ) [< °ю. 
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Аналогично, из (1.20) получаем, что 


Ь: 


8" (п) = 1 (2) , (2) 40, (2), 


а: 
причем 


> (п < =. 


Таким образом, 


Ра (У, ды < о, > (ый оо. (1.23) 
Далее, так как к 
ы (по 
и 
> (пр < о, 


то ряд 
> 80 И, (Е, п) 


сходится и при этом, согласно (1.22), 


Ы 


у(ауа, (4) ав, (9) = УЕ Я. т) = 


ал 


со в: 
и (2) до. (2). СЕ (2) е. (1) ао; (2). (1.24) 


Заметим, наконец, что линейная оболочка функций её (12) плотна в 
[2, (ат, 61), а также что {%, (2)} и {&» (5)} образуют биортогональную си- 
стему в [2 (а1, 61) в силу (1.18). Это в сочетании с (1.23) и (1.24) показы- 
вает, что мы находимся в условиях применимости предыдущей леммы, 
что и завершает доказательство. 

Доказанная лемма 1.2 позволяет в случае общих пространств Н: и 
Но дать естественное определение базисных ядер или ядер Рисса, обоб- 
щающее общепринятое определение базиса Рисса в гильбертовом про- 
странстве. ф 

Определение 1.5. Функция К (Е, 2) (ЕЕ (а, 6), хЕ (ал, 61)), 
принадлежащая при каждом фиксированном & Е (аь, 6.) пространству Нт, 
называется базисным ядром или ядром Рисса, если выполнены следующие 
условия: 

а) существует функция К, (Е, х), определенная при тех же Ё и 1, 
что и К (Е, 1), принадлежащая пространству Н: при каждом фиксиро- 
ванном Ё Е (а, 6») и удовлетворяющая условию биортогональности (1.6) 


при всех Ё, ПЕ (а», 65); 
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Б) любой функции ] (2) © Н! соответствуют такие функции & (и), 
8" (и) ЕН», что при всех \ Е (а», 65) справедливы равенства: 


[7 ь 
162 Е, (м, 2) 40, (=) = | в (®) ел (и) 46 (в), (1.25) 
(142) Я (ть 9) ав, (9) = в @ с, (в) аь (4); (1.25) 


с) для любой функции } (2) ЕН, при всех ЁЕ (а1, 61) выполняется 


равенство 
5» 


Сис в, (4) да: (4) = \ 809 Я, ©, в) 4%, (0), (1.27) 


аз 


где функция 2 (и) ЕН. связана с } (1) соотношением (1.25), а функция 
И, (Е, и) ЕН. соответствует функции }/(2) =е; (5) ЕН! по формуле (1.26), 
т. е. 
ь, и | 
| 2. (2) К (и, 2) 46, (2) =\ И, (Е, п) в (в) 40 (в). — (4.28) | 


[#2 аз 


Замечание. При доказательстве леммы 1.1 мы убедились, что 
не только система Ё„, но и сопряженная система ® является базисом 
Рисса. Если ввести соответствующее дополнение и в лемму 1.2, то из 
определения 1.5 мы получим следующее утверждение. 
= Если функции } (1) = е (1) по формуле (1.25) соответствует функция 
Н (Е, и) ЕНЬ, т. е. 


5: в: ый 
< (2) . (1 2) 4 (2) = \ И (в, ше, (и) ао, (в), 


то при любой ] (1) е Н! выполняется равенство 

5, | | 

\У(4)е; (2) @о: (2) = \ =" (в) Я (Е, и) ав, (и), 
где функция 5° (и) связана с } (7) соотношением (4.26). 


Это утверждение, причем в более полной формулировке, составляет | 
содержание приводимой ниже теоремы 3.2. 


$ 2. Гильбертовы и бесселевы ядра 


1. В-этом параграфе будут изучены связи между понятиями бессе- 
левых и гильбертовых ядер, введенными в предыдущем параграфе, и так 
называемыми ядрами изометрических операторов. Прежде чем дать 
определение ядер изометрических операторов, мы приведем здесь обоб- 
щенную формулировку теоремы Бохнера [см.. (1)] об аналитической ха- 
рактеристике изометрических операторов, действующих из пространства 
Н, в пространство Н»› (определение этих пространств дано в начале $1). 
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ТЕОРЕМА 2а. Любому изометрическому оператору 8 (и) =У/\] (2), 
отображающему все пространство Н\ на все пространство Нь, соответ- 
ствуют две функции 

К (5. 5) == Уле (1) Е Ну, ЕЁ [5 (а, Ь.), 


Н (5, и) = Уле, (2) ЕН», ЕЕ (ал, 6), ее 
обладающие тем свойством, что 
|7 ь, 

\& (4) ее (и) 40 (и) = \ ЖЕ, 2 / (2) во (2), Ее» в), (2.2) 
{ :. 

|7 (2 её (=) 0 (а) = \ ИЕ, в) в (0) 40, (), Ее а», в). (2.3) 


Кроме того, функции К (Е, 2) и Н (Е, и) удовлетворяют уравнениям: 


6, 5. 
\ КЕ ЭК (и, 2) 40, (2) = {ее (и) е» (1) 40, (, Ь те (а), (2.4) 
ь ы. 


} ИС, ®) (м, и) 46, (в) = | < (2) в. (2) 6, (9, ЪтЕе(@ьь), (2.5) 
, | А 


\к (Е, Ре, (2) ав, (2) = \ Н (, ве (и) 40, (и), ЕЕ (а, в»), ЧЕ (а1,8.). 
ы : (2.6) 


Обратно, всякая пара функций К (Е, т) и Н (Е, а), обладающая свой- 
ствами `(2.4), (2.5) и (2.6), порождает, , согласно формулам (2.2) и (2.3), 
некоторый изометрический оператор У1, отображающий все пространство 
Н! на все пространство Но, и оператор У», ему обратный, осуществляк- 
щий обратное отображение. При этом, как и в случае прямой части тео- 
ремы, функции К (ЕЁ, 1) и Н (Е, и) и порожденные ими операторы ТУ, иТ, 
связаны формулами (2.1). Ох 

В дальнейшем мы воспользуемся также следующей теоремой, которая 
близка по содержанию ко второй части теоремы 2 а. 

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть при всех Ё Е (а», 6.) КИЕ, 1) Е Н:, причем ядро 
К (Е, 1) полно * в Н! и удовлетворяет условию (2.4) теоремы 2 а при всех 
Е, МЕ (42, 85). Тогда существует такой изометрический оператор У», 
отображающий все `Н» на все Н: из связанный с ядром К (6, 1) соот- 
ношением (2.1), что если обозначить через У! оператор, обратный к Т,, 
У, =И.*', и положить 

& (и) =, (1), Н (и) =Уе, (0, 


то ядро Н (Е, и) будет полно в Н» и будут выполняться утверждения 
(2.2), (2.3), (2.5) и (2.6) теоремы 2 а. 

Доказательство. Положим И»еь (1). = К (Е, 2). Пусть в (ИЕН» 
— некоторая непрерывная справа и финитная (т. е. обращающаяся в нуль 
вне некоторого отрезка, целиком расположенного внутри (а, 65)) сту- 


* См. определение 1.4. 
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пенчАтая функция. Нетрудно видеть, что она единственным образом 
представляется в виде 


8 (0 = У че, (9) 


в силу линейной независимости функций в, (1). Положим 


Тв (9 = УалТзее, (9. 
Очевидно, что 


(И-7 (1), зв (1))«, = (1 (8, 8 (0). 
для любых непрерывных справа и финитных стученчатых функций } (1) 
и 5 (1), ибо условие теоремы означает, что 


(Гье; (1), Узел (1), = (е, (2), ел (2))з„, 


а оператор У. аддитивен в силу единственности представления 


(9 = Уще, (0. 


Обозначим через Р С Н» совокупность всех непрерывных справа фи- 


нитных ступенчатых функций, определенных на (ао, 65). Пусть 8, ЕН», . 
2 Ри. 


Пи [8 — #з |, = 0. 
Так как 


Ува, = [825 
то 


: |, баты У, Вт, т |5» СЯ т [6 
Поэтому если 


Им | Я # |, ЕЯ 0, 
пс 
то последовательность элементов У, 8, фундаментальна в Н\. Пусть ЕЯ, 
и 
Па | 8 — РН, = 0. 
по 


Положим Г, 85 = }. Это определение не зависит от выбора ри, ибо если еще 


Гота | и— вр, =0, 


то, составив последовательность 81, 81, 8», Еэ,..-, п, Ел,..., Которая также 
сильно сходится к 8 в метрике Н›, мы убедимся в том, что У.8„ и 
У, 5, имеют один и тот же предел } в Н,. Итак, У. Е определен уже на всем 
пространстве Н., причем 

(Г; 81, Г, 8з)в, = (Вл, Ез)ъ, 


для всех 1, &› 6 Нз. Покажем, что оператор У. изометрический. Для этого 
остается лишь обнаружить, что оператор ИУ, отображает Н, на все про- 
<транство Н\. В самом деле, если } 6 Н1, то найдется такая последователь- 
ность р, Е Н., что 


Шиа Уз —Уь 0 
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в силу полноты ядра 
К (8: х) = У. @Е (2). 


При этом, на основании доказанного, 
[Уз 8 — И) ть, = [51 — Вт, 


и из фундаментальности У,5„ мы заключаем о фундаментальности вл. 
‘Следовательно, существует & ЕН, такое, что 


Па |5. — 8, = 0. 
п->со 


Очевидно, что при этом } =И, #, что и доказывает изометричность 
‘оператора И.. 

Обозначим через У, оператор, обратный к У, и, следовательно, осу- 
ществляющий изометрическое отображение пространства Н, на Н.. По- 
ложим, далее, У:е, (1) =Н (Е, х), рассматривая функцию 6, (1), опреде- 
ленную формулой (1.1), как элемент пространства Н!: при каждом фик- 
сированном Ё Е (а, 61). Легко видеть, что ядро Н (ЕЁ, 2) полно в Н.. В са- 
мом деле, если при всех Ё Е (а1, 61) и некотором # Е Н, 


}Н(Е, ) Е @ 4, (2) =0, 


а> 


(ле; (1), & (2))‹, = 0, 


то 
(е; (2), Ув), = 0, 


откуда вытекает, что Узр =0 и, следовательно, & = 0 в силу изометрич- 
ности оператора У2. Пусть, далее, ДЕН, и & =У). В силу изометрично- 
<ти оператора И?, 


(1, Тзе, (1), = (ИзрЬ е, (2), = (8 (2), в, (1). 


при всех Ё Е (ао, 6.), что совпадает с формулой (2.2). Аналогично, из ра-. 
венства — 


(ре (2)), = (У\р, Иле (1), 
имеющего место при всех & Е (а, 5:), мы получаем равенство (2.3). Далее 
при всех Ё 1 Е (а1, 61) имеем: 
(ле (1), Уле, (1), = (ея (2), е, (2))ъ,, 


что совпадает с формулой (2.5). Наконец, формула (2.6) вытекает из 
равенства 


(Ге; (1), ел (2))«, = (е, (2), Уле (2), 


выполняющегося при всех ЁЕ (а», 65) и всех ТЕ (аи, 64). 
Доказанная теорема оправдывает следующее определение. 
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Определение 2.1. Всякое В-ядро* К (Е, х), совпадающее 
со`своим сопряженным К (5, 2) =К, (5, 2), называется ядром изометри- 
ческого оператора. 

‚2. Перейдем теперь к выяснению связей между ядрами изометрических 
операторов и бесселевыми и гильбертовыми ядрами. 

ТЕОРЕМА 2.2. Для того чтобы В-ядро К (Е, <) было бесселевым **, 
необходимо и достаточно, чтобы существовал такой линейный ограничен- | 
ный оператор А, отображающий Н! в себя, что при всех Ё Е (а», 65) 


АКК, 2), (о.л) | 


где К (ЕЁ, х) — ядро произвольного, наперед заданного изометрического опе- | 
ратора, отображающего Н, на Н.. | 

Доказательство. Пусть В-ядро К (Е, <) бесселево, т. е. лю- | 
бой функции ] (5) Е Л! соответствует некоторая функция # (и) 6 Н. такая, 
что при всех 1 Е (а, 6.) выполняется условие (1.7). Пусть, далее, | 
К (Е, х) — ядро некоторого изометрического оператора, и пусть РЁ (1) ЕН, ] 
соответствует упомянутой функции # (и) по формуле (2.2), т. е. | 


5, 5, | 
\ 8 (и) в (и) 90, (и) = \ Е (2) К (Е, 2 аб, (2). 


Положим А} (2) = Р (2). Очевидно, оператор А аддитивен. Покажем, что 
АК (5, 2) =К ($, 2.1 

В самом деле, при фиксированном & = & функции } (5) = Го (5, 2) соот- | | 

ветствует некоторая функция 8+, (и) по формуле (1.7). Сопоставляя (1.7),„ 

где ] (2) = К (0, 1), с равенством 


ь» 


\ К (&, 3, (1, 2) 40 (9) = |. (ден (и) ао, (9, 


[071 а» 


находим, что при всех 1 Е (а», 6.) 


5, 5. 


ее, (и) ея (и) 46 (и) = \ ве, (и) е, (и) в (и), 


аз а> 


откуда следует: 
ве, (и) =е, (и). 


Поэтому, в силу самого определения оператора А, при всех ЕЕ (а›, 65} 
имеем: 


ъ, ь, 
}*. (в) ее (1) 40 (и) = АЖ (5, 2) К (, 2) 4, (2. 


* См. определение 1.2. 
** См. определение 1.3. 
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С другой стороны, ядро всякого изометрического оператора удов- 
летворяет условию (2.4), и из предыдущего равенства следует, что 


АК (&, 2) = К(Е, 4) 


в силу полноты ядра К (5, 2) в Н. Для доказательства ограниченности 
оператора А заметим, что, как легко видеть, оператор, ставящий в соот- 
зетствие функции ] (2) 6 Н, функцию &# (и) 6 Н, по формуле (1.7), замкнут, 
‘а потому и оператор А замкнут (поскольку переход от р (и) к Р (2) осу- 
цществляется изометрическим оператором) и, следовательно, ограничен 
[см. (8)]. 

Переходя к доказательству достаточности, предположим, что некото- 
рое В-ядро К (Е, 2) удовлетворяет условию теоремы. Так как К (Ё, 1) — 
ядро изометрического оператора, то, в силу (2.4), 


(К (&, =), 4 КИ, 2). = МК Ка, 2). = 
5, 


= (К (5, 5), КА, 2))., = \, Фе (®) 40, (ц). 


@2 


С другой стороны, в силу самого определения В-ядра, имеем: 
ь 
(К (5, 2),К. (1, 2). = Де. (в) е, (0) 40, (и). 
аз 
Сравнение с предыдущим равенством, в силу полноты ядра К (Е, 2), 


дает: 
ое (2.8) 


Пусть теперь / (5) ЕН, и Е (2) = А} (1). Поскольку К (Е, 2) — ядро 
изометрического оператора, то, согласно теореме 2 а, функции Г (5) 
<оответствует такая. функция & (и) ЕН», что при всех 1 Е (а», 6») 


ь, 5. 
\ г ®КО, 2) 40; (2) = \ 8 ( в, (№) 40: (и), в (ЕН, 


С другой стороны, на основании (2.8), 


(б, К (“, 2), те (АУ, К (\, 7))., = (Т, А* К (и, 2))‹.= (т К, (т, ®)) 
«Сравнивая С предыдущим соотношением, мы получаем отсюда: 


Ь, Ь, 
/ (2) К. (№ 2) 49, (2) = | & (6) еа (и) 40» (и), в (Е Нь 
ал а 
что и доказывает теорему. г 
ТЕОРЕМА 2.3. Для того чтобы В-ядро К, (Ё, х) было гильбертовым *, 
необходимо и достаточно, чтобы существовал такой линейный ограни- 


* См. определение 1.4. 
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ченный оператор С, отображающий Ну, в себя, что при всех ЕЕ (а», 6) 


Каска, (2.9) | 


где К (ЕЁ, 2) — ядро произвольного наперед заданного изометрического опе- 
ратора. 

Доказательство. Покажем сначала, что из условия (2.9) 
следует равенство 


СК (Е, ®) =К (Е, 2. (2.10). 


В самом деле, принимая во внимание (1.6), находим: 
(С"К(Е, 2), К (и, 1)).,-= (К (6, 2), СК (п, 2). = 


[кии ду Гео 


а2 


Заметим, что ядро К (Е, 1) изометрического оператора удовлетворяет 
условию (2.4); в соединении с предыдущим равенством это дает: 


(СК (Е, 2), К, 2). = (КЗ, К (и, 2). 


откуда, в силу полноты ядра К (&, 2) в На, и вытекает (2.10). 

Для доказательства достаточности условия теоремы предположим 
существование оператора С и рассмотрим произвольную функцию & (и) ЕН.. 
Согласно теореме 2 а, функции & (и) соответствует единственная функция 
1 (1) ЕН, по формуле (2.2), т. е. 

5, 


(/ (2), К (п, 2), = |8 (де, (и) 90, (п). 
Но в силу (2.10) - 
({(®), СК (2), =(@®, К, э)). 


и поэтому 
ъ: ъ, 
\ С (2) -Ж (т, 2) 40, (а) =\ в (и) в, (и) 40» (и), 


что и доказывает гильбертовость ядра К, (Е, 1), поскольку С] (2) 6 Н\- 

Чтобы установить необходимость условия теоремы, рассмотрим ядро 
К (Е, 2) произвольного изометрического оператора. Любой функции 
] (2) 6 Н, можно поставить в соответствие единственную функцию &(и)ЕН» 
по формуле (2.2). Для этой функции & (и), в силу гильбертовости ядра 
К, (Е, 1), найдется единственная функция Р (1) такая, что 


ыы... $ : ь, 
\ 2 (2) (п, 2) 40, (2) = | & (№) е, (1) 40, (и). 


Положим С] (2) = Е (2). Очевидно, оператор С аддитивен, а в силу (2.2) 
и предыдущего равенства легко заключить, что он также и. замкнут, 
а поэтому ограничен. Зафиксируем теперь & = 6 и положим #(2) = 
=", м). 


ЯДЕРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 843 


В силу полноты ядра К (Е, 2), из (2.2) и (2.4) следует, что соответ- 
ствующая функции ] (2) = К (Ё, 2) ЕН, функция ве, (и) © Н, при по- 
строении оператора С совпадает с е, (2). Поэтому 


ь . ь, 
} СК (в ®) К (м, 2) 40, (8) = е,, (ден (1) до» (и). 


Сравнение этого равенства с (1.6) дает: 


Аа а т. 


что и требовалось доказать. : 

ТЕОРЕМА 2.4. При выполнении любого из условий (2.7) или (2.9) соот- 
ветствующие операторы А’ или С осуществляют взаимно однозначное 
отображение пространства Н. в себя. 

Доказательство. Пусть выполнено условие (2.7), т.е. огра- 
ниченный оператор А таков, что. 


АК (Е, 2) = К (&, 2). 


Мы утверждаем, что из условия А] = 0 следует } = 0. В самом деле, 
как было установлено при доказательстве теоремы 2.2, из условия (2.7) 
следует (2.8). Но в таком случае из полноты ядра К, (Е, <) вытекает, 
что область значений оператора А” плотна в Н:. Если теперь предполо- 
жить, что при некотором № ЕН, Ар = 0, то для всех Г Е Я, будем иметь: 


0 = (0, 1) = (4%, № = ($, 4"), 


откуда, в силу плотности в Н, многообразия функций А*]}, получим: 


р ты 0. 


Аналогично, если выполнено условие (2.9), то, как было установлено. 
при доказательстве теоремы 2.3, выполняется условие (2.10), из которого, 
в силу полноты ядра К (&, 2), следует, что многообразие функций С*] 
плотно в Н!. Отсюда, так же как и выше, приходим к заключению, что 
еели. С) =' 0, то 7 = 0. 

ТЕОРЕМА 2.5. Если некоторое В-ядро бесселево, то сопряженное с 
ним ядро гильбертово, и наоборот. 

Доказательство. Пусть В-ядро К (Е, 2) бесселево. Тогда, 
в силу теоремы 2.2, существует такой ограниченный оператор А, что. 
при всех ЕЕ (а, 65) выполняется условие (2.7). Но, как мы видели при 
доказательстве теоремы 2.2, из условия (2.7) вытекает, что 


К, (Е, 1) = 4*К(Е 2) 


и поэтому, ‘в силу теоремы 2.3, ядро К, (Е, 2) гильбертово. Аналогично, 
если ядро К (Е, 2) гильбертово, то, по теореме 2.3, выполняется условие 
(2.9), из которого, как мы видели, вытекает (2.10). Чтобы завершить 
доказательство, остается еще раз воспользоваться теоремой 2.2. 
ТЕОРЕМА 2.6. Для того чтобы В-ядро К (Е, 2) было бесселевым, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы существовал такой положительный ограни- 
ченный эрмитов оператор Т, определенный на Ну, для которого при всет- 
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—— = —— ее ВЕ. 
ЕЕ (45, 65) выполняется условие 
К, (9) =ИК Э. (2.144) 


Выполнение этого ‘условия обеспечивает взаимную однозначность `отобра- 
жения, осуществляемого оператором Т. 

Доказательство. Покажем прежде всего, что при выполне- 
нии условия (2.11) из ТК = 0 следует › = 0. В самом деле, поскольку 
_ оператор Т эрмитов, то при всех ] Е Н| имеем: 


= Не |. = (№, Т), 


откуда и вытекает, что }› = 0, ибо, в силу полноты ядра К. (Е, х), об- 
ласть значений оператора Т плотна в Н.. 

Для доказательства необходимости условия (2.11) вспомним, что если 
ядро К (=, 2) бесселево, то, в силу теоремы 2.2, существует такой огра- 
ниченный оператор А, что 


АК (Е, 1) = К (Е, 2), 
причем по формуле (2.8) одновременно. выполняется условие 


К. (Е, 2) = А'К (& 3). 


Поэтому, применяя к предыдущему равенству оператор А”, находим: 


А'АК (Е, 2) = К. (& 2) 


что и доказывает необходимость условия (2.11) с Т = А*А, ибо, как из- 
вестно, оператор А“А положителен. 

Переходя к доказательству достаточности, предположим, что условие 
(2.11) выполнено.. Как известно из функционального анализа [см. (8)], 


из всякого положительного эрмитова оператора Т можно извлечь квад- 
1 +] 


ратный корень Т?, являющийся снова положительным эрмитовым опе- 
1 


ратором. Положим А = Т? и введем в рассмотрение функцию 
К (Е, 2) = АК (Е, 2). (2.12) 


Докажем, что К (Е, 2) — ядро некоторого изометрического оператора. 
В самом деле, с одной стороны, поскольку оператор А эрмитов, 


(К (Е, 2), К (м, 2))., = (АК (Е, 2), АК (м, 2)).= (К (Е, 2), А? К (т, 2))..= 
= (& (2, <), ТК. о 


откуда, в силу (1.6), следует, что ядро К (&, 1) удовлетворяет условию 
(2:2). 


С другой стороны, ядро К (&, 2) плотно в Н|. Действительно, если 
выполняется равенство 


Ы: 


\ К (Е, 2) @) о: (@ = 0, 


а: 
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то, на основании (2.12), 


зи от ее сы ве 
= \ АК (Е, 2). Л (2) ао, (2) = К (Е, 2). АР (© ав (2), 


а1 а: 


откуда, в силу полноты ядра К (&, 2), следует: АД (1) = 0. Но в таком 
случае 


Тр (2) = 4? (2) =0 


и поэтому /› = 0, поскольку условие (2.11), как было установлено выше, 
обеспечивает взаимную однозначность отображения, осуществляемого 
оператором Т. Таким образом, условия теоремы 1.1 выполнены и, сле- 
довательно, К (&, 2) является ядром некоторого изометрического опера- 
тора. Пользуясь теоремой 2.2 и принимая во внимание (2.42), заключа- 
ем отсюда, что ядро К (Е, 1) бесселево. 

Замечание. Из теоремы 2.5 непосредственно следует, что в слу- 
чае гильберзовых ядер справедливо следующее утверждение. 

Для того чтобы В-ядро К. (Е, х) было гильбертовым, необходимо и 
достаточно, чтобы существовал такой положительный ограниченный эр- 
митов оператор 7, определенный на Н\, для которого при всех ЁЕ (а, 6.) 
выполняется условие (2.11). 

3. Определение 2.2. В-ядро К (Е, 1) называется ядром Рис- 
са — Фишера, если оно одновременно и бесселево и гильбертово. 

Очевидно, что если одно из двух сопряженных В-ядер является 
ядром Рисса — Фишера, то таким же является и другое. 

ТЕОРЕМА 2.7. Если К(Е, 2) — ядро Рисса — Фишера, то при любом 
} (2) Е Н, существуют единственным образом определенные функции 
р (и) ЕН, и 5" (и) ЕН. такие, что имеют место равенства: 


Ъ. 5, 

в (с, (0) 46, (в) = \ Ж(Е, 2) / (2) ав, (®), Е6(аьЬ), (2-13) 
ы ОН $ | 
\в *(в)е. (и) 40 (и) = \ К. (&, 2) К. (Е, 2) (2) о: (®), Е6@а,, 6). (2.1) 


При этом существуют такие положительные константы М, т, К, КЁ, 
что выполняются неравенства: 


тра, МА, ВЛ, 5, ЗЕ, 


Обратно, любой функции в (и) 6 Нз соответствует некоторая функ- 
ция | (2) ЕН: такая, что при всет ЕЕ (аз, 63) выполняется равенство 
(2.13). Аналогичное утверждение справедливо и относительно (2.14). 

Доказательство. Из гильбертовости ядра К, (Е, 1) заклю- 
чаем, в силу самого определения, что для любой функции 8 (ий ЕН, 
существует единственная функция ] (2) 6 Н, такая, что при всех 6 Е (а, 6») 


ь: 53 


12) КС, 2) 4: (=) = \ в (ве, (и) Чо, (и). 


а1 
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В силу же бесселевости ядра К, (Е, 1), для любой функции ] (2) ЕН, 
существует функция в, (и) Е Н, такая, что при всех ЕЕ (а, Ь.) 


ь: | 
1 КСЕ, 2) 4, (8) = \ в (@ ®, (@) 46. (9. 


Отсюда следует, что 8: (и) = Е (и) и что соотношение (2.13) выполняется 
при любом Е Н|, если & (и) © Н, подобрано соответствующим образом, 
и, наоборот, при любом # (и) ЕН› и соответствующем выборе ГЕ Н.. 
Рассматривая ] (2) как значение оператора, действующего на 8 (и), за- 
ключаем, что. 


7, < М8, 


при некотором М, >> 0, ибо этот оператор замкнут, как это легко усмот- 
реть из (2.13), и потому ограничен [см. (8)]. Рассматривая же д (и) как 
значение оператора, действующего на ] (2), находим по той же причине, 
что при некотором М > 0 


[=1., < МПА 


Этим доказаны все утверждения теоремы (если положить 27 = м.) ; 
касающиеся формулы (2.13). Аналогично устанавливаются утверждения, 
касающиеся формулы (2.14). ра 

ТЕОРЕМА 2.8. Для того чтобы В-ядро К (Е, х) было ядром Рисса — 
Фишера, необходимо и достаточно, чтобы существовал линейный огра- 
ниченный оператор А, отображающий Н\ на все Н., такой, что 


АЁ (Е, 2) = К (Е 2),. (2.15) 


где К (ЕЁ, 1) — ядро некоторого изометрического оператора. При этом | 
выполнение условия (2.15) обеспечивает существование ограниченного обрат- 
ного оператора А". 

Доказательство. В силу теоремы 2.2, из (2.45) следует, 
что ядро К (Е, 2) бесселево, а потому оператор А. осуществляет взаимно 
однозначное отображение. пространства НЯ, на все пространство Н!, как 
это следует из теоремы 2.4. Поскольку пространство Н, полно, то в силу 
теоремы Банаха [см. (°)] оператор А" ограничен. 

Достаточность условия (2.15) теперь уже очевидна, ибо отсюда сле- 
дует, что 

К (5, 2) = А-К (5, 2), 


а это условие вместе с условием (2.15) означает, что ядро К (ЕЁ, 2) является 
одновременно и гильбертовым и бесселевым, в силу теорем 2.3 и 2.2 соот- 
ветственно. 

Докажем необходимость. Если В-ядро К (Е, х) является ядром 
Рисса — Фишера, то, согласно теоремам 2.2 и 2.3, существуют такие 
ограниченные операторы А и С. что при всех & Е (а», 6.) 


АК ($, = Кез ЕСКИ, ю, 
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где К (5, 1) — ядро некоторого изометрического оператора. Отсюда сле- 
дует, что ограниченные операторы АС и СА удовлетворяют условиям: 


К (Е, 1) = САК (Е, 1), К (Е, 2) = АСК (Е, 2. 


Из полноты ядер К (Е, 2) и К (Е, 2) вытекает, что ограниченные опера- 
торы СА и АС совпадают с единичным оператором на плотном множестве 


` и поэтому операторы А и С являются обратными друг другу, что и до- 


казывает теорему. 

ТЕОРЕМА 2.9. Для того чтобы В-ядро К (Е, х) было ядром Рисса — 
Фишера, необходимо и достаточно, чтобы существовал такой ограничен- 
ный положительно определенный эрмитов оператор Т, определенный на Ну, 
для которого при всех Ё Е (аз, 05) выполняется условие: 


РЕНА 
Доказате т ьство. Пусть условие теоремы выполнено. Если 


положить А = т *, то, как мы видели при доказательстве теоремы 2.6, 
АК (Е, <) = К (5, 2), (2.16) 


где А (ЕЁ, 1) — ядро некоторого изометрического оператора. С другой 
стороны, как известно из функционального анализа [см. (8)], для того 
чтобы ограниченный линейный оператор А имел ограниченный обратный, 
определенный на всем пространстве, необходимо и достаточно, чтобы эрми- 
товы операторы А*А и АА* были положительно определенными. Поскольку 
в рассматриваемом случае А" = А и АА = Т, где оператор Т, по условию, 
положительно определен, то оператор А" определен на всем Н, и огра- 
ничен. Из теоремы 2.8 следует, что К. (Е, 2) является ядром Рисса — 
Фишера. 

Обратно, допустим, что К (=, 2) — ядро Рисса — Фишера. Тогда, 
по теореме 2.8, выполняется равенство (2.16), где оператор А-* существует 
и ограничен. Согласно упомянутой выше теореме функционального ана- 
лиза, оператор Т = А*”А положительно определен. С другой стороны, 
при доказательстве теоремы 2.8 мы видели, что в рассматриваемом случае 


А*АК (Е, 2) = ТК (Е, 2) =К* (Е,2). 


Этим теорема. полностью доказана. 


$ 3. Ядра Рисса и изометрические пары 


В этом параграфе приводится несколько теорем о базисных ядрах 
или ядрах Рисса *. В первой из них дается аналитическое представление 
ядер, порожденных произведением двух изометрических пар. Вторая 
теорема существенно дополняет принятое нами ранее определение базисов 
Рисса. Далее устанавливается эквивалентность понятий ядер Рисса и 
ядер Рисса — Фишера и доказываются две теоремы о ядрах, близких в 
том или ином смысле к ядрам Рисса. 


* См. определение 1.5. 
7* 
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1.`’При доказательстве этих теорем будут существенно использованы 
понятие изометрической пары операторов и один результат об аналити- 
ческом представлении такой пары, принадлежащие одному из авторов 
настоящей работы [см. (!)]. Приведем соответствующие формулировки. 

Определение 3.4. Пусть линейные операторы А; и В,1 отображают 
все пространство Н, = [2 (ал, 6.) на все пространство Н» = [е, (а»,6ь). 
Мы скажем, что эти операторы составляют изометрическую пару 
Е Вл} нын» если для произвольных элементов Д; (2) и }о (5) из Н! имеют 
место равенства 


(1, №)., = (Вал, В1,).,*. (3.1) 


Отсюда следует, что обратные к А, и Ва операторы А, =Вги 
В.. = Ва также существуют и отображают все пространство Н, на все 
пространство Н\:, составляя при этом изометрическую пару {В>, В} н,н, 
Иначе говоря, равенство 


(=1, 82). = (В,в1, Ве 8), = (Във, Вэ), (3.2) 


имеет место для произвольных элементов а; (и) и в. (и) из Нь. Поэтому 
_ естественно говорить, что изометрические пары {В1, В+} н, и {В», В} н.в, 
обратны лруг другу. Очевидно, далее, что если В. = А, = И, (т. е. если 
В. = В. = Т.), то условия (3.1) или (3.2) совпадают с обычными усло- 
виями изометрического отображения пространств Н\ и Н. друг на друга 
при помощи изометрического оператора У, или оператора И. = 1", 
обратного ему. - | 

Аналитическую характеристику изометрических операторов дает тео- 
рема Бохнера в обобщенной формулировке (теорема 2 а). Как естественное 
обобщение этой теоремы, в работе (1) была доказана следующая теорема, 
которая ниже будет существенно использована. 

ТЕОРЕМА За. Пусть операторы В, и В-, отображают все простран- 
ство Ну на все пространство Н», составляя при этом изометрическую 
пару {В:, Вы . Тогда справедливы след ие утверждения: 

а) пы я А 


ИО: = 

ее Е но 196 ь» ие 
удовлетворяют уравнениям: 

\ К (6, 9.41, 2) 40, (2) = \ ес (и) е, (и) Чо» (и), В че(аь в), (3.5) 

С, и) И. (пьи) 45 (и) = | ес (2) ел (2) 40, (1), Ь пе (а» ®), (3.6) 


* Легко видеть, что чри этом также (р, 2), = (Вл, в 
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ь: 


\ Ки, 2) (2) 40, (2) = 


\ К. (т, 2) с, (2) аа, (2) =\ И (Е, иде, (и) 40. (и), Ва’), пе(аз вы): 
а1 а> (3.8) 

6) отображение в (и) = В.} (1), }(х)= В. в (и), осуществляется со- 
гласно формулам: 


2 


Н, (Е, и) ел (и) доз (и), Еб(а, 6), ТЕ(аь, В»), 
(3.7) 


а а — > 
и 


№ 5: _ 

= (®) ее (1) 4оз (и) = | Ж (Е, 2) 7 (2 40, (2), 56(а»8), (3.9) 
ь , 

\ 1 (2) е. (2), 40, (8) =\ Я (&, в) (в) 40, (в), З6(а, В), (3-10) 


а отображение 8 (и) = Ва ] (1), } (1) = В, & (и), — согласно формулам: 


|7 6, 


в (о) с. (4) ао, (в) = ЦЕ, (Паро до, (®), Ее (аа, 6), (841) 


а> ал 
0, 


5, 
(2) ©, (2) ав, (а) =, (6, и) в (®) 40, (и), Ве, 6); (3.42) 


а1 а? 


в) для операторов Е, и В. справедливы оценки: 


т. ||, ЗВ, < МИЛ, 


3.13 
ты |1, ЗАВ, < МА, т 


где } — любой элемент пространства Н\, или, что то же самое, для опе- 
раторов В, и В., справедливы оценки: 


4 4 
Е <, >18, 


1 


. (3.14) 
М. 12. <Выд|, < г [81 


где # — любой элемент пространства Нь. Здесь та, Ми, тн, Мы — неко- 
торые положительные постоянные, зависящие от изометрической пары 
{А,, В} нон, 

Удобно принять следующее определение. 

Определение 3.2. Условимся говорить, что взаимно обратные 
изометрические пары {А,, Ва} нн, и В», В-}н.н, принадлежат классу 


ти, М}; Та, Ма] (0 < т = Мь, 0 < ты < М), 
если для соответствующих операторов (компонентов этих пар) выпол- 
няется условие (3.13), или, что то же самое, условие (3.14). 
ТЕОРЕМА 3.4. Пусть даны три гильбертовых пространства: 
Нк = во (ак, 6к) (К = 1,2, 3). Предположим, что четверка функций 
Киз (Е, 2), Каз (Е ЭЕНь 6 (а», В»), (3.15) 
На (5, и), Язь М и) Е Н», ЕЕ (аи, Ь,), 
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порождается -взаимно обратными изометрическими парами {В:, В} ны, 
и {В», В} н,н, т, е. 


Вале. (2) = Нь (Е, и), Вче, (и) = К» (6, 2), (3.16) 
Вуе, (2) = Из (Е, р Вое, (и) = К+л (6, и). (3.17) 


Пусть, далее, четверка функций 


_Кз (2, и), Пе (Е, и) ЕНЬ, Ё Е (аз, .), : (3.15% 
Н»з (&, 1), Я+з (Е, ИЕН, ЕЕ (а, В), 


порождается взаимно обратными изометрическими парами {51, 5} н.н, 
и (55, 5%} ныни т. е. 
бе: (и) == Я»з (5, 1), 5%: (1) = К (5, и), (3.18) 


бле, (и) = Из (&, ®), бое, ()) = Киз (Е, и). (3.19) 


Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) операторы 
Т, — 5.А:, Т-: — 5..1 (3.20) 
и 
Т. = В»5», Т® = Веб (3.21) 


составляют взаимно обратные изометрические пары {Т,, Т} ни 
1 з 


{Ть, Т}н,н,; 
6) четверка функций 


В (>. № о (5 1) Е Н\, Ё Е (аз, Ь.), 
Не Нк ев вв (а, В), 


порождаемая взаимно обратными парами {Т., Т+ То, т.е. 
а: В 29 1 *27Н,Н,? 


Тче, (1) = Нлз (Е, )), Тче. (9) = К;з (Е, 2), (3.22) 
Туе; (2)= ИН. (& 0), Те, () = ЖЕ, 2), (3.23) 
определяется из формул: 
5, 5, 
\ К» (5, 2) е„ (2) ав: (2) = | К» (Е; и) Нч» (п, и) 40? (и), (3.24) 
ь, я | 


\ К» (6, 1) е, (2) 46: (1) = \ К. (6, и) Низ (1, и) 46. (и), (3.25) 


“1 а? 


ь м И 
} Я» (Е, 2), (0 40з (9 = \ Язь (, и) Жыз (т, и) 40» (и), (3.26) 


ь. ь, 


\ Н+з ($, 0 е, (1) 403 (1) = \ Нч (Е, и) К»з (п, и) до» (и). (3.27) 


аз а. 


——— 
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Доказательство. Поскольку операторы В и В обратны 


друг другу, то из (3.22) и (3.21) получаем, учитывая (3.17) и (3.18): 


5, 
} Юз (Е, 2) ел (2) 40, (6) = (Те (9), в. (2), = 
= (В+ лье (4), а (2), = (ВыВчьбчле (0, Вуе, (2), = 
[23 
= (6-е, (0), Вел (2))„, = \ Кь» (Е, и) Язь (м, и) 405 (о), 


а 


что совпадает с (3.24). Далее, пользуясь тем, что операторы А; и ВА, об- 
ратны друг другу, и учитывая формулы (3.23), (3.24), (3.16) и (3.19), 


находим: 
5, 


(Е, 2) с (2) 40 (2) = (Те (0, (8), = 


— (В,5,е, (0), ен (2), = (В,Вуе, (9, Вне, (2), = 
|2 
= (5: (0), Ва в (2), = | К (&, и) Йзь (т, и) @о, (п), 


аз 


что совпадает с (3.25). Чтобы доказать (3.26), заметим, что операторы © 
и 5› обратны друг другу, и воспользуемся формулами (3.22), (3.20), (3.16) 
и (3.19). Получим: 


ь 


\ Я, (Е, де, (9 403 (9) = (Таеь (®),ел (8))„, = (бъВне (2), е, (1), = 
“в (б-Вые (2), Зблея (9), = (вые (а), Зе, (8), = 
5. 
= \} Я (Е, и) Каз (п, и) 40 (и). 


а> 


Наконец, для доказательства (3.27) заметим, что операторы 5+ и 5+ 
обратны друг другу, и примем во внимание формулы (3.23), (3.20). (3.17) 
и (3.18). Тогда найдем: 

53 
\ Нзз (&, 9) е, (1) оз (1) = (Тле: (1), ел (1). = (5,Вее (2), е (1))„, = 


«) 


аз 
= (5, Ве ("), 5*иб ея (1))„, = (Ве (7), бел (1))„, = 
. 
>) Нчь (Е, и) Кьз (п, и) 40» (и), 
аз 
что п доказывает теорему. 

Отметим, что в том весьма частном случае, когда все пространства 
Нк (Е = 1,2, 3) совпадают с пространством Н = [. (0, со), а все опера- 
торы, о которых говорилось в доказанной теореме, являются изометри- 
ческими, соответствующий результат содержится в работе ("). 

2. Установим одно важное свойст”. яде; Рисса. Если К (Е, Е Н,, 
ЕЕ (а>, 65), есть ядро Рисса, то, согласно определению 1.5 и замечанию 
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к нему, можно верав следующее: 
‘а) существует некоторая функция 7$ (Е, 2) Е Н,, ЕЕ (а, 6), такая, 
что 


(БОЕ, д фк Фе 4% (6); 


6) существуют функции Я (ыы) ий, (Е ЕН,, Ее (а, В:), связан- 
ные с Фора К (Е, 2) иК, (Е, 2) формулами: 
5, 
( К (п, 2) ©. (2) 401 (2) = \ ен (и) Я. (8, и) о (и), 


а1 а> 
6 


А дея ых 
\ К. (п, 2), (2)40(2) = \ ен (в) Я (Е, и) 4» (и). 
ТЕОРЕМА 3.2 Пусть К (Е, 2) есть ядро Рисса. Тогда существуют 
взаимно обратные изометрические пары операторов {В:, В: }н.н, и 
{В., Во}н,н, такие, что 


К (Е, 2) = Вы, (и), К. (69) = Вы, (и), 
Я (Е, и) = Вае, (и), И, (Е, и) = Ве, (и), 


и справедливы все утверждения с), 6) и в) теоремы За. 

Обратно, каковы бы ни были взаимно обратные изометрические пары 
{В,, Ва}нн, и $В,, Во}н,н, Функции К (Е, <) и К, (Е, <), определенные 
формулами (3.3), являются взаимно сопряженными ядрами Рисса в про- 
странстве Н:, а функции И (Е, и) и й. (Е, и), определенные формулами 
(3.4), — взаимно сопряженными ядрами Рисса в пространстве Но. 

Доказательство. Вторая часть теоремы немедленно вытекает 
из теоремы 3 а. Обращаясь к доказательству «первой части, вспомним, 
что, по определению ядер Рисса, любой функции } ЕН, по формулам 
(1.25) и (1.26) однозначно соответствуют (в силу нолноты системы функций 
е (2) две функции & (и) и 5° (и), которые удобно обозначить соответст- 
венно через В.:} и В,]. Таким образом, в новых обозначениях формулы 
(1.25) и (1.26) перепишутся следующим образом: 


6, = | 
142) К.(п,2) оз (2) = Ва уе, (и) 40 (и), (3.28) 
о > 
} /(+)Ж(и, =) 46, (@) = \ Вузе» (п) до (м). (3.29) 


Условие (1.27) означает, что при этом 


[7 ъ, 
} 1 (2 с (2) 40; (2) = \ Вы}. (9, и) ао (и) (3.30) 
ы а а> 
6, = 5. м 
} (2) Жим, 2) 40: (2) = (Я, (Е, фе, (и) 46(и). (3.31) 
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Для доказательства теоремы достаточно обнаружить, что операторы А, 
и В. линейны, ограничены и составляют изометрическую пару, т. е. что 
при всех |, ФЕН, выполняется равенство 


(1, $), = (ВЛ Ву, (3.32) 
причем область значений операторов В. и В, совпадает с Н.. Тогда все 
остальные утверждения будут вытекать из теоремы За. 

Но из (3.28) и (3.29) немедленно следует, что операторы А+ и В, ад- 
дитивны. С другой стороны, из тех же соотношений следует, что эти опе 
раторы замкнуты, а поэтому ограничены [см. (8)]. Заметим, далее, что 


(3.31) означает, что [ 
Ве: (2) =Н. (6, и), 


а поэтому равенство (3.30) сводится к равенству 
(У, ен), = (Вы), Вен)... (3.33) 


Пусть теперь ф (5) — произвольный элемент пространства Н.. В силу 
плотности системы функций е (1) в Н:, найдется такая последователь- 
ностычисел ‘Сир И: (ПЕ, 2 п: пы 2 О) что 


Ба | (9 — Мене, (8, 0. 


4—1 


С другой стороны, из (3.33) следует: 


(7, У Сп, Ел, р. — (В р Е Стб Во». 
1 ь 


=1 

Переходя к пределу при п -+ со и учитывая ограниченность оператора 
В, находим, что (3.32) выполняется при всех }, феЕН;!. Отсюда заклю 
чаем, что К (1, 2) и К, (1, 1) полны* в Н.1. В самом деле, если для н^ 0- 
торой функции Ф (7) Е Я, 

Б: 

\® (2) Ки, 2) 4 (9 =0 
при всех 1 Е (а, 6,), то из (3.29) будет следовать, что А: ф = 0. Но тогда 
из (3.32) вытекает, что при всех } 6 Н! выполняется равенство 


($), =0, 


откуда получаем 
ф = 0. 


Аналогично, если для некоторой функции } (2) ЕН, 
ъ, 


12) Ж, ( 2) 40 (®=0 
при всех т Е (а, 6,), то из (3.28) находим, что В] = 0. Но тогда из (3.32) 
будет следовать, что при всех ф 6 Н, выполняется равенство (], Ф)., = 0, 


откуда получаем: 
1 0: 


* См. определение 1. 1. 


| 


854 М. М. ДЖРБАШЯН и Р. М. МАРТИРОСЯН 


МАО ПЕНН РИ А Оле НЫ НЕБО ВЫ о 


Таким образом, мы доказали, что К (п, <) и К, (1, 2) являются В-яд- 
рами *. В силу условий (1.25) и (1.26) отсюда заключаем, что К (т, 2) 
ик, (т, 2) являются бесселевыми ядрами, а потому, согласно теореме 2.5, 
и гильбертовыми. Но это и означает, что область значений операторов 
Вени В, совпадает с Н». Следовательно, операторы В+ и А, составляют 
изометрическую пару, что и доказывает теорему. 

ТЕОРЕМА 3.3. Если В-ядро К (Е, х) является ядром Рисса — Фишера, 
то оно является также ядром Рисса и поэтому выполняются все утвер- 
ждения теоремы 3.2. 

Доказательство. Если В-ядро К (Е, 1) является ядром Рис- 
са — Фишера, то, согласно теореме 2.8, существует линейный ограничен- 
ный оператор А, отображающий Я, на все Н, и такой, что 


АК (5, 2) = К (5, 2), | (3.34) 


где К (ЕЁ, 1) — ядро некоторого изометрического оператора. Оператор А 
- . > —1 

имеет ограниченный обратный Аи поэтому (3.34) можно записать в 

эквивалентной форме: 


К (Е 2 = АС КАЕ 2). (3.34) 


Кроме того, заметим, что из (2.7) следует (это было показано в начале 
доказательства теоремы 2.2): 


К, (2) = АК (6, 2). (3.35) 


Пусть И, — изометрический оператор, соответствующий ядру К (ЕЁ, х 
и отображающий все пространство Н\ на все пространство Нь, аТ. =!" 
Составим линейные операторы 


В, =, (4”)*, Ва =У,А, (3.36) 


отображающие все пространство Н, на все пространство Нь. Легко ви- 
деть, что операторы 


Ва рр заеду о (3.37) 


осуществляют обратное отображение, т. е. 
В.В, = В.В = Ть, ВВ, = ВВ = Г, 


где 1» (К = 1,2) — единичный оператор в пространстве Н». 
Докажем, что операторы А, и В. составляют изометрическую пару 
{В, Ва}нин.. | 
Действительно, если }1 и ], — произвольные элементы из Н1, то, учи- 
тывая изометричность оператора У! и формулы (3.36), находим: 


(В.Л, Вары, = (И, (АП), У. АР), = 
= (4), А = ,АПАВ)., = (ф, Ба. 


* См. определение 4. 2. 
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Но это и означает, что операторы В, и Д., составляют изометрическую 
пару {В,, Вы}н,н., а потому, согласно теореме 3.2, К (Е, х) является 
ядром Рисса. Заметив теперь, что, согласно формуле (2.1), 


К (5, 2) =У,е: (и), 


Е Е (а>, 6.), 
из (3.34’) и (3.37) получаем: 


К (Е, т) = АУ, е (и) = Вые: (и), 
а из (3.35) и (3.37) следует, что 


К. (Е, 2) =АТУ, в; (и) = Вье: (и). 
Полагая, далее, 


Й (Е, и) = Вае: (2), 
Я. (Е, и) = Ве (2), 


заключаем, на основании теоремы 3.2, что справедливы все утверждения . 
а), б) н в) теоремы 3 а. 

3. В работе (1) было дано обобщение теоремы Палея — Винера [см. (2) 
и (3)] о системах функций, близких к полным ортонормальным. Именно, 
в предположении, что ядро К (Е, 1) ЕН, (ЕЕ (а, 6.)) в определенном 
смысле близко к ядру К (Е, 2) ЕН, (ЕЕ (4, 6.)) некоторого изометри- 
ческого оператора, было установлено, ‘что К (Е, 2) является ядром Рисса, 
т. е. порождается некоторой изометрической парой операторов. 

Приведем здесь дальнейшее обобщение этой теоремы. 

Обозначим через В. совокупность всех комплексно-значных фудкниа 
ограниченной вариации, непрерывных справа на (45, 65) и обращающихся 
=. 1+ зне замкнутых слева интервалов [а, В) с (а›, 6.) (нефиксирован- 


‘выл, «висСящих от выбора функции). 


ТЕОРЕМА 3.4. Пусть К (Е, 2) ЕН, (ЕЕ (а, 6,)) есть ядро Рисса, 
порожденное взаимно обратными изометрическими парами {В:, Ва}н.н, 
и {В., Ве} н.н, из класса [ту, М; тч, М4] *. 

Пусть, далее, для функции К (Е, ЕН, (ЕЕ (а, 6.)) существует 


такая постоянная 9 0<9< т. ‚ что 
М 


ь, 12 5» 


КиК, 2} 48 45 (® < \ |8 ФРас у) (3.38) 


аз а> 


ал | 


при всех 8 (у) Е Н». 
Тогда К (Е, 2) есть также ядро Рисса, причем соответствующие ему 


взаимно обратные изометрические пары операторов {т1, Г+1} нон, й {то 7} „Н, 
т» 
ЕЯ 


принадлежат классу |, (1 — 5%), М, (41 + %%); ТЕ, я ‚20.9 = 
= 9 М*. 


* См. спределение 3.2. 
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Доказательство. Пусть Н1 = А.Н. есть образ многообразия 
Н. в Нь при отображении } = В.&, & Е Н.. Из очевидного неравенства 


| В8, — Вы 82 | < в | 1 — 82 [> 


следует, что образ Н' плотного в Н» многообразия Но. будет плотным в 
Н!. Пусть функция ] (2) 6 Н! произвольна, а 8 (у) = Вч/ (2) 6 Н.. Тогда, 


обозначив 
ь. 


01 (8) = —\ К, э) —Кц, 2} & 0%), (3.39) 
в силу условия близости (3.38) будем иметь: 


ъ, 5. 


| 17 (=) 40, (2) < 8 18) Рака) = 


= 92| 841 (2) [, < (МУ) |, = 851 (3.40) 


где 9, = 9М%, т. е. 0<%< 1. 
Иначе говоря, на Н! определен линейный оператор @, переводящий 
любой элемент ] 6 Н! в элемевт (О! Н,, причем 


ГО, < в |1Ь,, УЕ На. 


* 
Но поскольку многообразие Н, плотно в Н!, то оператор И можно рас- 
пространить на все пространство Н, без увеличения нормы, т. е. 


ПО, < 8 |1, ГЕН, (3.41) 
Таким образом, 


19] <% < 14. (3.42) 
Обозначим через ©] (5) сумму ряда 


©{(=) = Уи“, 1 (2) ЕН,, (3.43) 


й=0 
сильно сходящегося в Н, в силу оценок 


< ЗВ}, 
и пусть 


ИО, (3.44) 
где 1, есть единичный оператор в пространстве Н\. Из (3.43) заключаем, 
что оператор Т имеет обратный, причем 

т = о (3.45) 


(оператор Т отображает все пространство Н!: на все пространство Н!). 


Если ядро Рисса К (&, 2) порождается взаимно обратными изометри- 
ческими парами {В,, Вч}н.н, и {В,, Въ}н,н,, то, согласно теореме 3.2, 
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Я В РЕ Я Е аа Е Е 


мы должны иметь: 


К (Е, 2) = Вые (9), — ЕЕ (а), 
т.е. 


её (у) = В.К (Е, 1), ЕЕ (а, В»). (3.46) 


С другой стороны, очевидно, что 


ев (у) Е Н,, ЕЕ (45, 6.). 


_ Поэтому значение оператора ПК (Е, х) (ЕЕ (а, 6.)) может быть вычис- 


лено посредством формулы 
5, м 
ОК (5, 2) = — \ {К (у, 9) — К (9,2)} 4 (9), 


аз 


из которой, очевидно, следует: 
ОК (Е, 1) = (Е, 2) -К(Е яз), Еее). (3.47) 
Теперь из (3.44) получаем: 
ТК (Е, <) =К (Е, 2), ЕС (а», 65). (3.48) 


Учитывая (3.46), эту формулу можно переписать в виде: 


К (Е, 2) = ТВию (9), Ева). (3.49) 


> п-1 
С другой стороны, легко видеть, что операторы Ти (Т ) также ото- 
бражают все Н\ на все Н\, причем, как известно, у 


(Т`)* = (7')”. 
Введем в рассмотрение следующие линейные операторы: 
Ту —- а. Г*1 —= Ве 


(3.50) 
Го — Е Т+о — ТВ». 


Операторы 7, и Ге, отображают все пространсаво Н, на все пространство 
Но, а операторы г. и Г» осуществляют обратное отображение, т. е. 
ТАГо. == Рана == [ь, 
(3.517 


о арок 


где /, (& = 1,2), как и раньше, есть единичный оператор в пространстве 
Нх. Покажем, что операторы Г: и Г»: составляют изометрическую пару 


{ль Га} Н.Н, . 
В самом деле, если т Ь [< а то, учитывая, что по условию опера- 


торы В, и АВ»: составляют изометрическую пару {К1, А+1}н.н,, из (3.50) 
найдем: | ы 
(п.л» Ги] 2), = (В1Т"р, В,Т [а)з, = 
= (Т“}, РЕ НЕ (ТТ) = (Л, №), › 


что и доказывает наше утверждение, ибо, как мы видели, операторы Г, 
и г. отображают все пространство Н, на все пространство Н.. 
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Далее, заметив, что согласно (3.50) г. = ТЕ», можно переписать 
форлулу (3.49) в виде: 
К (Е, 2) = ге (у), ЕЕ (а», 6), (3.49')_ 
а это и значит, что функция Е (Е, 2) является ядром Рисса. Поэтому если 
вместе с функцией 
К (5, 2) = ге (у) ЕН, ВЕ (а», &), 


ввести в рассмотрение еще три функции: 


(2) = Ге: (УЕН,, ЕЕ (а, 6), 
ты и) Е Тезе: (2) (Е Н», - е (а1, 6), 
(Е, и) а Ге: (2) Е Н», Е 6 (ал, 6.) 


Е О РИ 


то при помощи четверки функций К, в. Ни Й., удовлетворяющих 
условию 6) теоремы За, отображения & = т1], } = т», или 8 = ты |, 
& = г..}, аналитически будут осуществляться посредством формул вида 
(3.9), (3.10) или (3.14), (3.12) соответственно. 

Наконец, из (3.41) и (3.44) получаем: 


а в РА, = 1 аи, == 85 
‚ и поэтому 
[Я Е . —* УИ, Я 
А+ 9 к Л АТ у 1—8. (3.52') 
С другой стороны, согласно условию теоремы, имеем: 
т: | [| |. < | В: [в < М, |1 |, 
ТЕ Н:, (3.53) 
ты: [в ЗВ |, < Ма Й,, 
откуда следует, что 
4 
иг 181553 18,8 |5. =- 18°. 
? р 5ЕН.. (3.54) 
м1 ов ди 1815, 


Из определения (3.50) операторов г», Г»к (К = 4, 2), на основании оценок | 


(3.52), (3.52’), (3.53) и (3.54) без труда заключаем, что взаимно обратные 
изометрические пары {т1, 7+ }н.н, и {7о, Го}н,н, принадлежат классу 


т, (1 — 6), М, 1 0); ть, 
ство теоремы. 
: Следует отметить, что в частном случае, когда Н = В? (&, Буа 
Но. = [Ли] (0, оо), из доказанной теоремы легко получить важное обоб- 
щение теоремы Палея и Винера в обычной формулировке [см. (2), (8)], 
но мы на этом останавливаться не будем. 

4. Докажем заключительную теорему этого параграфа, являющуюся 
естественным континуальным аналогом теоремы Н. К. Бари о базисах 
Рисса [см. м 


М. 

1 

и | что и завершает доказатель- 
- 90 
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ТЕОРЕМА 3.5. Пусть К (Е, 2) — ядро Рисса, допускающее представ- 
ление 
5 


КЕ =\ 90 де (0% (0, 


а> 


(3.55) 
де (а, 61), БЕ (а», 6), 
4 пусть функция 
= ый 
К (6) = \ фид е: 0 45, (9, 
$ (3.56) 


Е (а,, 5:), ЕЕ (а, 6,), 
Удовлетворяет одному из следующих двух условий: 
а) функция К (Е, 4) ЕН, и полна в Ну; 
РО К (Е, 2) допускает биортогонализацию, т. е. существует функция 


К, (Е, 2) ЕН; (тЕ (а, 61), ЕЕ (аь, 6,)) такая, что при всех Е, 1 6 (а, 6.) 
выполняется равенство 


Е ры Ь, 


\ К (=, 2, (и, 2) 4, (2) = \ «(*е, (9) 40, (4). (3.57) 


а1 а2 


Кроме того, пусть выполняются следующие условия: 
в) для произвольных а, ВЕ (а1, 6.) имеют место неравенства | 


Ь. 
|] @6, 2) — 0, 3915 (0 45, д]. < м ® 8, 8.58) 
|} +6, 2) — +0, 912 0 40, дь < т @ |8, = 8.59) 
где 3% к 
Пт т (а) = те: МВ). = 0; (3.60) 


или, в частности, 


5. ь, 
\ о (2) \ [9 (6 2) $0, 461 (9 <; (3.61) 


г) при любых а, В, целиком лежащих внутри (а, 65), многогбразие 
функций 


8 
(6 2) $0, Э1в (0 40. (0, |815 
компактно в Н, # 
При выполнении этих условий функция КЕ х) является ядром 
Рисса. 
* Как хорошо известно, это условие излишне. при выполнении неравенства 


(3.61), что можно доказать так же, как дс ‘азывается полная непрерывность инте- 
гральных операторов типа Гильберта — Шмидта. 


7 
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Доказательство. Отметим, прежде всего, ‘что условие (3.61) 
является частным случаем условий (3.58), (3.59) и (3.60), поэтому при 
доказательстве мы используем лишь эти последние условия. Действи- 
тельно, предполагая, что выполнено условие (3.61), мы получим: 


5. 


1\ №4, 2) — +6, 918 0 4 ОВ < 
В 
В 5» 


<} {19,9 — 6, ЭР 46, (0 | [8 (0 9, (9} 40 (2) < 
а В В 
ыы 
<. (196, 9 $, 945, (2) 40, (0. 
: В а: 


Полагая 
5, в: и: 


м®) = [\ (14, 9—0, ®) 40; (4) вв (0 


В а 


и замечая, что М (В) > 0 при В - > 6>, находим, что выполняются условия 
(3.58) и (3.60). Аналогичным образом можно убедиться, что удовлетворя- 
ются и условия (3.59) и (3.60). 

Переходя к доказательству теоремы, заметим, что, поскольку К (Е, 1) 
является ядром Рисса, каждой функции ] (1) Е Н, можно поставить в 
соответствие такую функцию 2“ (и) Е Н,, что 


6: Аб 
1 (2) её (2) 40, (а) = \ И. (Е, п) в* (0) до (и). (3.62) 


По найденной функции 8" (и) построим функцию Ё (2) по формуле: 


5 


Р (9 =} №69) — $6, 18° (0 40; (0 


а> 
и положим 


Е (2) = ТЁ(®. 


Легко видеть, что оператор Т вполне непрерывен. В самом деле, из усло- 
вий теоремы ‘следует, что многообразие функций 


} © (6, 9—0 215 (0 40, (0, |851 


аз 


компактно в Н;, ибо, согласно условиям в) и г), оно допускает компакт- 
ную =-сеть при любом = >> 0. Далее, поскольку К (&, 2) является ядром 
Рисса, имеет место оценка 


187, ЗК |Л=. 
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Таким образом, многообразие функций 7} (2) (11|, < 1) содержится 
в компактном многообразии функций вида 


е— = 


1 (6 2) —ф(,, 218 (0 40, (0), |в|-.<К, 


(4 


2 


и поэтому само компактно, что и доказывает полную непрерывность 
оператора 7. 
Положим в (3.62) 


Как это следует из определения ядер Рисса (формула (1.28)), этой функ- 
ции соответствует функция 
8е.(#) == ©, (1) 
и поэтому 
6, 


ТЕ (Е, 2) = \ Ф(, 2) — $ (6, ее, (0 40, (9 = 


= К (Е, 2) —Е(Е, 2. 


Следовательно, окончательно имеем 
(Е -- 7) (Е д =К (Е 1), (3.63) 


где через Ё обозначен единичный оператор в пространстве НУ. 

Покажем теперь, что оператор Е — Т осуществляет гомеоморфное 
’ отображение пространства Н, само на себя. Для этого мы воспользуемся 
любым из условий а) и 6). 

Предположим сперва, что выполнено условие а). Тогда, согласно 
(3.63), многообразие функций (Е — Т) К (Е, 1) плотно в Н|. Но в таком 
случае оператор Ё — Т отображает все пространство Я! на все простран- 

‚ство Н, ибо, как известно, если оператор 7 вполне непрерывен, то Ё — Т 
отображает все пространство Н! на некоторое подпространство. Пока- 
жем, что это отображение взаимно однозначно. В самом деле, если 


(Е —Т)ь=0, р =0, 
то, по теореме Фредгольма, существует такое Х == О что 


(Е — 1’) к = 0. 


Отсюда, согласно известной теореме Фредгольма, следует, что много- 
образие функций (Е — Т) }, Е Н:, ортогонально к р. а это противоречит 
тому, что это многообразие совпадает с Н\, как было установлено выше. 
Таким образом, оператор (Е — Т) * существует, определен на всем про- 
странстве и, как известно, ограничен. К этому же заключению можно 
прийти, пользуясь условием 6). В самом деле, на основании (3.57) и 
(3.63) имеем: 


(К (Е, 2), К. (1, 2) = ( (4), с (1)).. = (К (6, 3), К. (а, 2). = 
= (Е — Т) КСЕ, 2), К (м, 2)).. = (К (Е, 2), (Е — ТК. (п, 2). 


8 известия АН СССР, серия математическая, № 6 


862 М. М. ДЖРБАШЯН иР. М. МАРТИРОСЯН 


Срьввнивая крайние члены этих равенств и принимая во внимание, что 
К (Е, 2) является ядром Рисса и поэтому полно в Н:, находим: 


(Е— 1%) К. (и, 2) = К, (3. (3.64) | 


Следовательно, вопрос свелся к предыдущему случаю, ибо ядро К. (и, 2), || 
являясь ядром Рисса, полно в Н., а оператор Т” вполне непрерывен. |} 
Дословно повторяя вышеприведенные выкладки, мы убеждаемся в су- 
ществовании и ре оператора (Е — 1^) ,, а значит, и опе- т 
ратора (Е — Т)". | 

`Итак, при выполнении любого из условий а) и 6) оператор (Е — 7) И! 
существует, определен на всем пространстве Н, и ограничен. Далее, по- \ 
скольку ядро К (Е, 2) является ядром Рисса, оно, как это следует из теоре- Н 
мы 3.2, является также и ядром Рисса — Фишера, а потому, на основа- | 
нии теоремы 2.8, существует такой ограниченный оператор А, отображаю- 1) 
щий все Н, на все Н, и имеющий ограниченный обратный А 1, что | 


АК ЕЕК Я, И 


где К (Е, 2) — ядро некоторого изометрического ‘оператора. Поэтому! 
из (3.63) следует: | 


А (Е — т. К (Е, 1) = АК (Е, 2) =К (Е, 4), (3.65) || 


где оператор А (Е — Т) * ограничен и имеет, очевидно, ограниченный | 
обратный. Если мы покажем, что К (Е, 4) является В-ядром, то из’ тео-. И 
ремы 2.8 будет следовать, что К(Е, 1) есть ядро Рисса — Фишера, а по-: | 
тому, в силу теоремы 3.3, и ядро Рисса. Для доказательства гого, что Д 
К (Е, 2) является В-ядром, заметим, что ва основании (2.4) и (3.65) | 


(ев (и), ея (и))=, = К (Е, 2), К (и, 2))=, = | 
(А (Е —Т)К (Е, 3). К (и, 2). = (® (Е, 2), (Е — т) АК, у, 


откуда следует, что ядро К (Е, х) допускает биортогонализацию, причем || 
сопряженное. ядро К. (&, 1) может быть определено формулой | 
К, (мп, 2) = Е — ТАК (а, 9. (3.66) | 
Так как операторы Е — Ти (Е — Т*) " А* имеют ограниченные обратные, | | 
а функции К (Е, г) иК (5, т) 1 полны в у то из (3. 63) и (3.66) заключаем. || 
что многообразия функций К (2 Бе а. 65), и К, (1.2), ТЕ (а, 6. 
плотны в Н\, а это и доказывает, что м К (5, 1) является В-ядром. 

Замечание. Мы уже отмечали, что условие (3.61) содержится! | 
в условиях (3.58), (3.59) и (3.60) как частный случай. Нетрудно видеть, | 
однако, что эти последние условия могут выполняться и в случае, когда}! 
нарушено условие (3.61). В самом деле, пусть, например, | 


01.(2) = ях, 0 (и) =и НЯ, = В 1? ( ос, со) 


— [И ,— 


[2—2 |" 
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Тогда, согласно неравенству Буняковского, 


6. 


№96, 2) —0, 180%, 0 |= | а < 
| 


В [#—# 


= е—15—И.—28 т = —#| 
В В 


2—1 


ге в ежи 
ры (Рае. 


Не 


со 
< е—28* \ 


9. [5—2 
— 


Отсюда, пользуясь теоремой Фубини и замечая, что интеграл 


со 
- —1>—1 
4 

[#—Е 
—© 


существует и не зависит от $, ибо интегрирование ведется по всей оси, 


находим: 
6 


Ц её 5—6 21504, 
В 


ЕЙ 2 
И р Р, 
ТИ 


Таким образом, условия (3.58), (3.60). выполняются. Аналогично можно 
убедиться, что выполнены также условия (3.59), (3.60). С другой сторо- 


ны, очевидно, что при а > - условие (3.61) нарушено. 


Отметим в заключение, что в частном случае, когда МН: = а (а, 6) 
и.Н, = Ци (0, ос), доказанная теорема содержит теорему Н. К. Бари () 


о минимальных системах, близких к базисам Рисса. 


$ 4. Обобщенная проблема моментов 


В этом параграфе: дается решение общей проблемы моментов в про- 


странствах Н» (К = 1,2) и указываются условия, при которых данное 
ядро допускает биортогонализацию. 


Определение 4.4. Будем говорить, что функция К (Е, 2) ЕН, 


ЕЕ (а, 6.), 2Е (а1, 6,1), является С-ядром, если для любой точки непре- 
рывности & функции 0. (ЕЁ) существует такое Д;, > 0 и такие положи- 
тельные константы с (Ё&) и а (Ё), что для всех д, |6| < Де, выполняется 
неравенство 


ы 


ат 


ИХ (Е + 8, 2) — К (Е 2) 40, (2) < (&) [0 (6 + 6) — 0 (5) |. (4.4) 


ТЕОРЕМА 4.1. Пусть К (Е, 2) — С-ядро, функция и (Е) непрерывна 


во всех точках непрерывности функции ов. (ЕЁ) и при некотором т> 0 
выполняется неравенство 


ь. ы в ко 
2 


и = © 4, (©5101 95 © 4, © [45 (2) 


аз 


(4-2) 


аз 


8+ 
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для, всех ступенчатых функций # (&), обращающихся в нуль вне конечных 
промежутков, целиком лежащил внутри (а., 65). Тогда существует такая 
функция # (2) 6 Н,, ||, < т; что при всех Е Е (а, 63), не лежащих внутри 
интервалов постоянства функции о» (5), 


ы 


в (5) = \ КС, 2) / (2) % (9. 4.3) 


ал 


Доказательство. Обозначим через &, (у =1,2,...) сово- | 
купность всех точек разрыва функции о» (8), дополненную всеми такими | 
рациональными точками из (а», 65), никакая окрестность которых | 
(=, —4, Е, + 8) не имеет нулевой с,-меры в случае, когда Ё, оказы- | 
вается точкой непрерывности функции о, (&). | 

Покажем, что, каковы бы ни были числа Аи, А.,..., А, имеет место | 
неравенство | 


| у Аки (5%) | т | у К (к, 2) |. (4.4) | 
К К=1 | 


© той же константой т, что и в условии теоремы. Для этого выберем 6 > 0 
столь малым, чтобы выполнялось неравенство 6 < Д., (® = 1,2,...,п) | 
и чтобы промежутки (& — 6, & - 0) не имели попарно общих точек. |’ 

Рассмотрим функцию 5, (Е), равную 


№ 


Ро Ы (4.5) 


в интервале (& — 60; Е + 9), если & — точка непрерывности функции | 
с, (Е), равную 
№ 


а (в +0) — в (&— 0) (4.6) 


в точке &,, если Ё, — точка разрыва функции о. (Е), и равную нулю во 
всех остальных точках. Очевидно, что если & — точка разрыва фувк- 
ции с, (5), то 

ЕБ-о 


\ 9% (9% (9 = мы (=. 
2—0 
В противном же случае из равенства 
ЕЕ Е | 
} в Ф%@ 40, © нь = |} «© в) & © 40, ©, 
в силу непрерывности ц (5) в точке &к, заключаем, что выражение в ле- 
вой части стремится к нулю при д -ь 0, ибо 
Ек-5 


\ 85 (8) 46» (&) = 1: 


Е; —8 


ЯДЕРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 865 


Таким образом, всегда 
5, а 
шве, ®- У ыы | 0. (4.7) 


Заметим, далее, что в точках. разрыва функции о» (Е) мы имеем: 
Ек--о 


К (Е 2), (® 4, (© = № К (&, 2, (4.8) 


Ев —0 


поскольку в таких точках функция &, (Е) совпадает с выражением (4.6). 
В случае, когда & — точка непрерывности функции 0, (=), на основании 
теоремы Фубини приходим к следующей оценке: 


ы Ек-Е5 а 
\| } хБл-ке, 2% © 45, © [4 ®< 
а Е 5 
5, ЕЕ к 8. 5 
<\{ \ зо | КЕ -К (914, (© 46 (9 = 
а: Е; —5 Ек—5 
Еи+8 к ы 
= \ #®4.9. | КФ Э- к, 9 840, (а) ао, (9. (1.9) 
Е 5 Во @: 


Воспользовавшись тем, что в рассматритаемом случае функция &, (=) 
совпадает с выражением (4.5), а также прикимая. во внимание оценку 
(4.1) и учитывая, что функция 6. (Ё) не убывает, из (4.9) выводим: 


Ек-5 
| } К - к. 2} (9 4, © || < 
Ек—8 - > 
к Ек-8 т 
< \ в04, ©. | со, © — в Гав, © < 
Е к 
а ыы р &(Е};) 
< \ вю ©. | с | +9 в - ЭГ ь, © = 
Ех—5 Е 5 


№ 
НЕО! ® 6-9) 0 — 9х 
: &(Е:)-1 а 


х с (&) - [в (Е + 9) — 02 (к — 5) | 


ром [в, 29) — 0—9 * 


В силу (4.8), находим окончательно: 


| т я 
Ни | К (&, 2) в (5) 45 (8) — > мК (9 =0. — (4.10) 
го аз 1—3 
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Теперь формула (4.4) непосредственно следует из р (4.2) на оено-. 
вании (4.7) и (4.10). | 
С другой стороны, как известно [см. (")], выполнение условия (4.4) 
обеспечивает существование такой функции 1 (2) Е Н:, | 15, <т, что 
при всех & 
ы: 
в (64) = \ (Е 2) / (9) 4, (2. (4.14) 


а1 


Отсюда равенство (4.3) легко получается предельным переходом. В самом й 
Деле, во всех точках разрыва функции о» (&) равенство (4.3) выполняется | 
на основании (4.11), поскольку в совокупность {+} были включены все | 
такие ‘точки. Пусть теперь &, — точка непрерывности функции о» (=), № 
не лежащая внутри интервала постоянства этой функции и не содержа- | 
щаяся в совокупности {Ё}. Выберем из этой совокупности такую под- 
последовательность &»„, чтобы 


Е — Пт Би 


Тогда, с одной стороны, || 
в (Е) = шв (6), (4.12) || 


ибо, по условию теоремы, функция и (Ё) гепрерывна в каждой точке |} 

мепрерывности функции о, (Ё). С другой стороны! | 
ь, Ь, 1 

Ни \ (Е, 2) (2) 40 (2) = \ К (Е. 2) 1 (2) ав: (2), = (4.13) 


т-со 
а1 ал 


что вытекает из следующей оценки, имеющей место в силу условия (4.1). 
при } ки 5 , = Д: : 
ы, 


Ц, ) - КС, 217) а (9 |< 


ал 


а г ь 
<\ 1, =) — К (Е, эра, (9). \ [9 а, 9) < 


о: 
< с (105 (&в,) — оз (Е) "89. | 11 (2) [В 40; (2). 
а1 у 
Сравнение (4.12) и (4.13) с равенствами 
ы 
р (6) = К 6, ‚27 (2) 80.) И ) 
а х 
убеждает нас в справедливости представления (4.3). 

Легко видеть, что если, в частности, о: (2) = хио, (и) = [щ], то до- 
казанная теорема содержит в себе известный результат о разрешимости 
проблемы моментов в пространстве функций [> (а, 6), который был ис- 
пользован нами выше. 

Замечание 1. Если при всех х Е (ал, 6.) функция Ё (ЕЁ, 2) оз-из- | 
мерима на (45, 5,), причем на любом конечном промежутке, целиком 


| 
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| лежащем внутри (а, 65), функция 


Ь: 


\1Ж (Е, 2) 40, (2) 


а 


ограничена, то, как легко видеть, для разрешимости проблемы моментов 

т. е. для выполнения равенства (4.3) при некоторой функции ] (2) ЕН, 

условие (4.2) необходимо. При этом в качестве у можно принять ||... 
В самом деле, в этом случае интеграл 


ы 

1 (Е, 2) 1-17 (2) [4 (+) 

а 
существует и ограничен на любом конечном промежутке, целиком лежа- 
щем внутри (а, 6.), в силу неравенства Буняковского. Поэтому. если 
2 (&) — ступенчатая функция, обращающаяся в нуль вне некоторого 


конечного промежутка, целиком лежащего внутри (а», 6.), то интеграл 


ь, ь 

\& ЭКС, 2) /(2)аака} аа, (8) 

@> 3 а, 
существует и, в силу теоремы Фубини, в нем можно изменить порядок 
интегрирования. Из равенства (4.3) в этом случае получаем: 


\ „© Е 46, 9 = \ ‘А 5 (КСЕ, 2) 40, (5 (2) 40, (а), 


а: а 


откуда 


й в (9 = (© 4: (© |< у - А Ц (Ед 8 (940, (© [40 («, 


а, а: 
что и утверждалось. 

Замечание 2. Легко видеть, что любое ядро Рисса и даже любое 
гильбертово ядро является С-ядром, т. е. удовлетворяет условию (4.1) 
и притом с равномерно ограниченным с (Е) ис (& =1. В самом деле, 


в силу теоремы 2.3, любое гильбертово ядро К (&, 1) представляется в 
виде 


К (Е, 2) = СК (5, <), 
где К (Е, 1) — ядро некоторого изометрического оператора, а оператор (6 


ограничен. С другой стороны, на основании теоремы па ндро ГА (8) 
изомётрического оператора допускает представление 


К (Е, <) = Т.е; (и), 


где И. — изометрический оператор, отображающий все Нь на все Н.. 
Следовательно, 

К (Е, 2) = СУзеь (и), 
и поэтому 


|1 +8, 2) —К (ЕЕ = | СУ» {ееь (ий) — в (®)} 6, < 
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< 1С |. |. {ель (и) — е; (и) в, = СР. [ева (и) — в (и) |5, = 
ь 


= СР: \ [ев (и) — е (и) [ 46» (и) = [С |0» (5 - 8) — 0» (©) ь 


а 


что и требовалось доказать. 


Напомним, что о некотором ядре К (Е, ) ЕН,, (ЕЁ (а, 65), 26 (ал, Ь,)) | 


мы говорим, что оно допускает биортогонализацию в Н:, если существует 
такая функция К. (Е, 2) ЕН, (ЕЁ (4, 65), Е (ал, 6,)), что при любом 
выборе ЕЁ, ЧЕ (а›, 6.) выполняется равенство 

ь, ь, 

ее (и) е» (0 405 (и) = \ К (&, 2 К. (1, 2) 4 (2). 

а а 
Если ядро К (Е, 1) полнов Н,, то, очевидно, К ‚(, 2) определяется един- 
ственным образом и в этом случае называется сопряженным с К (Е, 2) 
ядром. 

Введем обозначение: 


в. 
в (Е) = | Фе (0 45 (). (4.14) 
а> 
Тогда из предыдущей теоремы непосредственно следует 


- ТЕОРЕМА 4.2. Пусть С-ядро К (Е, 2) таково, что при всех щЕ (а», 65) 
удовлетворяется неравенство 


№ (п) (9) 45, (© |< т(9) и у БЕ 4%, © | во. (4) 


для всех ступенчатых функций в (Е), обращающихся в нуль вне конечных 


промежутков, целиком лежащих внутри (ао, 65). Тогда ро К (Е, 2) до- | 


пускает биортогонализацию в Н.. 


ТЕОРЕМА 4.3. Пусть некоторое ядро К (Е, х) полно в Н, и' проблема | 


моментов 
0» ь, 


\ 8 (и) е: (и) ав» (и) = ) К (Е, 2) } (2) ав, (2) (4.15) | 


а> а1 


разрешима в Ну: при всех в (и) ЕН.. 


Тогда эта проблема имеет единственное решение и, каково бы ни было. 


ядро К (5, х) произвольного изометрического оператора, отображающего 
Н: на Н», существует такой ограниченный линейный оператор А, опре- 
деленный на Н:, что сопряженное с К (Е, 2) ядро К, (Е, х) определяется 
формулой 

К; (Е, = АК. (<), 
причем 


К (Е, 2) = А*К (Е, 2). 


Доказательство. Единственность решения проблемы момен- 
тов (4.15) является очевидным следствием полноты ядра К Е 
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Пусть теперь К (5, 2) — ядро некоторого изометрического оператора 
У,, отображающего Н, на Нь. Произвольной функции |] (2) 6 Н, поставим 
в соответствие функцию # (и) = И!)] (1) ЕН, по формуле (2.2), т. е. пред-_ 


положим, что 
ь, 


\ & (и) е: (и) 40. (и) = \ И (2; %) 1 (<) 96, (<); ' Е @ (а, 6.) ` 4.16) 


@> а, 


и допустим, что решением проблемы моментов (4.45) для функции @ (и) 
является функция ф (2) Е Н,. Положим 


А} (2) = фФ (2). 


Очевидно, А — аддитивный оператор, определенный всюду в Н,. Из 
(4.15) и (4.16) имеем: 


ь, 5, 
\/(2) КЕ дао (@) =\ 41 .К 94, — 0) 


откуда, в силу отмеченной выше единственности решения проблемы мо- 
ментов (4.15), легко следует замкнутость, а значит, и ограничен- 
ность [см. (8)] оператора А. Из (2.4). и (4.17) вытекает: 


Ь: Ы: ее 
(ель в). = \-К (п, 2) К (Е, 2) ав (2) = \ АК (п, ®). КС, м 


= {к (п, 2). 4 (© 2) 48, (4), 


откуда получаем: 
К. (Е, 2) = АК (Е, 2), К(Ез=А“К (Е, 2), 


что и требовалось доказать. 

Замечание. Очевидно, утверждение теоремы 4.3 ‘совпадает с 
утверждением теоремы 2.3 в том случае, если К (ЕЁ, 2) является В-ядром. 
Для того чтобы К (Е, +) являлось В- -ядром, достаточно дополнительно 
потребовать лишь полноты ядра К. (Е; т) в Н., которая не является след- 
ствием условий теоремы 4.3. 


Институт математики и механики Поступило 
Ак. наук Армянской ССР 416. УТ. 1960 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
25 (1961), 871—886 


Г. ©. ЛИТВИНЧУК 


ОБ ОДНОМ ТИПЕ ОСОБЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И КРАЕВЫХ ЗАДАЧ СО СДВИГОМ ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ 


Дается качественное исследование одного типа особых интегральных 
уравнений, линии особенностей которых задаются взаимно однозначными 
п взаимно непрерывными отображениями контура интегрирования на 
себя. В основе исследования лежит метод приведения интегрального 
уравнения к одной краевой задаче со сдвигом для аналитических функций. 


Будем рассматривать интегральное уравнение 


ту=а о -` О , (1 
Г 


—а (1) 


в котором функции а(0), 6(Ё) и №(1} удовлетворяют условию Гёльдера на 
замкнутом контуре Ляпунова [, причем а({) = 0 и 6(1) + 0 в точках С; 
функция (1) взаимно однозначно отображает контур /, в себя и имеет 
производную а’(1), отличную от нуля и удовлетворяющую на Г, условию 
Гёльдера; решение /(1) ищется в классе функций, удовлетворяющих ус- 
ловию Гёльдера. Если сдвиг ©() сохраняет направление обхода на /,, 
то в случае а (1) ={ уравнение |(1) превращается в характеристическое 
особое уравнение с ядром Коши, для которого известно решение в`зам- 
кнутой форме [см., например, ("), гл. ПП. 

Особые интегральные уравнения с ядрами, содержащими сдвиги, как 
известно, встречаются при решении краевых задач для дифференциальных 
уравнений эллиптико-гиперболического (смешанного) типа. Этим, прежцо 
всёго, объясняется большое внимание, уделяемое в последнее время и»- 
следованию таких уравнений [см. (?) — (5)]. Ф. Д. Гахов и Л. И. Чибри- 
кова в работе (5) рассмотрели несколько типов особых интегральных урав- 
нений, включающих в себя в качестве частных случаев уравнения, изу- 
чавшиеся в работах (?) — (5). Рассмотренные в цитированных статьях 
типы особых интегральных уравнений сводятся, в существенном, к крае- 
зой задаче Римана, в связи с чем для этих уравнений найдены решения 
в замкнутой форме. Особое интегральное уравнение со сдвигом в форме (1) 
сводится к более общей, чем задача Римана, краевой задаче для анали- 
тических функций, и решения уравнений вида (1) не будут, вообще гово- 
ря, иметь замкнутой формы. 

В настоящей работе интегральное уравнение (1) изучается при следу- 
щих предположениях: 

1!) функция (1) переводит контур Г в себя с изменением направления 
обхода на нем на противоположное; 
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2) выполняются условия Карлемана (°): 
+ а[а(#)] = &, . (2) 


О Ба (1) _ | 
«оао —“ . 


При этих предположениях оказалось возможным дать полное ка- 
чественное исследование уравнения (1). В работе установлена нормальная 
разрешимость уравнения (1) с подсчетом числа решений соответствую- 
щего однородного уравнения и числа условий разрешимости; при этом 
указан алгоритм для получения самих решений. Критерии разрешимости 
неоднородного уравнения (1) представляют собой альтернативу Фред- 
гольма. Для уравнений (1) оказывается полностью справедливой теоре- 
ма Фредгольма, устанавливающая связь между разрешимостью и числом 
решений данного и союзного однородных уравнений. Заметим, что с 
точки зрения общей теории линейных уравнений в банаховых простран- 
ствах последнее означает равенство нулю индекса уравнения (1), где ин- 
декс понимается как разность чисел решений данного и союзного одно- 
родных уравнений [см., например, (3)]. 

Интегральное уравнение (1) будет сведено нами к одной краевой за 
даче для аналитических функций, которую при предположениях (2) и 
(3) удается решить до конца. Именно, при условиях (2) и (3) упомянутая 
краевая задача сводится к равносильной ей паре краевых задач Карлема- 
на соответственно для внутренней От и внешней (бесконечной) области 
Р-, на которые контур Г, разделяет плоскость. В связи с этим мы изло- 
жим сначала необходимые для дальнейшего сведения о характере решения 
этих двух задач. 


$ 1. Предварительные сведения. Краевая задача Карлемана для 
внешней области 


Внутренняя краевая задача Карлемана была поставлена Т. Карле- 
маном в 1932 году и полностью исследована в работах Д. А. Квеселава 
(°), ('°). Задача формулируется так: найти функцию Ф(2), аналитическую 
в области О*, по краевому условию на контуре Ляпунова Г: 


Ф"[« (91 = 6(9 Ф"(д + =(0, (1.1) 


где С(1) и 5(1) — функции, удовлетворяющие условию Гёльдера на [, а 
а({) удовлетворяет условию (2), переводит контур /, в себя с изменением 
направления обхода на нем на противоположное и имеет производную 
(1), отличную от нуля и удовлетворяющую условию Гёльдера на’ Г. 
Аналогично ставится внешняя краевая задача Карлемана: 


Ф [«(1] = (9 Ф (0 - 21 на Г. (1.2) 


Краевая задача (1.2) до сих пор не рассматривалась. 

В основу решения внутренней задачи Карлемана (1.1) в работах {2 
(0) положено исследование интегрального уравнения Фредгольма, причем 
ядро этого уравнения оказывается не имеющим собственных функций. 
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Внешняя задача Карлемана (1.2) также сводится к интегральному урав- 
нению Фредгольма, но здесь‘соответствующее однородное уравнение име- 
ет нетривиальные решения. Аналогичное соотношение существует между 
исследованиями методом интегральных уравнений внутренней и внешней 
задачи Дирихле [см (11), стр. 623). 

Из краевых условий (1.1) и (1.2) непосредственно следует, что для 
разрешимости задачи Карлемана в случае, когда а[а(1)] = & ‘необходимо 
выполнение условий 


(9) (01 =1 на Г, (1.3) 
2(0 -- @(4 3[а(1)] = 0 на Г.. (1.4) 


Если (1.3) выполнено, то однородная задача (1.1) разрешима при неполо- 
жительном индексе функции С(#), а однородная задача (1.2) разрешима. 
при неотрицательном индексе. 

Отметим некоторые свойства функций а (1) и С (1), удовлетворяющих, 
соответственно, условиям (2) и (1.3). 

Сдвиг а (1) имеет на Г, две неподвижные точки ки , причем в этих 
точках 


"(&) = о’) = —1. (1.5) 


Функция С (1) в обеих неподвижных точках сдвига принимает одинаковые 
значения: 

1. С(&) = @(1)) =1 или 

2. @(Ь) = б() =-1, 
если индекс * ее есть четное число, и различные значения 

3. б(®) = —@() == 
если индекс С (1) нечетен. 

При решении краевых задач Карлемана (1.4) и (1.2) необходимо раз- 
личать три отмеченных здесь случая. Легко видеть, что во втором и треть- 
ем случаях не существует решений однородных задач (1.1) и (1.2), не 
обращающихся в нуль на контуре Г. 

Дадим краткую схему исследования внешней задачи . Карлемана 
(1.2). Рассмотрим сначала краевую задачу 


Ф` [а (1] = ^Ф (41 -- 5(0 на Г, ЕЕ (1.6) 
Для разрешимости этой задачи, очевидно, должно быть выполнено усло- 


вие 
2(8 - Ма[а(0] = 0 на Г. (1.7) 


Решение задачи (1.6), аналитическое в ), будем искать в виде 


ие ФЕН. 
Фи (1.8) 
Г 


* Определение индекса функции, а также индекса задачи Римава см., напри- 
мер, в работе (1). 
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здесь ф(й) — функция, удовлетворяющая условию Гёльдера на Г, причем 
мы полагаем, что 


оО + миа = ЕС, — (4.9) 


гл С — произвольная постоянная. Подставляя в краевое условие (1.6) 
предельные значения интеграла типа Коши (1.8), мы придем к инте- 
гральному уравнению | 


Ко=Ф (1) — т К (и ф(® ат = 25 (9, . (41.10) 
й 

где функция 
1 о (т 
К 
есть ‘ядро Фредгольма [см. (1), стр. 129]. 

ЛЕММА. Однородное` интегральное уравнение Кф = 0 имеет своим 
нетривиальным решением произвольную постоянную и только ее. 

Справедливость леммы можно установить без использования ‘условия 
(2). Обозначим через В (1) функцию, обратную а (1. Непосредственная 
проверка подтверждает, что произвольная постоянная удовлетворяет 
‘уравнению Аф = 0. ; 

Пусть теперь ф (1) — произвольное решение интегрального уравнения 
Кф = 0. Построим аналитические в) функции Ф, (2) и Ф, (2):. 


20.) т— 
в 


Фе Иа, Феи ат, 260. 
Г 


Для этих функций имеем [см. (10)1: 


Ф! [а (9] = Ф, (® ва Г. 
Отсюда следует, что 
Ф, (2) = Ф, (2) == соп$%. 
Поскольку 
Ф, (©) = Ф, (о) = 0, 
то 


Ф, (2) = Ф, (2) =0. 


Таким образом, ф (1) иф [В (1] являются краевыми значениями некото- 
рых функций Ч! (2) и ФТ, (2), аналитических в области О*, т. е. 


Ф (1 = 41 (9, ФВ (1 = 9; (0. (1.11) 


В силу (1.14), 41 (1) = 5 [а (1)] на Г. Следовательно [см. (15)], -в. об- 
ласти 0*` 

Ч, (2) = Ч, (2) =С 
и мы получаем: 


ф (0 = 41 (4) =С, 


что и требовалось доказать. 
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Интегральное уравнение (1.10) разрешимо, если -выполнено условие 


№ (Оф (0 4 =0, (1.12) 


Г, 


где ф (1) — нетривиальное решение однородного уравнения А^ф = 0, 
союзного с уравнением (1.10). 

Установим важные для дальнейшего свойства решений уравнения 
К’ = 0. Легко проверить, что если \ (#) есть нетривиальное решение 
Уу`’чвнения А^р = 0, то функция 

4" (= ст @ (01а (0) 


‘тоже является решением этого уравнения при любом постоянном с. Так 
как оператор К имеет лишь одну собственную функцию, то 


где и — постоянная. Используя свойство (1.5), легко показать, что если 
в = 1, то с = —1. Следовательно, любое решение однородного союз- 
ного уравнения удовлетворяет условию 


ф (1) Еф [а (01а (9 = 0 на Г. (1.13) 


Заметим, что уравнение Аф = С, где С — некоторая постоянная, не- 
разрешимо. В самом деле, рассуждая как при доказательстве приведен- 
ной выше леммы, можно показать, что каждому решению уравнения 
Кф = С соответствует определенное решение задачи Карлемана для 
’ определения аналитической в ) фувкции по постоянному скачку на 
контуре. Последняя задача не имеет решений, поскольку при #^ = 1 
не выполняется необходимое условие разрешимости (1.7). Из неразре- 
шимости интегрального уравнения Аф = С следует, что 


\з0@ 0, (1.14) 


Г 


где (1) — нетривиальное решение уравнения Кр =0. Нетрудно по- 
казать, используя свойство (1.43), что выполнение условия (1.7) при ^= 1 
означает выполнение условия разрешимости (1.12). Заметим еще, что так 
как функции ф (1) и— \ф[а (#)] одновременно являются решениями неод- 
вородного уравнения (1.10), то всякое решение этого уравнения дейст- 
вительно обладает свойством (1.9). 

Таким образом, любое исчезающее на бесконечности аналитическое 
в)” решение краевой задачи (1.6) при ^ = 1 можно получить по фор- 
муле (1.8), гдеф (1) — решение уравнения (1.10). Задача (1.6) при = —1, 
вообще] говоря, не имеет авалитических в Ро решений, исчезающих. на 


бесконечности. 
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Рассмотрим однородную задачу (1:2). Обозначим 
ы я = Ш. =2 0. 


Пусть ^ — значение С (1) в обеих неподвижных точках сдвига ‹ (1). Функ- 
цию Х (2), определяемую по краевому условию | 


Хао еечВх _ (1.15) 


/ 


назовем канонической функцией [см. (1), стр. 102] однородной задачи 
(1.2) с четным индексом. Каноническая функция Х (2) аналитична всюду 
в области Ри имеет в бесконечно удаленной точке нуль порядка *`- 
Во всех остальных точках )_, включая точки контура Г, Х (2) + 0. 
Так как Х` (1) + 0 всюду на Г, то будем иметь: 

Ф” [а (#)] „ ФО 


хе ^ =. 


Ф (2) 


на /Л.. 


аналитична в /)^ всюду, кроме точки 2 = со, 


Искомая функция 


Хх 
> — х : Ф (2) 
в которой она имеет полюс порядка >. Будем искать функцию ХО) 
в виде 
Ф (2) _ ии \ Ф (т) : 
За Р» (8) 2 зе (1.16) 


где Р, (2) — многочлен степени 5. ‚ а функция ф (1) удовлетворяет ин- 
— 
А Ь, уравнению 
Кф = р» :. (9 = а а (#)]. (1.17) 


Уравнение (1.17) разрешимо, если выполнено условие 


ЦР» (9 — АР» в (О =0, (41.18) 


Г 


где ф (1) — нетривиальное решение союзного уравнения Кр = 0. 
Используя свойства (1.13) и (1.14), получаем, что условие-(1.18) при 
= 1 выполняется при произвольных коэффициентах с, многочлена 
Р‚ (2), а при ^ = —1 условие (1.18) определяет с, — через остальные 


2. 
коэффициенты Р, (2). Следовательно, однородная краевая задача (1.2) 
2 


имеет 1 линейно независимых решений, если Х =1, и = линей- 
но независимых решений, если А = — 1. Все эти решения р быть 
получены из формулы (1.16). 

Случай нечетного индекса С (1) (х = 2х’ + 1) сводится к рассмот- 
ренному при помощи способа, указанного в работе (1). 

Рассмотрим неоднородную задачу (1.2). Пусть ша (0 =х 2 0, 
Учитывая (1.15), будем иметь на [: 


О о (1) 
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Здесь. ^ = —1, если С (в) =С(&) = Бил =1 в остальных слу- 
чаях. Решение краевой задачи (1.19) будем искать в виде 


А 


ы 


о (=) ые Рь. (2 (2 ) = т ты т, (1.20) 


(=) 2 
О 
где, по-прежнему, Р,, ( 2 — произвольный многочлен степени не выше х”. 


Интегральное уравнение Фредгольма, определяющее функцию ф'(®, раз- 
решимо, если выполнено условие | 
\ 


[Ре — 2 а (91 — А (4 = 0, (1.21) 

; (Е) 

г 
где 1р (1) — нетривиальное решение К” =0. При ^=1 условие (1.24) 
выполняется для произвольных коэффициентов со, с1,..., С», а в слу- 
чае ^ = — 1 это условие определяет одну постоянную сх через остальные. 

Если х < 0, то в формуле (1.20) Р,. (2) = 0. Чтобы функция Ф (2) 
была аналитической в области /), необходимо потребовать, кроме того, 
чтобы функция 
. о 
_ 

имела на бесконечности нуль порядка не ниже — х’ — 1, т. е. должны 
выполняться условия разрешимости: 


\^Ф0@=0, И ооо и. 
Ё 


где функция ф (Ё) есть решение интегрального уравнения 


е [& (#)] 
Ко — Ее Е 
. Хх (0 
Следовательно, при ^ = — 1 должно выполняться еще одно условие 


разрешимости: 


И (1) ИИ = 0, 


Ухо) 
где р (1) — нетривиальное решение уравнения К”р = 0. 


$ 2. Исследование краевой задачи, соответствующей 
интегральному уравнению (1) 


Построим интеграл типа Коши 


Ф (2) = тт А (2.1) 


взяв в качестве плотности } (1) искомое решение интегрального уравнения 
(1). По формулам Сохоцкого имеем: 


1 ( = Ф* (® — Ф` (5, (2.2) 
в. о = Ф* [а (1)] + Ф` [4 (11. (2.3) 


9 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Подставляя в интегральное уравнение (1) формулы (2.2) и (2.3), при- 
дем к следующей краевой задаче для отыскания' кусочно-аналитической 
функции Ф (2: 


а(Ф' (И Ф' [ (11 —а(0Ф (0-6 (Ф [а (1)] = (1) на Г. (2.4. 


Каждому исчезающему на бесконечности решению краевой задачи (2.4) 
соответствует, по формуле (2.2), определенное решение интегрального 
уравнения (1). Так как а (1) = 0 в точках Г, то, разделив обе части крае- 
вого условия (2.4) на а (1) и. обозначив 


будем иметь на /.: 


ФО-АОФХ' 9 (1 -ФОчАОФ в =НО, 04 
где 


АА [а (1) = 1. (3) 


Исключая из (2.4’) с помощью условий (2) и (3'’) краевые значения 
функций, аналитических, соответственно, в областях Ди р”, мы при- 
ведем краевую задачу (2.4’) к равносильной ей паре краевых задач Кар- 
лемана: 


Ф* [а (= А [в (ОФ (9 (а а (01 Н (0 + Н 6 (01 на Г, (2.5) 
Ф [а (1] = А [в (1] Ф (1 о 6 21 НО Ню 0 ва Г. 0@.0) 
Учитывая свойство (3’), легко проверить, что функции 


@ /'= РА @ (М 
и х 
ЕЕ ТН (0+ Н 1 (0 


удовлетворяют необходимым условиям разрешимости (1.3) и (1.4) задачи 
Карлемана при любой правой части Н (1. 

Обозначим 

х = БА (1) = 1946 (1) — аа (1) 


и назовем число х индексом интегрального уравнения (1) и краевой за- 
дачи (2.4). 

Рассмотрим однородную краевую задачу (2.4’). 

1. Случай положительного индекса х. `Пусть 
х = ША (0 и четно, т.е. х = 2х’. Тогда 


104.4. [9.(8] = Лада А @ = -и- 0 
Следовательно [см. (18)], однородная задача 
ФФ ю(Ша=Енаю о Фар (2.5) 


х о |. 
разрешима и имеет > линейно независимых решений, если 


А (6) = 4 =-А=1, 


“>, 
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х [8 > 
и > 1 линейно независимых решении, если 
А у 1, 


где ци & — ‘еподвижные точки а (1. Общее решение задачи дается 


формулой 
х ? | р. - 
Ф=х (| Вед |, 261", (2.1) 
Г 
где К, (2) — рациональная функция с произвольными коэффициентами, 


имеющая вид 


В, (2) = со + 4 НЫ, 2—0 при № = 4, =. 08) 


ф (Й — решение интегрального уравнения Фредгольма 


кН а Аа 6 
Г 


К. — оператор без собственных функций, Х < — каноническая функция 
задачи, определяемая формулой 
х 
ИЕ ий У (т) 4 
а ое т 
д 
у (1) — решение уравнения 
х 
К 1 А* я ео НЕЙ 
лу = — Щ (1), (Е) = — в [ол (2)]. 
Если индекс х — нечетное число, т.е. х = 2х’ — 1, х’ = 1,2 =. 


1 ы .. 
то краевая задача (2.5’) имеет = х’ линейно независимых решений, 


общее решение задачи дается, по-прежнему, формулой (2.7), но канони- 
ческая функция Х (2) определяется в этом случае по формуле 


и—1 
Е м мат 
ое: хр \ ст, 


Ь 


где у (#} — решение интегрального уравнения 


Е 
Кл=- ША), 48) = ое ". Во А [а (1 
и в — та из двух неподвижных точек сдвига, в которой А (&) = 1. 
Так как индекс внешней однородной задачи Карлемана 
Ф- [а (1 = А | (11 Ф- вар = (2.6') 
отрицателен, то эта задача неразрешима; следовательно, 
АЕ (2.9) 


2. Случай отрицательного индекса х. Пустьх < 0. 


Тогда 
ШаА [в (= х > 0: 
9* 
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Предположим, что х четно. Однородная краевая задача (2.5’) теперь 


неразрешима, т. е. 
Ф=0, 360". (2.10) 
Однородная задача (2.6’), напротив, разрешима и, как следует из ре- 
Хх ` > > 
зультатов $ 1, имеет — 5. -- 1 линейно независимых решений, если 


А (&) = А) =Х=% 


и —5 линейно независимых решений, если 
А (6) = А) =А= 4. 
Общее решение представляется формулой 
_Ф(®_ ре 
Ф (= х (8), (т 39 - а |, дер (2.14) 
где Р,,. (2) — многочлен степени не выше ‘— х’с —х’ -- 1 произволь- 
ными коэффициентами в случае ^) =1 ис — х’ произвольными коэф- 
фициентами в случае ^ = — 1; ф (1) — решение интегрального урав- 
нения 
р : 1 1 а (т) 
Ко=ф (9 — т \ |= О С. (т) 5 =Р,, (1) — АР, [ (01, 
п, 


а каноническая функция Х (2) определяется формулой 


я —- 1 ь (т) : 
Же) ==" ехр д: О. 


Я 52 


где и (#) — решение уравнения 


% 
Вореани Аза Де) = | А [а (11. 

В случае нечетного индекса х = 2х’ 1, х’= — 1, —2,..., задача 
(2.6’) имеет — х’ линейно независимых решений; все эти решения могут 
быть получены из формулы (2.11), где каноническая функция Х (2) опре- 
деляется формулой и 


И и. 
8) = &)2? охры т; 4%; 
р. 


здесь р (1 — решение уравнения 


д —ю В РУ 
Ки = ш4(®, 4 {у = ее а (1 О] А [а (1)], 


причем А (№) = — 

3. Случай нулевого индекса #*. `Пусть шаА()=0. 
Тогда если А (к) = А (№) = 1, то задача (2.5’) неразрешима, а задача 
(2.6') имеет единственное с точностью до постоянного множителя реше- 
ние; если же А (в): = = А (&) = = — 1, то неразрешима задача (2.6’), а за- 
дача (2.5’) разрешима и имеет одно линейно независимое решение. 

Основные результаты проведенного исследования можно резюмиро- 
вать в виде следующей теоремы. 


\ 
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ТЕОРЕМА 1. ра ть задача (2.4’) разрешима при любом 


индексе к. (к =-2х’ или к = 2 + 4). 
Если х > 0, то.однородная тн (2.4’) имеет х’ -- 1 линейно неза-. 
висимых решений, если А (1) = — 1 в обеих неподвижных точках сдвига 


а (1, их’ линейно независимых решений в остальных случаях. Общее ре- 
шение однородной задачи дается формулами (2.7) и (2.9). 

Если х < 0, то однородная задача (2.4’) имеет — к’ -—- 1 линейно 
независимых решений, если А+ (1) =1 в обеих неподвижных точках а (1), 
и — и’ линейно независимых решений в остальных случаях. Общее решение 
зыражается формулами (2.10) и (2.11). 

При х = 0 однородная задача (2.4’) имеет одно линейно независимое 
решение. 

Изучим неоднородную краевую задачу (2.4'). 

Рассмотрим случай положительного индекса. Если х >> 0, то внут- 
ренняя краевая задача Карлемана (2.5) разрешима и ее общее решение 
выражается формулой [см. (°)]: 

Фе 60 4242) 


м 2 
Г 


где со = 0, если А (к) = А (&) = 1, Х (2) — каноническая функция соот- 
ветствующей однородной задачи, ф (1) — решение интегрального урав- 
нения 


1 { Н (1) АН [а (1)] | 
Х+ (1) Х+ [в (1) ` 
Обратимся теперь к краевой задаче (2.6), определяющей функцию 
Ф (2) в области 07. Прих ›> 0 задача (2.6), вообще говоря, неразрешима. 
Как установлено в $ 1, единственное решение задачи (2.6), аналитическое 
в ЭР, существует при выполнении х’’— 1 условий разрешимости 


К, ф= ЛВ). [а (1)| — В„. (#) + 


и (1) ЧЕ = 0, НМ И о о (2.13) 
р - 
где ф<’(1) — решение интегрального уравнения 
НН)  ^Н (и 5 
Кое о. 
и дается формулой 
® Х (= я = и 
Фо = 5 Тат 26, (2.15) 
р 


где Х (2) определяется из условия Х [а (1] = ЛА [а (1 Х (0) на Г. 
В случае, если А (&) = (к) —= ^ = — 1, для существования решения 
Ф* (2) должно еще выполняться условие разрешимости 


НИ; Но] | р ; 
= ве! = (2.13°) 


где 1 (1) — нетривиальное решение уравнения А-ф = 0, союзного с 


уравнением А_ф = 0. 
Рассмотрим теперь случай отрицательного индекса. При х < 0 неод- 


нородная задача (2.5), вообще говоря, неразрешима. Единственное ре- 
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шение задачи, аналитическое в 0+, существует при выполнении — *' 
условий разрешимости 
1 й 

Пао, нат (2.16) 

Г 

ее (2.16/). 

г | 
если А (&) =А (1) = —^=1, и при выполнении — х’М— 1 условий 


(2.16) в двух остальных случаях; ф’ (1) есть решение интегрального урав- 
нения 3 


ИН Н [а (1] 
К, ф= т | (2) -ы [а (2)] т. | (2.17) 
Решение. задачи (2.5) дается формулой 
ие Фей + 
ея о | [= = ©, (дат, 260*, (2.18) 
р 


где Х (2) определяется из условия 
а (#] = — ^А [ (] Х* (1) на Г. 
Рассмотрим краевую задачу (2.6). Общее решение задачи, аналитическое 
в О, дается формулой 
1 (т) ат - 
Фа =х (а) [ Ре (+ ще |, 260’, (2.19) 
г: 

где Р,,. (2) — многочлен степени не выше — х’с — х’ произвольными 
коэффициентами, если А (&) = А (%) = ^А = — 1, и —*' - 1 произволь- 
ными коэффициентами в остальных случаях, Х (2) — каноническая функ- 


ция соответствующей однородной задачи, ф (1) — решение интегрального 
уравнения 


Н (2) АН [а (1)] 
Корь 25 С ее. 

Если индекс х = 0, то разрешимы обе задачи (2.5) и (2.6). Пусть 

А (&) = == А (&) = = 1. Тогда задача (2.5) имеет единственное решение, 
получающееся из формулы (2.12) при с, = с, =... = с» = 0. Решение 
задачи (2.6) зависит от одной произвольной постоянной и получается из 
формулы (2.19), если в ней положить Р,.. (2) = С. Если А (в) =А(&)=—1, 
то задача (2.5) имеет решение, зависящее от одной произвольной посто- 
янной и получающееся из формулы (2.12) при с1 = с =... = с». = 0. 
Задача (2.6) в этом случае имеет единственное решение, получающееся 
из формулы (2.19) при Р,, (2) == 0. Таким образом, мы получаем следую- 
щую теорему. 

ТЕОРЕМА 2. Неоднородная краевая задача (2.4”) ив разреши- 
ма в следующих случаях: 


Фока 0: 
Пучинь— $ 
И, О, 


При х > 0 общее решение задачи выражается формулами (2.12) и 
(2.15), причем для разрешамости задачи необходимо и достаточно, чтобы 
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выполнялись х’ условий (2.13) и (2.13’), если А (к) = А (= фи 
Хх’ — 1 условий (2.13) в остальных случаях. 

При х<0 общее решение задачи (2.4’) дается формулами (2.18) и 
(2.19), и для разрешимости задачи необходимо и достаточно, чтобы. вы- 
полнялись — и’ условий (2.16) и (2.16’), если А (к) = А(к)=1, и 
—*'’ — 1 условий (2.16) в остальных случаях. 

Заметим, что, выражая решения интегральных уравнений (2.14) и 
(2.17) через их резольвенты, каждому условию разрентимости (2.13), 
(2.13°), (2.16) и (2.16’) неоднородной задачи можно придать форму 


и На =, 

у 
где Л» (1) — вполне определенные линейно независимые функции, не 
зависящие от НЫ (1. 


$ 3. Исследование интегрального уравнения (1) и союзного © ним 
уравнения 


Решение Ф (2) краевой задачи (2.4’), к которой мы свели в начале $ 3. 
интегральное уравнение (1), представляется интегралом типа Коши (2.1) 
и, в силу этого, оно должно удовлетворять дополнительному условию 
Ф (©) = 0. Решение однородной задачи (2.4’), очевидно, автоматически 
удовлетворяет условию Ф (с) =0 в случаях, если х > 0, или если 
х =0 ил (&) =А (&) = — 1. 

В случаях, если х < 0 или если х =0 иА (#) =А (&) = 1, общее 
решение однородной задачи (2.4), исчезающее на бесконечности, полу- 
чается, если в формуле (2.11) положить с„’ = 0. Следовательно, в этих 
последних случаях при условии Ф (оо) = 0 однородная задача (2.4’) 
имеет — х’ линейно независимых решений, если А (&) = А (&) = 1, 
и —х’— 1 линейно независимых решений в остальных случаях. 

ТЕОРЕМА 3. Число линейно независимых решений однородного ин- 
тегрального уравнения (1) равно числу линейно независимых решений одно- 
родной задачи (2.4) (прих >> 0, а также прих = 0иА (&) = А()=-—1) 
или на единицу меньше этого числа (при х < 0, а также при х=0и 
А (&) =А (0) =1. 

Следствие. Однородное интегральное уравнение (1) не имеет 
других решений, кроме тривиального, в следующих трех случаях: 

1) х =0, А (1) =А(\ =1; 

2) х = — 1; 6 у 

3 х = —2, А (6 =А (= -1{1. 

При х >> 0 исчезающее на бесконечности решение неоднородной крае- 
вой задачи (2.4’) существует, если, кроме условий (2.13),. (2.19) (при 


\, = — 1) и (2.13) (при ^ =1) выполнено еще условие 
\ 2—1" (1) 4 = 0. (3.1) 
: Е 
При х=0и А (&) =А (к) = —1 неоднородная задача (2.4”) не 


имеет, вообще говоря, решений, обращающихся в нуль на бесконечности. 
? 
Такое решение существует и единственно, если выполнено условие (2.13°). 
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ТЕОРЕМА 4. Неоднородное интегральное уравнение (1) безусловно 
разрешимо и имеет единственное решение, если 

1) х=0и А (4) =А (= 6 

2) х = — 1; 

3) х = —2 в А (&) =А (&) = 
В случае х > 0 для существования и неоднородного интегрального 
уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись х’ -- 1 усло- 
в разрешимости (2.13), (2.13’) и (3.1), если А (и) = АЦ) =-1, &в 
х’ условий (2.13), (3.1) в остальных случаях. При х.< 0 для разрешимости 
о уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы выполня- 
лись —х’ условий (2.16), (2.16’), если А О =Афефия 
условий (2.16) в остальных случаях. Прих =би А (6) =А (6) =—1 
уравнение разрешимо при выполнении условия (2.13’). 

Интегральное уравнение, союзное с уравнением (1), имеет вид 


а ()ф (0 —-1 о ат (0. ИГ 265) 


а (т) — 


Заменяя под знаком интеграла в левой части (3.2) т на а (т), будем 
иметь: 


а (Вт (0 + реа Е Ор Ей, (). (3.2') 
Ь 
Введем функцию 
ь ) 
Ч (2) = 5 =) [2 (т — ф [< (т)] ат. (3.3) 


Используя формулы Сохоцкого для интеграла типа Коши (3.3), мы сведем 
интегральное `уравиение (3.2’) к краевой задаче 


а’ (#) ЗИ а (1) _—_ а’ (И [а (#)] 
ОТО" а ПО Оо = 00, (3.4) 
Ь (1) 

а (2)° 
Каждому исчезающему на бесконечности решению союзной краевой 
задачи (3.4) соответствует по формуле 


где, по-прежнему, А (1) = 


$ О а © 08 


определенное решение союзного уравнения (3.2). Обозначим 


Индекс союзной задачи (3.4) и союзного уравнения (3.2) равен 


х’ = Ша А* (9) = шда' (9 — ШаА (4 = Шао" (4 —х. 


Вычислим ш4 о’ (1). Дифференцируя равенство а (1) = Ь гдети # — 
точки контура Г, по дуговой абсциссе $, будем иметь: 
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ИЛИ 


Следовательно, ша’ (т) = п4-= = —1—1 = —2. Таким образом, 


индексы союзного интегрального уравнения (3.2) и данного уравнения 
(1) связаны соотношением х’ = — х —2. Заметим еще, что в неподвиж- 


ных точках сдвига о (1) коэффициенты А (Й и А“ (+) данной и союзной за- 
дач всегда имеют, в силу свойства (1.5), противоположные знаки. 

Подечитывая по теореме 3 число линейно независимых решений союз- 
ного однородного уравнения, мы приходим к следующей теореме. 

ТЕОРЕМА 5. Данное однородное интегральное уравнение и союзное 
с ним однородное уравнение (3.2) имеют одинаковое число линейно неза- 
висимых решений. 

Полученное нами предложение по ‘форме совпадает со второй теоремой 
Фредгольма. Для сравнения отметим, что в теории особых интегральных 
уравнений с ядром Коши [см. (1), гл. ИПП разность чисел линейно неза- 
висимых решений данного и союзного однородных уравнений равна 
индексу данного уравнения (третья теорема Нетера). 

Опираясь на справедливое для всех линейных операторов тождество 


ф7фаг = | 977раь, 
Г 1, 
где Ти Т’— данный и союзный с ним операторы, легко установить 


что для разрешимости неоднородного интегрального уравнения (1) необ- 
ходимо выполнение условий 


ох фи =0, Е йе, (3.5) 
й 
где 4, (#),%, (1),..., ф, (2) — полная система линейно независимых ре- 
шений однородного союзного уравнения (3.2). Из теорем 3—5 следует, 
что число линейно независимых решений однородного союзного уравне- 
ния (3.2) и число условий разрешимости неоднородного уравнения (1) 
совпадают. 

Поэтому выполнение условий (3.5) оказывается и достаточным для 
разрешимости неоднородного уравнения (1). Теорему 4 теперь можно 
сформулировать так: ^ 

ТЕОРЕМА 4’. Если однородное уравнение (1) не имеет нетривиальных 
решений, то соответствующее неоднородное уравнение безусловно разре- 
шимо и имеет единственное решение. Если же однородное уравнение (1) 
нетривиально разрешимо, то неоднородное уравнение (1), вообще говоря, 
неразрешимо. Для разрешимости этого последнего уравнения необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись условия (3.5), где {ф, (Й} — полная 
система собственных функций союзного уравнения (3.2). 

Таким образом, для интегрального уравнения (1) справедлива аль- 
тернатива Фредгольма. Заметим, что первая часть альтернативы реали- 
зуется только в трех случаях: 

1) = 0ил (1) =А(®) =1; 

2) о 1; 

Би ПОРА) РАЦ) = — 1. 
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В заключение отметим. что аналогично может быть построена а 
особого интегрального уравнения со сдвигом 


аи7®- п В О Ь (3.6) 


и? т— а (1) 
т 


при условиях, что функция @ (1) переводит контур Г. в си с сохранением 
(6 [а @®] 4 
а (Ва [а (@)]. 


направления обхода на нем, причем а [а (#)] = 


При указанных условиях интегральное уравнение (3.6) сводится к паре 
краевых задач типа задачи Карлемана: 


Ф- [а (0] = А (01 Ф= ОА 6 (01 1 = @ В. (3.1) 


`В работе (18) рассмотрена задача определения по краевому условию 
(3.7) двух различных функций Ф; (2) и Ф; (2), аналитических во внут- 
ренней области 0+, причем выполнение условия а [а (#)] = Е не пред- 
полагается. В случае, если ФУ: (2) = Ф; () в)* иа [9 (1)] =Ь, мы по- 
лучаем задачу (3.7) для внутренней области От. Как недавно показал 
Э. Г. Хасабов, решение внутренней задачи (3.7) может быть получено 
методом, развитым в работе (16), 5 имеет много общего с решением крае- 
вой задачи Карлемана. Решение задачи (3.7) для бесконечной области О” 
не представляет дополнительных трудностей, кроме тех, которые 
встречаются при решении внешней задачи Карлемана (1.2), поскольку 
интегральное уравнение Фредгольма, лежащее в основе решения внеш- 
ней задачи (3.7), по-прежнему не имеет других нетривиальных решений, 
кроме произвольной постоянной. 
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УСЛОВИЕ РАЗЛОЖИМОСТИ ФУНКЦИЙ В ОБОБЩЕННЫЙ 
СТЕПЕННОЙ РЯД В ОСНОВНОМ ПРОМЕЖУТКЕ 


В статье приводится новое, более общее, чем полученное ранее авто- 
ром, условие разложимости функций во ВВОДОВ: им обобщенный ряд 
Тейлора. 


В работе (1) установлено условие разложимости некоторых классов 
аналитических и квазианалитических функций в обобщенный степенной 


ряд 
Уран» (2, 9), (1) 


71=0 
где Ё Е (0, и], 
ь т—1 
(1) = тие те {ис Жи — 
У=1 и 4 


т 


(= 1)" | т, а-Н1оо ( м ЧЕ 


О у ИТ Ь, 8 (3) 
. У 
а а > 0 — произвольное число. 


Промежуток (0, и] будем называть основным нромежутком, а точку 


и — центром разложения. 
В настоящей работе доказывается, что функции ф (1) разлагаются 

в сходящийся на (0, и] обобщенный степенной ряд при существенно менее 

ограничительных условиях, чем это установлено в работе (1). 


$ 1. Оценка модуля и-й обобщенной производной 
полинома Лежандра 


Известно, что полиномы Лежандра для отрезка [0,1] могут быть 
представлены формулой | 


. 184 в 
Я" р а 


где простой контур С охватывает окрестности нулей знаменателя подын- 
тегральной функции [см. (2), стр. 8]. 
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Определение. Назовем функции (если они существуют) 


лу ей Ле (8) й 
РОЛ, в = (1% в. 
А == ао, 


последовательными обобщенными производными функции ] (1) при по- 
следовательности {7,}, То = 0 Е 

Рассмотрим последовательность чисел {1,}, определенную в (3), и для 
произвольного х составим обобщенные производные функции 


1 (2) 
при последовательности {7}. 
Эти обобщенные производные удобно обозначить через 
а 
ТЕОРЕМА 1. Для всякого и Е (0, 1) иЕЕ (0, и] р неравенство 


З 


[Ре» (ОР < ая? Ц цену + и ги, ы 


=1 


Г зы к 
где т> 1, Е К. 


Действительно, после (п -— 1)-кратного обобщенного дифференциро- 
вания | 


Е “Ха (8 = ЕЕ 4 


21 


2 


[Хи (НЫ Ут 1 И — И (—хр—т)й ^ "146. (5) 


Нетрудно заметить, что 


И И (6) 
СЕ 
* и Иж 1 С се У — | 
о ое 
у МАЙ УЕ 
причем ы :. 


Г = ГР, ([-— зат, т), 


Г = Г, (15| = ат, Веб > 0). 


| 


Таким образом, доказательство теоремы сводится к оценке сверху 
модулей правых. частей равенств (7) и (8). 
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Заметим, что 


О" ИЕ Е |4у = 
—ат = | У=1 
учи - и 5 2ат | 2т ей 
== И (ат)? -| (т, =) ЕТ" 
или 
ГОО ат" =] [а?т? -- уе ее.” (9) 
У=т 


где 
Ту, и, Е (0, 1]. 


Для оценки сверху | 0', (1) | нам понадобится 
ЛЕММА. В условиях ре 1 справедливо перавенство 


771. 


ПУ 


У=1 


зар 
ЗЕГ, 


=. (10) 


Действительно, при ЁС (0, и] 
7% 
м 
С т 
Е 


У=1 


77% 


= а $ 1. | 
Пе “]. (10) 
У=1 


зар 
ЗЕГ» 


ть 
И ее Г | о 


У=1 


= зар 


С другой стороны, нетрудно заметить, что 


= 


2 == 0408 == 159 


следовательно, 
не Е: Е ы П(!- а ). (11) 
тде — < 5. Это значит, что при СЕ Гь 
т т 
о Хх) < 
т т 
< Г Е 


и 


4Ву с0$ Ф | э 
Ея > тза (а — 2) \* | 


Возвращаясь к (10’), в силу (12) получаем: 


т, 


п 


У=1 


т Й 
зпр = е\р [4 в с05 ф р а В с0$ Фф 2 "| = 


СЕГ. 


< ехр | с0$ф (> Е а 5) 1 : ) —- 
У=1 
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а 4 1\1 
4 = ехр | 08 Фф а = № .) ; 
ли“ 
Е ЕЕ неон [И ше] 
5ир Е у о. (13) 
ЗЕГ» 
й Е, 4 
Ноа: 52 | | ==] ‚ или ет <! — и. Следовательно, 
4 1 
о и + (# — и) + а а) = 
В —Ши=ш-, 
т: е. 
: 1 
ст Шь. (14) 
Из (13), согласно (14), находим, что при О< {< и<1 
Г бы $ 
$ ГА 
ме ПУ [<! 
Этим лемма доказана. - 
Для оценки сверху | ( (1 | при ЕС (0, и] нам, в силу (10), достаточно 
заметить, что 
т П 
= Па? + т,)*. (15) 
СЕР, У—Ь 
Из ин ), (10) и (15), окончательно получаем, что при 
у = 
вые ть | 
2 В 1 (16) 


| 09° (9 |<? а [] (ат? +1’) 


Для завершения доказательства теоремы заметим, что из (6) следует 


У=1 


| РС (ет < | О. ) | НЕ | О, и: | › 


откуда, в силу (9) и (16), получаем, что’ при Е6 (0, и], 0 < и<1, 
‚ : 1 

=, + а>211- ПАН 
о 
2) ук 


Ля (ОТО аа ааа 
оь 


` Этим теорема доказана. 
$ 2. Общее достаточное условие разложимости функций в ряд (1) 
В силу теоремы (1.1) работы (т), вопрос разложимости бесконечно 


дифферевцируемой на (0, и] функции в сходящийся на (0, и] обобщенный 
степенной ряд при последовательности {т} сводится к оценке А, (и, № 
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в формуле 
р ак (и, 1) Е Ея (и, 1), (17) 
А=0 

где 


6 (0, и], щ=ф(и), вы и "Ну, (п), К... 


| я. 
90-90), - ч.0 = ( ыы ) оо, (18) 


В 


ых (и, {) определено формулой (2), 


1 бт 
= (:—1 \ 1 
В» (и, 1) = а, \ 6 4... ] ма (а) бы = 
4 и 4 
| р ы 1 
== ен (во) а, \ В а \ я бы = \ ПО" а; = 
КУ? ъ % [и 
р (Е я > 
м 
и ПЕ и. (9) 
з ее 
Це 
У=0 


_ Не затрагивая пока вопроса о классах функций, разлагающихся 
в сходящийся на (0, и] обобщенный степенной ряд при последователь- 
ности {7}, отметим одно общее достаточное условие, при котором 

== 0 


п-;со 
когда Ё6 (0, и]. 

‚ ТЕОРЕМА 2. Для разложимости бесконечно дифференцируемой на 
(0, и] финкции ф (1) в слодящийся на (0, и] обобщенный степенной ряд 
при последовательности {1}, определенной формулой (3), достаточно 
выполнения условия 


О О а (20) 


У=1 


где ф (1) определено в (18), ЕЕ (0, и], п — достаточно большое число, 
ахи С >0 — абсолютные постоянные. 
Для доказательства теоремы достаточно заметить, что при 0 < << и 


5 
ее 
г Пе 


У=0 


| 1 


| 
= (—1)' "Цаетаь А \ же 0 
1 


о 15 ь 
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Это значит, что из (19) будем иметь: 


и во О 
| А» (и, 1) | < (1) | 5 \ п Ч. 
р 


Следовательно, в силу условия теоремы, 


: й ( . В а 
„(01 <= е П (ж-Ет,) \5 а И а, 
И" И 
у=0 
. {Я | а 
в. о 
у=0 


причем изменение порядка п законно. 
Заметив, что при п > 1 


1 ы \ 

т о 
°“&—® п (ЕТ, 

. У=о 
из (21) получаем: 
—5 
* у корян 9) вы 
| Ви (и, 0 |< С Па, - ») 3 \ т у 0) 

— о Пе 


У=0 


м 
ви —х 5 45 
1» (и, |< С Па, += \ ( 
ее Е Пстич+т, 


У=0 


или, после замены & = С’ -х, 


Если в качестве контура С взять бесконечную прямую (и — 100, 
и`-- 1 оо), где ни > 0 — и число, то будем иметь: 


и : 
Глас, Пя г, | (21") 


где 1 =х | ы, Со > 0 — абсолютная постоянная. 


со 


А } 
В силу расходимости ряда ря —Щ_ , окончательно получаем, что. 
у=1 '\ 


Ц А» (и, ) =0 


для всех ГЕ (0, и]. 
Теорема доказана. 
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$ 3. Обобщенный степенной ряд и классы 
квазианалитических функций 


Определение 1. Условимся говорить, что 


Ф(Й ЕС, (10, и], (22) 
если 

| о ло с Оо >. 
где последовательность {ты} выпукло регуляризована относительно ло- 
гарифмов и удовлетворяет условиям: 


1) \ в 4г = со ‚, где Г (г) = вир к (23) 


п>1 Т» 


т 
2) числовая функция п (г) последовательности В : - такова, что 


Ти—1 


м р вое. 
Пи у) пеня) < = ША, 2% 


где В > 0 — абсолютная постоянная, а А = Д (В) (1 < А < ®). 
Определение 2. Условимся говорить, что 


О (25) 
если 


ф (И ЕС,: › (10, и]. 


{тт} 
Замечание. Ряд 


и интеграл 


сходятся или расходятся одновременно. 
ТЕОРЕМА 3 (основная). Всякая функция ф (1), принадлежащая на 
[0, 1] некоторому классу аналитических или квазианалитических функций 
‚ в окрестности любой точки и Е (0, 1) разлагается в сходящийся 
х 


т» 
на (0, и] обобщенный степенной ряд 


ф (1) — я Яап, (и, 1) (26) 


И—=0 


при последовательности {1,}, если выполняются условия: 


1 = 0; |, =вВ-=—, Е (27) 


где В > беДа, а>2 (1 И ‚а А определено в (24). 


10 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Доказательство. Заметим, что в силу теоремы 2 доказатель- 
ство теоремы 3 сводится к оценке (п + 1)-й обобщенной производной 
функции ф (1) при ЕЕ (0, и], 0 < и < 1, и последовательности {1,}. 

Установим предварительно два предложения. 

ЛЕММА 1. В условиях теоремы справедливо неравенство 


п 
1 


—х +0 2 э` (дата, ии ее 
Ха Ст и” Е Пт 1 (288 


п(ат) 


Ц» = 


У=1 


где п (г) — числовая функция последовательности {1}, С > 0— абсо- | 
лютная постоянная, а ж > х — произвольное число. 

Действительно, доказательство леммы, в силу теоремы 1, сводится 
к оценке сверху выражения 


ы 1 
Пет”)? 


о что т 
Зв (1 (рун ден 
р в (1+ ИЗ в (1+ =) тА г + 8) 
3 п (1) С —в(0 а _ | 
"Фи ров пет (29) || 
0 В И 
Но 
В Е (6) В п(В) 
\ "Пип (В) ША \ ш Мп () =п (В шв Уют, 
а, Г и 
С в к 
0 ПП» 
У=1 
Из (29), в силу (30), получаем: 
> п(0ай 


п Вз 
в а — о т (Зах =)< и и 
= т =1 т +, . 


У=1 


где п > п,. Согласно условию (24), для достаточно больших Аз имеем: 


- ) 
о № я и < Ш Е в 
К=1 7% П я 


У=1 


ИЛИ 


1 
в \: "В 
а ат ео 
Тк 
Ц» 
У=1 
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Следовательно, 
п 1 
ВЫ ЧАИ 
П и о. | (32) 
К=1 ТА П т 
У=1 у 


п 1 
Возвращаясь к оценке П (В+ ть), где =, я, имеем: 
= 


Печи = Пети ии < 


= Е В? в {= 
п п т НХ 
у 2 
= о Е 
п + 7%) ехр > грам 


ИЛИ 


п т п 1 
Пети < Пета) взр | - =) а не 
К=1 К=1 У=1 т, 
где для достаточно больших п 2 >> 0 — число, сколь угодно малое. 
Из последнего неравенства, в силу (32), получаем: 


5 п оу т. (АВу® 
Пи т а 


= 1 о 
Пъ 
У=1 


или 


я ам 
Пит о@ Пие 21 
К=1 


К=1 г 


ПП» 


У=1 


где С, > 0 — абсолютная постоянная, х: > х. Для завершения дока- 
зательства леммы остается положить А = ат. Тогда 


п 


о 
п 


п т их 
С А, 


Е в п(ат) 
Пъ 
9—1 


где х, > х — произвольное число, а С > 0 — абсолютная постоянная. 
Лемма доказана. 


ЛЕММА 2. Даля всякой функции К Фф(е С ([0, 1]) в 


1 


К \‹ Е О (33) 
0 
справедливо неравенство 
с РНР (р+-1) Тр 
| Ата | < ты ме " (34) 


10* 
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Е 
Действительно, нетрудно заметить, что 
| Ата | < Ем (ф, х), (35) 


где Ем (ф, *) — наилучшее приближение функции 2 Ф (1) на отрезке 
[0, 4] полиномами степеви не выше т. Известно также, что в нашем 
случае 


БР (р) Ты (36) 


Е т (ф, х) < са. р! тр 


В силу бесконечной дифференцируемости #*ф (1) на [0, 1], из (35) и (36) 
получаем: 


; 6Р1 рр (РЕ 1) т 
А Ш т Аи 
| Ата | < ме р р 


Лемма доказана. 
Вернемся теперь к доказательству теоремы 3. 
Представим ЁфФ (1) в [0,1] рядом Фурье по поливомам Лежандра: 


Ф( = УА,Хи (0, (37) 


ИЛИ 


Ф (=. Х Аи СХ: (37°) 


П—0 
После (п -- 1)-кратного обобщенного дифференцирования при после- 
довательности {1, = Втот и}, То = 0, у = 1,2, ., получаем: 
фича) = У Ан «Хи (ди 


И—=0 


(почленное дифференцирование законно). 
Для оценки сверху |Ф„-: (1) | нам остается использовать неравенства 


(28) и (34). Мы получим: 
| Фи-а (8) | < 


ом. п(ат) 3 б-р т 
< Са Пе а речи > ни т? м Р ФЕ 


Последнее неравенство усилится, если мы его запишем в виде 


| Фа (|< 
п п со 3 
1 ке Лат)? 2 
Са П 1» ехр [№ м Аи Ви ли БЫ ееьы 
У=1 У=1 т, | 2 ыы р (бе тр ы 


По 2095 
У р>1 
Тр 


У=1 
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или, в силу определения последовательности {7,}, в виде 


п —х, т р со т (= 3. 
| ан (9 [55 Са Пием кои У ит. о, (38) 
У т=0 («) 
Согласно условию теоремы, 
Да 1 
< 
Это значит, что ряд 
‚Аат 
и В ) > 


сходится, так как из условия (23) следует, что показатель сходимости 
последовательности {7,} не меньше 1 [см. (3), стр. 15—16], а это в свою 
очередь, означает, что Т (г) может быть рассмотрен как максимальный 
член целой функции порядка не меньше 1; но тогда нетрудно заметить, 
что ряд 


№ Т (т) тк, 
то Г (Вт) 


где > 0 — произвольное число, сходится, если 0«<а< В. 
Этим, согласно (38), доказано, что 


В - 
ба о (38) 
= 


где С, > 0 — абсолютная постоянная, 2 Е (0, и], иЕ (0, 1), ж> х. 
В силу теоремы 2 и (38’) теорема 3 доказана. 
В заключение заметим, что условие (24) остается в силе и тогда, когда 


зар =. <—— т ША, (24’) 
т>г 
где 4 < А Х ©, и тем более тогда, когда выполняется требование теоре- 


мы (2.6) работы ('), т. е. когда __ 
условие равносильно условию 


монотонно убывает, так как последнее . 


Та п 
Г: 


= 
№ 


то. 
Та 
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ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ СО СЧЕТНОКРАТНЫМ 
ЛЕБЕГОВСКИМ СПЕКТРОМ. 1 


В работе выясняются некоторые условия, обеспечивающие счетно- 
кратный лебеговский спектр у динамических систём с непрерывным вре- 
менем. 


Введение 


Хорошо известно, что динамические системы с дискретным спектром 
не обладают перемешиванием. Поэтому отчетливое представление о ха- 
рактере движения часто позволяет понять, содержит ли спектр динами- 
ческой системы дискретную компоненту. С другой стороны, существует 
целый ряд примеров динамических систем, у которых спектр является 
непрерывным и, более того, счетнократным лебеговским. Упомянем в 
этой связи автоморфизмы коммутативных компактных групп, рассматри- 
вавшиеся В. А. Рохлиным (3) и П. Халмошем (23), и геодезические потоки 
на многообразиях постоянной отрицательной кривизны [Гельфанд и 
Фомин (17)]. Отметим, что эти примеры носят алгебраический характер 
и вычисление спектра для них производилось алгебраическими средства- 
ми. В настоящей работе мы ставим себе целью показать, что счетнократ- 
ный лебеговский спектр во многих случаях (в частности, в указанных) 
является, аналогично дискретному спектру, простым следствием некото- 
рых геометрических свойств движения системы. Это позволит нам впослед- 
ствии включить в число примеров динамических систем со счетнократ- 
ным лебеговским спектром системы, не имеющие алгебраического проис- 
хождения и приближающиеся ко вполне конкретвым системам класси- 
ческой механики. 

Метод, развиваемый. ниже, основан на понятиях К-автоморфизма 
и К-потока. Так мы называем динамические системы соответственно с ди- 
скретным и непрерывным временем, введенные А. Н. Колмогоровым в 
работе (1) и названные им «квазирегулярными»; В. А. Рохлиным эти си- 
стемы названы динамическими системами Колмогорова [см. (*)]. Поня- 
тия К-автоморфизма и К-потока возникли при рассмотрении динамиче- 
ких систем, порождаемых стационарными случайными процессами, од- 
нако их значение, как мы покажем далее, выходит за рамки теории веро- 


ятностей. 


В предлагаемой, первой, части работы собраны вместе основные свой- 
ства К-потоков. Для К-автоморфизмов это сделано в обстоятельной работе 
В. А. Рохлина (?). Заметим, что перенесение результатов ‘работы (?) на 
случай непрерывного времени представило некоторые трудности в во- 
просе о спектре. Для дискретного времени известна [см. (1)] теорема, ут- 
верждающая, что спектр К-автоморфизма счетнократный лебеговский. 


Доказательство этой теоремы основано на том, что ортогогальное допол- 
нение унитарного подкольца в унитарном кольце в случае непрерывной 
меры бесконечномерно. Только в этом проявляется свойство исходного 
преобразования быть автоморфизмом унитарного кольца. 

Для непрерывного времени А. Н. Колмогоровым в уже упомянутой 
работе (1) была сформулирована теорема о том, что К-потоки имеют одно- 
родный лебеговский спектр. Доказательство этой теоремы было основано 
на некоторых результатах Плеснера (13). В настоящей работе показыва- 
ется, что в рассматриваемых условиях кратность лебеговского спектра 
всегда бесконечна (счетна). Тем самым подтверждается гипотеза А. Н. Кол- 
могорова, выдвинутая им в работе (1). Этот результат получается при 
помощи теорем о специальных представлениях измеримых потоков. Ис- 
пользование такого рода техники объясняется тем, что в случае непрерыв- 
ного времени бесконечная кратность существенно зависит еще от того, 
что группа унитарных преобразований, соответствующая потоку, является 
группой автоморфизмов унитарного кольца. 

По поводу основных понятий теории меры и метрической теории ди- 
намических систем мы отсылаем читателя к $1 работы (*). В $ 1 настоящей 
работы мы напоминаем только некоторые факты общей теории динамичес- 
ких систем и однопараметрических групп унитарных операторов, отно- 
сящиеся к случаю непрерывного времени и потому не затронутые в ра- 
боте (?). Кроме того, в $ 4 вводится определение К-потока и исследуются 
некоторые его свойства и связи с понятием регулярности случайных про- 
цессов. В $ 2 доказывается общая теорема о необходимых и достаточных 
условиях для наличия однородного лебеговского спектра у группы уни- 
тарных операторов, действующей в гильбертовом пространстве. Заметим, 
что эта теорема может быть выведена из уже упоминавшихся результа- 
тов А. И. Плеснера (13), но мы приводим ее доказательство, независимое 
от этих результатов. В $ 3 устанавливается одна теорема о достаточных 
условиях наличия в спектре специального потока счетнократной лебегов- 
ской компоненты. На основании этой теоремы и результатов $ 2, в $ 4 
выводится теорема о спектре` К-потока. В $ 5 устанавливаются еще два 
свойства К-потоков: положительность энтропии и наличие переме- 
шивания всех степеней. Первое их этих свойств было впервые доказано 
(но не опубликовано) А. Н. Колмогоровым. 

Результаты настоящей работы частично опубликованы без доказатель- 
ства в работе (“). 


$ 1. Определение К-потоков. Некоторые сведения из общей 
теории динамических систем и однопараметрических групп унитарных 
операторов 


1.1. Как указывалось во введении, мы будем опираться на ряд по- 
нятий общей теории меры и метрической теории динамических систем, 
сводное изложение которых имеется в работе В. А. Рохлина (2). На- 
помним только ряд обозначений: М — пространство Лебега, и — полная 
мера, определенная на совокупности измеримых подмножеств М, 
3 — о-алгебра тождественных по шо4 0 классов измеримых подмножеств 
М. Если $ — произвольное измеримое разбиение пространства М, то 
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3% (5) есть од-алгебра классов измеримых множеств, составленных по 
шо4 0 из элементов разбиения 5. Два измеримых разбиения будут встре- 
чаться особенно часто и поэтому имеют специальные обозначения: это 
= — разбиение пространства М на отдельные точки и У — тривиальное 
разбиение, содержащее в качестве своего элемента пространство М. 
При этом 9 (=) = Жи % (%) = %, где % — о-алгебра классов множеств, 
имеющих меру нуль или единица. 

Пусть в пространстве М задан измеримый поток {5}, т. е. такая одно- 
параметрическая группа автоморфизмов пространства М (параметр #—вре- 
мя пробегает все действительные значения), что для любого измеримого 
множества А С М совокупность пар (5, #), для которых 5:5 6 А, изме- 
рима в прямом произведении МХ (!), где (1) — ось времени. 

Определение 1. Измеримый поток {5,} вазывается К-потоком, 
если существует измеримое разбиение (° пространства М со следующими 
тремя свойствами: 

Г. 5:50 = Я (1 шоа0 для каждой пары (Бы), Е. 
со 


П. П 27 — в тоа 0. 


Ш. ПН ау мод 0. 


Разбиение &), обладающее этими тремя свойствами, мы будем называть 
К-разбиением, а соответствующую б-алгебру 5% (2) — К-с-алгеброй. 
Из свойств 1-1 К-разбиения вытекают соответствующие свойства 
К-0-алгебры 9% (5%): 

Г. 5 (6) = ® (К) 5% (0) при ё>ь, 


1’. \% (® = %, 


иг. Л % (=, 
—© 
и обратно: из свойств [’— ПТ” д-алгебры 9% (5°) вытекает, что она является 
К-о-алгеброй и соответствующее разбиение (9 есть К-разбиение. 
Пусть пространство М образовано из реализаций некоторого случай- 
ного стационарного процесса (т) с действительными значениями и 
группа {5:} действует в М как сдвиг: 


©’ (1) = 5ю (® = © Е- т. 


Рассмотрим о-алгебру 9% = 9) (5), порожденную измеримыми множест- 
вами вида {о (1 6 Г}, где Г пробегает борелевские множества действи- 
тельной прямой, а { — все отрицательные значения. Из определения 
б-алгебры 5%° следует, что она удовлетворяет условиям Ги ПТ’. В слу- 
чае, когда 5% удовлетворяет еще и условию ПГ, соответствующий про- 
цесс называется регулярным [см. (1°)]. Поэтому теория К-потоков тесно 
связана с теорией регулярных стационарных процессов. 

Приведем характерное для К-потоков свойство перемешивания. В слу- 
чае обычного перемешивания для любых двух множеств А С М, ВС М 


И |8 П5:В) — в (А) в (В)| = 0. 
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В случае К-потока это соотношение можно значительно усилить. Пусть 
'5%(1;^) есть 0-алгебра, порожденная множествами 52 В, где К, [(К > 0— 
целые числа, А — произвольное положительное число. Тогда при 
Е > 
зар [и (АПГ) —в (4) в (Г) | 0. 
Геи) 


На языке теории вероятностей это означает, что множество А делается 
равномерно почти независимым от любого события, определяемого по- 
ведением множества В в моменты времени вида Ш, [ < А, когда К стре- 
мится К — оо. 

Для доказательства воспользуемся одной теоремой Пинскера (2), 
согласно которой пересечение о-алгебр (тив), порожденных множествами 
5, А, 9. В, [< КЁ, Ц <Ё, есть тривиальная 0-алгебра %. 

Рассмотрим систему функций ц (А|С.), где через С, обозначены эле- 
менты разбиения (', соответствующего о-алгебре Эт"). В силу одной 
теоремы Дуба* [см. (1), теорема 4, стр. 298], при { -> — со почти всюду 


И р (А |'С:) =в (4). 
Поэтому для любых & > 0,0 `>0 существует такое & (8, 6), что при 
всех целых #, меньших &, можно найти множество № 6% а) для кото- 
рого 
и (М — №) =в (№) < 8, | (4| С) — в (4) | <в 


при всех С, Е М. Отсюда вытекает, что для любого Г 69% (7 пен ЗВ (у ы 


в (АПР —в (4) в (Г)|=| \ в“ Со 
гм 
+ \ (410% — в (|< 
гм 
<| \ №160 ф вала + | во ар (ГП) 2+, 
го м го м 


‘что и требовалось доказать. 

В конкретных задачах часто приходится определять, удовлетворяет 
‚ли некоторое разбиение 5% условию Ш определения 1, если оно удовлет- 
воряет условию [Г определения 1. При этом оказывается полезной. 

ЛЕММА 1.1. Пусть х — произвольная точка и С — элемент разбиения 
(', содержащий ее. Положим для произвольного измеримого множества 
АСМ 
А|5:С) для тех х, при которых это выражение определено, 

для остальных х. 


«8-5 

* Для удобства читателя приведем формулировку теоремы Дуба в наших обоз- 
‚начениях: если 3[„ — убывающая последовательность с-алгебр, т) 9.1» А — любое 
‘измеримое множество, то почти всюду Е (АС) =в(А|С..), где через С» обоз- 


начены элементы разбиения, соответствующего б-алгебре %", и через С › — элементы 
фазбиения, соответствующего Пересечению б-алгебр м. 
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„Для того чтобы система разбиений #, Удовлетворяющая условию Т опре- 


деления 1, удовлетворяла условию ПТ определения 1, необходимо и доста- 
точно, чтобы фи (1) > (А) по мере при # -> — с. 

Доказательство. Пусть при фиксированном & функция 
ф: (7) = р (А|С!) есть условная мера множества А при заданном эле- 
менте разбиения 5', содержащем точку х. Она определена при почти 
всех С:. Согласно теореме Дуба [см. (15), теорема 4.3, стр. 318], анало- 
гичной приведенной на стр. 902, существуют функции 1, (=), совпадающие 
при каждом Е с 1], (1) почти всюду, для которых почти всюду 


„ша $, (2) = р (4 [С-), 


со 
где С_» — элемент измеримого разбиения [| &, содержащий точку х. 
—© 


Из этой теоремы следует, что для любых = > 0иб >> С найдутся & (2, 8) 
и множество М из 0-алгебры % (29 для которых 


й (№) >1—в, $, (2) —в (А [С-„) |< 8. (1) 


Поскольку для почти всех С — элементов разбиения (° — множество 
5.С есть элемент разбиения б, то почти всюду 


Предположим, что выполнено условие леммы. Тогда при любых ,>0, 
5, > 0Ои при достаточно большом по модулю отрицательном # найдется 
множество №, (1 6% (5°) такое, что 

р (М, (2)) >1—=, 1$: (2) —в (4) |< 8: для #6 М, (1. 
Следовательно, для ХЕЗ (1 ЕЖ (5), в силу (2), 
[фе (2) — в (4) |< 4.. 
Сравнивая (1) и (3), находим, что для ХЕМ Г М, (1) 
ь (МПМ, (1)) >1 —=—=, |6 (А|С-).— в (4) | < 6 + 8. 

Ввиду произвольности 2, #1, 6, 8,, получаем, что для любого А почти 


всюду 
В частности, если 


леж(Й 


то последнее равенство возможно, только если и (А) равно нулю или 
единице. 
Обратно, если выполнено условие ПТ определения 1, то 
ы (А | Со) =в (4) 


почти всюду и из того же рассуждения, проведенного в обратном порядке, 
вытекает утверждение леммы. 

Дальнейшим свойствам К-потоков посвящены последующие парагра- 
фы. Всюду, где это возможно, мы будем выделять те свойства, которые 
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сохраняются, если разбиение ° удовлетворяет только условию Г со стро- 
гим неравенством и условию П. Впрочем, если условие И не выполнено, 
то можно рассматривать фактор-поток, определенный на фактор-про- 


со 
странстве М Ш (!, в котором условие П уже выполнено автоматически. 


1.2. При изучении К-потоков оказываются полезными представления 
измеримых потоков с помощью специальных потоков. Специальные потоки 
являются обобщением на случай общих пространств с мерой известного 
понятия «секущей поверхности» Биркгофа — Пуанкаре. Для некоторых 
частных преобразований с инвариантной мерой эти потоки были введены 
еще Дж. Нейманом (21) в 1932 г. В общем случае роль специальных потоков: 
была исследована Амброзом (15) сначала для эргодических, а затем Амбро- 
зом и Какутани (22) для любых измеримых потоков. Полное доказатель- 
ство основной теоремы о специальных потоках имеется в обзорной статье 
В. А. Рохлина [см. ($), $ 6]. Мы приведем здесь только определение спе- 
циального потока и формулировку основной теоремы. 

Пусть М, — пространство с ненормированной мерой Лебега п: 
(т.е. пространство с мерой, удовлетворяющее всем аксиомам простран- 
ства Лебега, за исключением нормировки меры) и Ё — измеримая поло- 
жительная функция на пространстве М, со следующими двумя свойствами: 

а) существует положительная постоянная т такая, что РЁ (9) > т почти 


всюду; 
6 \ Ра =1. 
М, 

Обозначим через (и) вещественное переменное и рассмотрим под- 
множество М точек (у, и) прямого произведения М.х (и), для которых 
О<и<Е4ц. Легко показать, что М есть обычное пространство Лебега 
(мера задается как мера в подмножестве прямого произведения про- 
странств с мерой.) Если Т — произвольный автоморфизм пространства М,» 
то положим 


5 (у, и) = (уу +0 
при — из Ё< — и + Р (9), 


5+ (у, и) = (Туи Е (у... Е(Т" Ч) 
при — и т Р(Т'У) <: < чу Е (Т\У), 
$ _ (Туи Е (9) +... + Е (Т”у)) 
при —и — у Е —У РУ. 
К=0 К=0 


Легко проверить, что при любых &, & 
Эн, = б9ь 


и преобразования {5:} задают измеримый поток в пространстве М. Так 
построенный поток {5} называется специальным потоком, построенным 
по автоморфизму Т и функции А. 
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ТЕОРЕМА [см. (5), $ 6]. Всякай измеримый апериодический поток 
обладает специальным представлением, т. е. изоморфен по шо4 0 неко- 
торому специальному потоку. 

1.3. Пусть # (5,) — энтропия автоморфизма 6\:, входящего в поток 
{5} (определение энтропии автоморфизма см. в работе (7)). Как показал 
Л. М. Абрамов` (10), для измеримого потока {5:} имеет место формула 


(5) = 181 (5,). 


Поэтому условимся считать энтропией измеримого потока {5:} энтропию 
автоморфизма 5,. 

На случай потоков с очевидными изменениями переносится опреде- 
ление В. А. Рохлина [см. (3)] перемешивания степени г для автоморфизма. 

1.4. С каждой динамической системой {5,} естественно связывается 
однопараметрическая группа унитарных операторов {Г}, действующая 
в гильбертовом пространстве [^ (М) измеримых функций на М с интег- 
рируемым квадратом модуля. Эта связь дается формулой: 


И4 (2) = } (52). 


Спектр однопараметрической группы {Й:} вазывается. спектром динами- 
ческой системы {5}. 

Определение 2. Однопараметрическая группа унитарных опе- 
раторов {0}, действующая в гильбертовом пространстве Н, имеет про- 
стой лебеговский спектр, если существует изоморфное отображение У 
пространства Н на пространство [7 измеримых на действительной прямой 
функций } (2) с интегрируемым квадратом модуля такое, что для любого 
ЙЕН 

УЦ: й (2) = УВ (5 — 1. 


Определение 2’. Группа унитарных операторов {П,}, действую- 
щая в гильбертовом пространстве Н, имеет однородный лебеговский 
спектр кратности х (или бесконечной кратности), если Н можно разло- 
жить в ортогональную сумму Хх (или бесконечного числа) инвариантных 
подпространств Я, 


Н=®ФхН, 


1=1 


в каждом из которых группа {0(}} имеет простой лебеговский спектр. 
Из этого определения следует, что если группа унитарных операторов 
имеет однородный лебеговский спектр, то существует подпространство 
Н® такое, что 
а) (.Н° = Н' > Н" при Ё > Ш, 


в УН'-Н, 
в) ЛН' = {0}. 
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д „„,„З„З——————ы—ы=э—=——ы—ы—— 


Действительно, ‘в качестве Н°® можно взять подпространство 
К х 
ФУ г, 
=1 
1 | 
где [2 образовано функциями из [”, обращающимися в нуль при поло- 
жительных значениях аргумента, и У; — отображевие Н; на [*, фигури- 
рующее в опредглении 2. В дальнейшем случай бесконечной кратности 
не будет выделяться, но мы будем предполагать, что х может принять 


значение со. 
ЛЕММА 1.2. Если для элемента й гильбертова пространства Н 


Ви = (0. =0 


при |{| > %%, то в циклическом подпространстве, порожденном элемен-- 
том й, группа {0} имеет простой лебеговский спектр. 
Доказательство. Напомним, что циклическое подпростран- 
ство Н (й), порожденное элементом й, есть замыкание по норме линейного 
многообразия векторов вида = 
п 
Хх скОЕЙ. 
®=1 
Спектральная мера о» (^) элемента й удовлетворяет соотношению 
со 
а ам ав» (^). 


—© 
Из условия леммы вытекает, что 40» (^) можно представить в виде 
о, (^) = Г (^) ал, 


где г» — аналитическая функция от ^, положительная на действитель- 
ной оси. Известно [см., например, (12)], что пространство Н (й) изоморфно- 
гильбертову пространству функций ф, для которых 

р. 

19 (Ро (4) 4% <, 

—© 
причем если элементу 5 ЕН (й) соответствует функция ф, то элементу’ 
0:5 соответствует функция ей. 

Пусть ф — произвольная функция с интегрируемым квадратом на 

прямой и ф — ее преобразование Фурье. Обозначим через У" отображе- 


ние, ставящее в соответствие функции \ф функцию ф . Очевидно, что. 
[2 
Ут — изометрический оператор, отображающий [? на Н (®) и 


Лемма доказана. 


а ь > 
Пусть Е'’, — о «т< о, — семейство проекционных операторов: 
удовлетворяющее условиям: 
1) Е < Е“ при < и: 
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2) единственный оператор, превосходящий все операторы Е", есть 
тождественный оператор; 

3) единственный проекционный оператор, который меньше всех опе- 
раторов Е", есть оператор проектирования на тривиальное подпростран- 
ство, состоящее из одного нуля. 


Такое семейство проекционных операторов называется спектральным 
семейством. 

Определение 3. Спектральное семейство проекционных опера- 
торов Е" имеет однородный лебеговский спектр кратности х, если Н’ 
можно изоморфно отобразить на ортогональную сумму х прост- 
ранств [^,в каждом из которых действие оператора Е сводится к проек- 
тированию на подпространство функций } (7), обращающихся в нуль 
прин 5х. 

Определение 37°. Слектральное семейство проекционных опе- 
раторов Е’ имеет однородный лебеговский спектр кратности х |на боре-. 
левском множестве В действительной прямой, если Н можно изоморфно. 
отобразить на ортогональную’ сумму х пространств [7 (В), состоящих 
из функций с интегрируемым квадратом модуля по мере Лебега, задан-. 
ных на множестве В, и действие оператора Е” в пространстве /^ (В) за-. 
ключается в проектировании на подпространство, состоящее из функций, 
обращающихся в нуль при ФЕВ, т < т. 


$ 2. 0б однородном лебеговском спектре у группы унитарных 
операторов 


ТЕОРЕМА:;1. Для того чтобы группа унитарных операторов {0}, 
действующая в гильбертовом пространстве Н, имела ‘однородный лебе-. 
говский спектр, необходимо и достаточно, чтобы существовало спектралъ-- 
ное семейство проекционных операторов Е” такое, что 


ЕТО 


При этом спектр семейства Е” — однородный лебеговекий и его врат-- 
ность совпадает с кратностью спектра группы {ИП}. 

Необходимость условия легко следует из определения. Действитель-. 
но, если {0} имеет однородный лебеговский спектр кратности х, то опе-. 
раторы проектирования на подпространства И” = И.Н (см. $ 1) удовлет-- 
воряют условиям теоремы. 

Достаточность условия вытекает из доказываемых ниже лемм 2.1 и: 
2.2. Пусть в гильбертовом пространстве Н задано спектральное семей- 
ство проекционных операторов ЕЁ”, — © «Т< с. 

ЛЕММА' 2.41. Для того чтобы в пространстве Н существовала хотя: 
бы одна однопараметрическая группа унитарных операторов {П\}, 
— © <«Ё< о, такая, что ИЦ.Е` = Е", необходимо и достаточно, 
чтобы спектр семейства операторов Е" был однородным ‘лебеговским. 


Докажем необходимость условия леммы. Пусть Н*= #"Н и {0:} —од-- 
нопараметрическая группа унитарных операторов, переводящая М в: 


Н“". Тогда если В — борелевское множество на прямой, то. оператор, 
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ИНВАЗИИ Е 


В В-т 
0. переводит подпространство Н” * в подпространство Н”"”, где В + т— 
сдвинутое множество (В -- т = {{:#— т6В}). Возьмем элемент й, имею- 
ы 2 > В 
щий максимальный спектральный тип (относительно семейства Е’) и 


положим 
с (В) = (ЕЗ®, 1). 


Рассмотрим сдвинутые меры о. (В), о. (В) = с (В - т), и докажем, что 
они имеют тот же тип, что и мера о. Пусть множество В таково, что 
о (В) > 0. Это значит, что ЕВ № + 0. Применим к вектору ЕВй оператор 
И.. Мы получим некоторый вектор из подпространства Н В+". Следова- 
тельно, подпространство НВ+" нетривиально и 

с (Во =о. (В) = 0, 
т.е. мера о абсолютно непрерывна относительно меры 0.. Но мера о-, 
являясь спектральной мерой вектора И_. й, сама абсолютно непрерывна 
относительно меры о. Таким образом, меры о ис. при любом т, —с<т«.оо, 
эквивалентны. А хорошо известно, что единственный тип, эквива- 
лентный своим сдвигам, есть лебеговский тип (это можно вывести, на- 
пример, из рассуждений в работе (?“)). 

Докажем теперь однородность спектра. Рассмотрим максимальное 
множество В положительной меры, на котором семейство Е” имеет одно- 
родный лебеговский спектр кратности х **. Подпространство НВ может 
быть разложено на х ортогональных циклических подпространств, по- 
рожденных векторами #1,...,й,„, каждое из которых имеет лебегов- 
ский спектр на множестве В. Применим к подпространству НИ? оператор 
0. Тогда подпространство Н? перейдет в подпространство Н®*' и, в силу 
унитарности оператора ПО,, ортогональные циклические подпространства, 
порожденные векторами #,...Й,„, перейдут в ортогональные цикли- 
ческие подпространства, порожденные векторами П.й1,...,И/й,„, прямая 
сумма которых дает все подпространство Н8*. Следовательно, в под- 
пространстве Не операторы Е” имеют однородный лебеговский спектр 
той же кратности х. В силу максимальности множества В, множество 
В -{ г отличается от множества В на множество лебеговской меры нуль. 
Но это возможно только тогда, когда В есть вся прямая, кроме, быть 
может, множества лебеговской меры нуль. 

Достаточность условия леммы легко вытекает из определений 2’ и 
3 $ 1. Лемма доказана. 

ЛЕММА 2.2. Если семейство операторов Е” имеет однородный лебе- 
говский спектр кратности х, то любая однопараметрическая группа 
унитарных операторов {0}, переводящая Н” в Н“"", имеет однородный 
лебеговский спектр той же кратности. 

Доказательство. Пусть в соответствии с условием леммы 
пространство Н представлено как совокупность векторов Й, задаваемых 


* Подпространства НВ (соответствующие им проекционные операторы ЕВ) по- 
лучаются хорошо известным способом с помощью счетного числа операций произ- 
ведения и сложения из подпространств Н” (операторов Ё®). 

** Множество В называется максимальным, если для любого другого множества 
В’, на котором семейство Е” имеет однородный лебеговский спектр той же крат- 
ности, существует множество В”, совпадающее с В’ то4 0 и В"С В. 
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с помощью х функций ]1,..., |» с интегрируемым квадратом на прямой 
по мере Лебега и таких, что 


Х 11 (2) 42 < «. 
1=1 —со 
Обозначим через {/,;}, — < < Ё<х оо, однопараметрическую. грунну уни- 
тарных операторов, действующую следующим образом: 
Ий = {ЕД (2), ... УЕ (2)} =} (&-9,....Ы@ +8}, 


и рассмотрим операторы 
Й, =УП,, < Ва о, 


Очевидно, что операторы Й, унитарны и подпространство Н", —со «т «оо, 
инвариантно относительно этих операторов. Разложим гильбертово про-: 
странство Н в непрерывную прямую сумму по коммутативному кольцу- 
операторов, порожденному семейством Е” [см. (14)]. Как показано в (№), 


> 


в силу перестановочности каждого оператора О, с операторами ЕЁ", су- 
ществуют такие ограниченные измеримые функции а, (=), что для любого. 
вектора. 2, = {Де ьыыЫ 


ЗА Че 
где 


х 


8! (7) = 2. а, (2) 1, (7) 


й= 


(сходимость в среднем квадратичном по мере Лебега). 

Докажем, что при каждом { и для почти всех х матрица а; (*)| 
унитарна. Действительно, так как для любого борелевского множества. 
В, в силу унитарности оператора 0,, 


и (В) кл, = (№8, №) = (0.18, О.лв) = 
=> 4, (2) а, (2) аз = \ Ха, (2) а, (ват, 
+В рыХ 
где через р. обозначены векторы вида 


№ = {0...0, Хх, (2),0,...,0} 


#—1 


(хз (2) — характеристическая функция множества В) и ряд еходится в: 
среднем квадратичном, то при почти всех х 


Ха, (п) аи, (®) = въ 
1 


Найдем теперь выражение для операторов И. В силу формулы. 


.=У 
имеем: 
(Ик = {8*, (1),..., 81, (2)}, 


11 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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где ‹ 
. _[ @& (2—1); я — 908, 
ый -| 0 , &`— ЕВ. 
Отсюда для любого вектора й = {} (2),...,/{ (2)} получаем: 
О.В = {1 (5), .:.)8 х(2)}, 
где 
в (2) = аи (а — Эра), &=1,...,х. (*) 


—=1 


Из равенства 0:0, = О. вытекает следующая формула, используемая 
в дальнейшем: для любых т, и т, и для почти всех х (множество меры нуль, 
которое при этом выпадает, может зависеть от т, и т.) 


х 
›2 аз} (т — т) а} (д — т, — т) = а" (х— т — т). ыы 
91 


Выше было показано, что при каждом фиксированном т функции а7, (7) 
измеримы по 5х. Изучим теперь зависимость этих функций от т. В силу 
непрерывности группы {0}, для любых двух векторов #, и й. выражение 
(#., О, №.) непрерывно зависит от #. Поэтому для любой финитной интегри- 
руемой функции ф (1) имеет смысл интеграл 


\® (0 (№, Ол) 4. 


Положим й, = На В = №. Тогда этот интеграл превращается в сле- 
дующий: 


\ (а \ и, (2—0 а = \е (а \ и, (Ох (2) 42, 
вп(В—Й В 


где через х„_,(2) обозначена характеристическая функция множества 
В —{. Применяя теорему Фубини, получим: 


\Ф (8) (№, ИВ.) & = \92(Ф (2) о (а — В ув (2) 4. 


Следовательно, для почти всех х функция а, ‚(2 — 1) измерима по #. 

Рассмотрим совокупность операторов Гь, зависящих от действитель- 
ного параметра р и определяемых следующим образом: если В — бо- 
релевское множество на прямой, то при 1 ЗА «хх 


ГЙВ == {81% (^),..., 2% (*)}, 
где 
В (1) = а: ® (р), ть, 
вах (7) ыы рев. 


При почти всех р функции а“? (о) измеримы по х, и на совокупности 


к е 
векторов в операторы Гь линейны. Следовательно, их можно продол- 


жить с сохранением свойства линейности на линейную оболочку век- 
торов й№. 
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Докажем, что при почти всех р (относительно меры Лебега) существует 
всюду плотное линейное многообразие, на котором операторы Гь явля- 
ются изометрическими. Для этого возьмем финитную интегрируемую 
функцию ф (1) и составим для произвольного борелевского множества В 
конечной меры интеграл 


Х (2) 42 \ у а, ° (о) и (2) ах. 


$=1 


=" 


По теореме Фубини, он равен двойному интегралу 


\ ® (5) У а ® (о) а ° (0) 45 ах, 


ВХ(р) 


который после замены переменных р — д =р:, 1 = х принимает вид: 


Хе, — Усы > — да — 2) 424 = 


| 
ВР.) 
©. 
о 
| 
._—5 


— 1 и — 
Ф (21 — 1) >} ак, (р, — ж) аш: (р: — 2) Хв (2) ах. 
4 
Но при каждом р. и при почти всех х выражение 
И 61 — РР: 
а. (2, — т) а, (1 — 7) 
В 


равно дкк,. Следовательно, применив еще раз теорему Фубини, мы по- 
лучим: 


\®( 4%\ У о р 


т, рр (а) и (р — 2) 46 = в, (В) $ (9) 42. 


Из последнего равенства следует, что для каждого множества В и лю- 
бых значений А, и Х. существует такое множество значений р лебеговской 
меры нуль, вне которого 


а Я - == ЕЕ (иг, и = (В) Ок, 


Рассмотрим совокупность интервалов Л” с рациональными концами. 
Поскольку число этих интервалов счетно, можно найти такое множество 
значений р лебеговской меры нуль, что для всех значений р, лежащих 
вне этого множества, и для каждого интервала А” 


ааа (ТЫ ГР, 


Зафиксировав одно из таких значений р = ро, мы получим преобразо- 
вание, сохряняющее норму на совокупности векторов и Следователь- 
но, оно может быть продолжено на все гильбертово пространство Н и 
останется при этом сохраняющим норму. 


Аналогично можно показать, что] параметр Го возможно, кроме 
того, выбрать таким образом, чтобы оператор Г” отображал все 


1% 
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1.) 
пространство Н на себя. Тогда преобразование Г” будет изоморфным 
отображением гильбертова пространства Н на себя. 
Обозначим через Н; образ подпространства, образованного векторами 


й вида 
р: =40: бе 0..0 


1—1 


при автоморфизме Г”. Найдем действие операторов И: в подпростран- 
ствах Н,. Пусть А” — произвольный интервал с рациональными концами. 
Тогда, на основании формул (*) и (**), 


ОГ Иль = {8 (2), ..-› 6 (1)}, 


где 


х 

РС х-—р 1 г 
и ан (2 — дан (ро) = ан ° (0) = (ГА и», х—1ЕА, 
1% и 
0, д —ЗЕА. 
Последняя формула показывает, что каждое подпространство Н; инва- 
риантно относительно группы Оки в каждом подпространстве Н; группа 
{01} имеет простой лебеговский спектр. Так как общее число подпростран- 
ств Н; равно х, то лемма доказана. 


Ек (2) = 


$ 3. Условие наличия счетнократной лебеговской компоненты 
в спектре специального потока 


Рассмотрим в пространстве Лебега М измеримый апериодический 
поток {5:}. Как указывалось выше, он обладает специальным представ- 
лением, т. е. изоморфен некоторому специальному потоку, построенному 
по автоморфизму ТГ пространства М, с мерой п: и функции ГР. Напомним, 
что существует такая положительная постоянная т, что РЁ (у) > т. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть для автоморфизма Т, участвующего в построении 


специального потока, существует измеримое разбиение бм, простран- 
ства М, такое, что 


См, = Тём, > &м, шоа 0, ео 


и функция Е измерима относительно в-алгебры % (м). Тогда в гиль- 
бертовом пространстве [% (М) существует инвариантное подпростран- 
ство, в котором группа (0 имеет счетнократный лебеговский спектр. 

Доказательство. По разбиению См, пространства М, по- 
строим разбиение См пространства М следующим образом: если С — эле- 
мент разбиения &м,, то при любом 1 О<ЕХЕ (С) (в силу измеримости 
функции Р, выражение Г (С) имеет смысл) 5:С есть элемент разбиения 
би. Мы не останавливаемся на доказательстве того, что получившееся 


таким образом разбиение пространства М измеримо. 
ЛЕММА 3.1. При. любом & > 0 


516м = бм > м. 


Доказательство. Очевидно, что лемму достаточно доказать 
при 0 < {< т. Ввиду измеримости функции Л, разбиение пространства 
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М на слои С, = {(у, и) : (у, 9) ЕМ, и = 7} является измеримым. Рас- 
смотрим разбиение пространства М, совпадающее на слоях Суть, 
с разбиением м, а на слоях С, ОЗо<Ьс разбиением 5,бм, (по- 
скольку при 9<Ё5,М, = С,). Легко видеть, что такое разби- 
ение пространства Л совпадает по то4 0 с разбиением ИЕ В силу 
соотношения 

м, < бы, 
выполняется соотношение 

и < бы, 
поскольку на слоях С,, о < &, разбиение См более мелкое, чем разбиение 
Сы. Лемма доказана. 

Обозначим через А множество элементов разбиения м, для которых 
условное распределение б-алгебры 9% (ём,) невырожденно, и через 
А' — множество тех элементов разбиения бм, для которых условное 
распределение б- -алгебры % (Ем) невырожденно. В силу условия теоре- 
мы 2 и леммы 3.1, и: (4) > бир (4') > 0 при любом # > 0. 

ЛЕММА 3.2. Существует по крайней мере одна функция х (1) =Х (9, и), 
обладающая при некотором & > 0, & <- ‚следующими свойствами: 


а) функция у (2) измерима относительно о-алгебры 9% (2%); 

6) Х (2) =0 для тех т = (у, и), при которых и > ц; 

в) Х (2) = Х (У, и) = Х (9, и) при из, и < В; 

г) | (2) ай (2|С) =0 для почти всех элементов С разбиения &м; 
) | |Х (2)? ар (2|С) =1 для элементов С разбиения &м, принадле- 


жащих А“. 

Доказательство. В силу условия (***) теоремы 2 существует 
[см. ()] функция Х (у), измеримая относительно с-алгебры % (бм,) 
и такая, что 

1) | (у) ам, (у|С’) =0 для почти всех С’ — элементов разбиения 
т 9 т 

2) \1х (9) Раш (у [ С’) = 1 для С’ СА. 

Положим 

< 
х (2) = х(, и = | Ио. 


Из леммы 3.1 и из свойств функции Хх (у) следует, что функция % (2) об- 
ладает свойствами а), б), в), требуемыми в лемме. Свойства г) и д) вы- 
полнены в силу того, что условная мера любого измеримого множества Г 
вида {(у, и): УЕГ,. и <} при фиксированном слое С, совпадает с 
мерой множества Г, лежащего в пространстве М! (М! — пространство 
Лебега, получающееся нормировкой меры р). Лемма доказана. 
Окончим теперь доказательство теоремы. Пусть Фи (9), $ (у),... — 
счетная ортонормированная последовательность функций, заданных на 
пространстве М!, измеримых относительно с- -алгебры % (См) и обра- 
щающихся в нуль на дополнении к множеству А. Очевидно, что функции 


Ф; (2) = Ф: (9, ® =фФ: (9) 
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о о маи рае о ВВ 


измеримы относительно с-алгебры 5% (См). Положим 
фи (2) =Ф: (2) х (2), 


где Х (2) — функция, существование которой утверждается в лемме 3:2, 
и докажем, что циклические подпространства, порожденные различными 
функциями \р;, попарно ортогональны, т. е. 


(р, Оф) = | ь (2) (61а) ав = 0 


М 

при всех &, если имеет место неравенство & = &. 

Рассмотрим сначала случай, когда —& ЗЕ < 0. В силу свойств 
функции { (7), ы 

(ф›Сиь) = \ $ (д х@ Ф, (бд х (9 аи + 
х—1< и<Ь 

ны \ фи, (2) х (2) Фь (Ту, Е (ТТ, У + ид х (Ту, Е (ТПУ) и- дар. 

хи<— 
На основании свойства 6) функции Хх (1) и условия & < >, последний 


интеграл равен нулю. В силу свойств в) и д), первый интеграл может быть 
переписан следующим образом: 


Фь (2) х (2) $, (512) Х (5, 2) ар = 


х:—1<и<ь 
= фь (у, и) х (9, и) фь(у, и ИХ (9, и -- ар = 
х:—1<и<& 
= \ Офф хотя ео = 
пе С 


== фи (у, и) (у, 4 = (4+9 ь фе, (У) фь (9) ара (9), 


{ки} П АЕ Е 


где через С обозначены элементы разбиения бм. Равенство нулю послед- 
него интеграла следует из определения функций Ф;. 


Рассмотрим теперь случай, когда { < — В и докажем, что при лю- 
быхи 0. 


(Оф) = | фа (ФФ, 6-9) а = | фи 0. 


М жи<Ь 


Если х таково, что и < 4, то, в силу свойства а) функции Хх (1), функ- 
ции 1}; (2) измеримы относительно б-алгебры % (54) и, следовательно, 
при —Ё > функции И, (1) = 1, (5.2) измеримы относительно 
б-алгебры 9% (5м). Поэтому при Ё < — & 


\ чоцбим= | аб 4 ©) 0, 
хи<Ь мк и С 
и< № 
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тде через С обозначены элементы разбиения м. В силу свойства г) функ- 
ции У (7), последний интеграл равен нулю. Случай положительных 2 
сводится к предыдущему в силу симметрии. 
Заметим, что последнее рассуждение показывает, что для функций 
1: (2) при > ® 
(Ч-иф (2), фь (2)) = 0. 


На основании леммы 1.2, каждая функция 1$; (х)‘ порождает циклическое 
подпространство с лебеговским спектром. Теорема доказана. 


со 
+ 
Замечание. Положим 6 =Л\ бм и докажем, что построенные 
—с 
нами функции \р; (1) таковы, что для любой функции & (1) с интегрируе- 
мым квадратом модуля и измеримой относительно б-алгебры 9% (5) 


№ (9 = @ 4 @ = 0. 


„Действительно, если через С обозначить элементы разбиения м, то 
будет справедливо равенство 


\® ФФ = | ФФ @ в @|0). 
я мо, 


Но в силу свойства г) функции Х (5) 


\№ 9% 10) ==] хи 10 =0, 


поскольку ф; (У) постоянны по шо@ 0 на элементах разбиения бм. 


$ 4. Спектр К-потоков 


Пусть в пространстве Лебега М задан измеримый поток {5}, для 
жоторого существует с-подалгебра 5% (52) такая, что 


Г. @ = 5.0 > &: шод0 при ё <, 
И.П В =2 шо4 0. 


Обозначим через Н` подпространство пространства Н, образованное 
из функций, измеримых относительно б-алгебры % (5). Положим 


НЕЛН', Н. = НОН. 
Поскольку 
ЕАН ЕН 
то 
О.Н. = Нц.. 


На основании результатов $ 2, группа {0;} имеет в подпространстве 
Н©Н однородный лебеговский спектр. Следующая теорема устанав- 
ливает его кратность. 

ТЕОРЕМА 3. Группа унитарных операторов {П0:} имеет в подпро- 
‹странстве Н © Н счетнократный лебеговский спектр. 

Доказат ельство. Для простоты предположим, что поток {5!} 
эргодичен. В силу $ 2. нам достаточно установить наличие счетнократной 
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ООН 
лебеговской компоненты. Для этого мы воспользуемся результатом $3 
и докажем, что существует фактор-поток {51} потока {5}, обладающий 
специальным представлением, удовлетворяющим условиям теоремы тет 

Пусть % (<) — конечная с-алгебра, соответствующая конечному раз- 
биению а. Введем следующие обозначения: 9% (а) — с-алгебра, порож- 
денная множествами 5.А, &=1,...,Ё, А, 6 % (а), 


со 
0 
И 
ть —< 


<< 
М | ° — фактор-пространство пространства М по измеримому разбие- 
нию а. Очевидно, что разбиение @ инвариантно относительно потока 
{51} и в фактор-пространстве М. | а° исходный поток индуцирует фактор- 


поток {5}. 
ЛЕММА 4.41. Существует конечная б-алгебра % (а) с- % (52) такая, 


О Е НН ЕЕ 
Доказательство. Предположим, что для любого ‘конечного 
разбиения & < выполнено соотношение ©! = а" при любых [и Ц. 
Возьмем возрастающую  последовательность конечных разбиений 


Вт... < Став, что 
ЗА 
Из сделанных предположений следует, что 
ба = 00, 58° = Во, 


Значит, 


Зое = бе (а В) = ар в 


что противоречит условию. Лемма доказана. 

ЛЕММА 4.2. Пусть & — разбиение, выбранное в соответствии с лем- 
мой 4.1. Для фактор-потока ИН действующего в фактор-пространстве 
М | <>, существует специальное представление, удовлетворяющее усло- 
виям теоремы 2. 

Доказательство. Специальное представление измеримого по- 
тока строится по регулярному разбиению пространства. Напомним, 
что измеримое разбиение С пространства М называется регулярным 
относительно потока {5, }. [см. (6), стр. 119], если его элементами служат 
отрезки траекторий потока {5:}, замкнутые слева и открытые справа, 
причем функция ] (2), равная временному расстоянию точки х от левого. 
конца содержащего ее элемента разбиения 5, измерима. Если & — регу- 
лярное разбиение пространства М относительно потока {5; }, то специаль- 
ное представление потока {5:} строится следующим образом. Пусть. 
Р (2) — временная длина содержащего х элемента разбиения 5. Функция 
Г измерима на фактор-пространстве М | 6. Формула фы = 11 превра- 
щает М | 6 в пространство У с, вообще говоря, ненормированной мерой. 


Положим 
О С. 


) 
Вх) 
где С, — элемент разбиения &, имеющий точку 1 своим левым концом. 
Преобразование Т есть автоморфизм пространства У, и специальный поток, 
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построенный по автоморфизму Т и функции РЁ, изоморфен исходному 
потоку 9 

Мы будем рассматривать самые естественные специальные представ- 
ления потока {5:} и установим, что они именно такие, какие нам тре- 
буются. 

Обозначим через Хх (5) характеристическую функцию множества 
А, 6%) (а) и рассмотрим функцию 


ф-т (х (6:2) а 


0 


прит >> 0. В силу измеримости потока {5}, для почти каждого 2 функция 
х (512) измерима по #. Кроме того, при каждом # функция Хх (5.2) измери- 
ма относительно б-алгебры 3) (а_:!), а следовательно, и относительно 
0-алгебры % (а). Так как 

к 


хх, 


Л 
п 


|8 (5,2) &— а =) < + 


Е=1 


[бах 


в 
1.1. ш. = х (5) 4 =, 
1—0 я 


то функция Ф (5) является пределом в среднем квадратичном функций, 
измеримых относительно 0-алгебры 5% (00) и поэтому сама измерима 
относительно б-алгебры 9% (а). 

Приведем следующие факты, доказанные в работах (5), (15), на кото- 
рые мы будем опираться в дальнейшем. 

1. Рассмотрим при достаточно малом Го >> 0 множество 


М: ='мГ{Ф (5*, 2) =>; Ф (5,2) 3 при 0 < <. 


За исключением некоторого инвариантного множества меры нуль, для 
остальных Хх найдутся сколь угодно большие по модулю положительные 
и отрицательные #, при которых 9" 2ЕМ.. 

2. Функция } (1), равная наименьшему # >> 0, при котором 5, %ЕМ,, 
измерима. 

По функции | и множеству М, построим регулярное разбиение 6 
пространства М. Элемент С этого разбиения определяется точкой 2, 6 М, 
и состоит из тех точек х, для которых 


Эх) Хх = 3. С 


Пусть /, — множество тех Хе М, для которых ] (1) «5$. Докажем, 
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что [+ 6% (а). Но это следует. из соотношений: 


И оао ос 
0<158 


не - [2 [> т 42) = ПФ (5 о 0<р<т —= 


=по [Ф69э-3| < 6-9>3, 0<2<= 


п 


Ви [о 99 —| <. [Ф6; 9 >, ара 
Ао 
п—1 0<1< 
«НД белизНни, 196- 
= 0..0. [6-49-32 <] 0,0, ,0’ [69 >т +] 


(символы |’и [| ’ обозначают, что индекс принимает только рациональные 
значения в интервале своего изменения), поскольку каждое из полученных 
множеств, в силу свойств функции Ф (5), принадлежит 0-алгебре 9% (<°). 

Пусть \’ — измеримое разбиение пространства М | >, совпадающее 
на множестве Г, с разбиением аи вырожденное на дополнении к Г, 
(т.е. множество М — Г, есть элемент разбиения 1’). Рассмотрим раз- 


биение 
я. 


1>0 


Функция } измерима относительно 5% (В°), так как, по доказанному, 
«урезанная функция» }, совпадающая с } при тех х, при которых { (2) >, 
и равная нулю для ХЕ Г,, измерима относительно 9 (т). 

Далее, функция Л (5) измерима относительно о-алгебры 9% (В°), что 
следует из соотношения: 

{х:Р (2) > м = о {2: А 
0<т<А 

Обозначим через В® пересечение разбиений В® и С (т.е. о-алгебра 9% (В°) 
состоит из множеств, измеримых относительно о-алгебр 9 (В°) и 9% (5) 
одновременно). Той же буквой 9% (В°) обозначим 0-алгебру пространства 
У; получающегося из фактор-пространства М |С указанным выше из- 
менением меры р с помощью функции Г. В силу уже доказанного, функ- 
ция РЁ измерима относительно В. Для доказательства леммы достаточно 
установить неравенство 


Ре 
Неравенство В° < В! очевидно. Предположим, что В° = В1. Из этого пред- 
положения мы выведем, что при любом положительном # 


ОА". 
& и =@: 


Рассмотрим разбиение В°. Легко видеть, что 00 < В°. Следовательно, 
ио' <В. С другой стороны, для любого = >> 0 можно найти такое &, 
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что если из разбиения В° выбросить некоторое множество элементов раз- 
биения меры, не превосходящей е, то на оставшемся множестве все эле- 


: 
менты разбиения В° будут элементами разбиения а*. Но в силу соотно- 
шения 


Р-Р 
справедливо соотношение 
в =. 
Действительно, если Г;, Г.,..., — базис о-алгебры 9 (В°), то множества 


вида {7 : ЕС», 6 Гь т, < } (2) < т}, га, г» — рациональные числа, обра- 
зуют базис 0-алгебры 9% (В°). Под действием 5; эти множества преобра- 
зуются так: если г, > В, то 


5, {7: 26С.,6Г,, тт < 1 (2) < г.} = {2 : 26С.,6Гь п—#<] (1) <г.— Ц, 


т. е. мы получаем множество, принадлежащее о-алгебре 5} (В°); если же 
т а. то 


5:{2: 26С»6Гь п <](2) <- = 
= {х: 26С.,6Г, 0< ] (<) <т.-—в 


|2: 2627, е7Г 0-Е 1-м. 


Легко видеть, что из соотношения В® = В! следует, что оба последних 
множества принадлежат о-алгебре 5% (В°). 

Случай {> г. исследуется аналогично. 

Итак, при всех # В = В". Отсюда следует, что при всех # 


ой < В°, 


т. е. 5% (8°) совпадает со всей о-алгеброй измеримых множеств простран- 
ства М |0. Но на: основании сделанного выше замечания, для любого 
=> 0 можно найти такое #, > 0, что любое множество из 0-алгебры 
% (В *) = 5% (В°) отличается от некоторого множества из 0-алгебры 
%% (а°) на множество меры, не превосходящей =. Устремляя = к нулю, 
получим, что 9% (05) совпадает с о-алгеброй всех измеримых множеств 
в М | 92°, что противоречит условию. Лемма, а вместе с ней и теорема 3, 
доказана. 

Следствие. Группа унитарных операторов, соответствующая 
К-потоку, имеет в ортогональном дополнении к подпространству по- 
стоянных счетнократный лебеговский спектр. 

Действительно, в этом случае Н состоит из одномерного подпростран- 
ства постоянных, и остается применить теорему 3. 


$ 5. Свойства К-потоков 


Т. К-поток в ортогональном дополнении к подпространству постоян- 
ных имеет счетнократный лебеговский спектр. 

Это свойство установлено в предыдущем параграфе. 

П. К-поток имеет положительную энтропию. 

Справедливо более сильное утверждение: 

если поток {5:} таков, что найдется о-алгебра 9% (5), для которой 


920 Я. Г. СИНАЙ 
РОО ООО о 


{>.5: при ё > & шод 0 и] & = =шо40, то поток {5'} имеет, поло- 
1 


жительную энтропию. 
Действительно, на основании леммы 4.1, существует конечное раз- 


биение а < @ такое, что а > а" при # >> &. Следовательно, 


й (5) >Н (бла 


[| 5-* а) > Н (51а в) > 0. 
К—=0 : | 


Здесь, как обычно, выражение Н (ла | 0) (или Н (514. [ 5- а) обозна- 
^—0 


со 
чает среднее от условной энтропии при условии а? (П 5х а) [ем. (1)}. 
К=0 


ПТ. К-поток обладает перемешиванием всех степеней. 

Это утверждение мы получим как следствие теоремы 4. 

Пусть, аналогично предыдущему случаю, для потока {5,} существует 
со 


-алгебра 5% ({°) такая, что 5: = >> & при # > н шоа0и|[| & =в 


—со 
шоа 0. Положим 
со 
И: 
—© 
ТЕОРЕМА 4. Если при данном К множества А’, А1,..., Ах незави- 
симы от о-алгебры 9% (5), т. е. для почти всех С—элементов разбиения & 
каре Адро дае07 4 га 9, 
то для любой последовательности (Ё + 1)-мерных векторов "= {1", И 
такой, что #4 3 й,1=1,...,Ё, ша (й —Й ) ь с при п -ьо, 
й 


ыы ЕН и Пи Ая} и А р. в (Ай. 


Доказательство. Докажем сначала теорему для того случая, 


когда множества А., А;,..., Ак принадлежат некоторой б-алгебре 
5% (С'). Имеем: 


(5454: П. 0548 = вби роб и 4ЬП. ПАН. 


На основании теоремы Дуба [см. (16), теорема 4.3, стр. 297] и условия 
теоремы, для любых в >> 0, 6 >> Ои всех # >> & (е, 8) найдется множество 
Г принадлежащее 0-алгебре 9% (5) такое, что п (Г,) > 1 — 6, и для 
каждого элемента С разбиения 5, принадлежащего Г,, будем иметь: 


|ь {Ах [С} — в {Ак} |< г. 


Поэтому 
| {5 Ао [® 5"А, [| вв П5„ Ак} = 
1 р 
№ и 4 би А.П. . Пл Ак} р {Ак} | = 
0 1 К—1 
- \ [р (4»1С) — в (АС) | 8 <= 6 
Га пП5бп пАП.-.П8п  пАк 
к 0-& к 
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при достаточно большом и. Продолжая процесс для множеств А’, А 
р а си. 
при котором 


ОВ И. . -Пб и 4} —№ {40}... {Ак} |< К (Ед), 


а 
найдем столь большое п, 


что и требовалось доказать. 

Для полного доказательства теоремы достаточно установить, что для 
произвольных множеств А., А,,..., Ах, независимых относительно 
- б-алгебры 5% (9, и любого = > 0 найдутся такое Ё и такие множества 
А, А,,..., Ак, независимые от о0-алгебры % (5) и принадлежащие 
б-алгебре 9% (&), что 


сосен 


Обозначим через Е разбиение пространства М на неприводимые отно- 
сительно потока {5} компоненты. Очевидно, что & < 6. 

ЛЕММА 5.41. Для почти каждого элемента С разбиения Е разбиение 
(° (С) * удовлетворяет условиям: 

ХО тре 


2) ПЕ (©) ==С,, 
3) ПЕ © = 50. 


Доказательство. Неравенство С' (С) > &: (С) при ё> Ни 
равенство [] &! (С) = = (С) для почти всех С очевидны. Если же 
1 


С (©) = Е: (С) 


при любых [и Ц, то © (С) == (С) ив (А, |С’), где С’— элемент раз- 
биения 6, лежащий в С, принимает значения либо 0, либо 1. Следователь- 
но, и (А;) равно либо 0, либо 1, что противоречит условию. Условие 
9 
3) ке в силу соотношения 6 < 6. 
ЛЕММА 5.2**. Для почти всех элементов С разбиения С условное рас- 
пределение в-алгебры 9% (©) при любом Е непрерывно. 
Доказательство. Положим для каждой точки х 


$" (2) = (2 [Су 


где С, — элемент разбиения С, содержащий х. Очевидно, что при { > 
ф' (2) > фе (2) почти всюду и |" (2) == 1° (5, 2). Так как 


и аа = УФ -т 


М М 


о ф' (1) =\' (2) для почти всех 2. Следовательно, функция \р' (5) = р (2) 
измерима относительно разбиения &. Рассмотрим множество тех х, для 


* Почти каждый элемент С разбиения & является и Лебега и 
2! (С) — разбиение пространства С, индуцированное разбиением и Аналогичное за- 
мечанио относится к 2(С) и С (С). 


** Идея доказательства принадлежит А. Н. Колмогорову, использовавшему анало- 
гичную лемму для пругих целеи. 


12 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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которых 1р (2) > 0. В силу тождества, справедливого при любых [, $, 


# > 5, 
ф (2) = (2) = в (21 С) =в (21 С°) =в (2 [Св (С [ С°, 


получаем, что для ЕВ 

и (С | С°) = 1. 
На основании леммы 5.4, в (В) = 0. Следовательно, 1 (2) = 0 почти 
всюду. Далее, почти всюду 


0 -в (#1 С°) = №шв (С° (2) | С°, 


где С* (1) — содержащий х элемент разбиения С. Поэтому для любых 
ё > 0 ид > 0 найдется такое ту, что при всех т >> т, существует мно- 
жество РЁ”, и (Е) > 1—0, принадлежащее о-алгебре б*, такое, что для 


любого де Ё* 
и (С° (2) | С°) < =. 
Так как почти всюду 
в (С* [С° = в (©'1С**—°, 


то последний результат можно сформулировать следующим образом: 
для любых & > Оид > 0и при всех достаточно больших т найдется 
множество Ё*, в (2) > 1—6, из о-алгебры 5% (5) такое, что условная 
мера’ элементов разбиения С при фиксированном элементе разбиения 
С‘ меньше в для элементов разбиения ``, принадлежащих Й°. Ввиду 
произвольности & и 6 и соотношения 


ы (С' | С) <в(С' [С° 


лемма доказана. 
Закончим теперь доказательство теоремы. Для множеств Ау, Ау,...,Ах 


и любого = >> 0 найдутся такое & и такие множества А,,...,Ах, при- 
надлежащие о-алгебре 9% (5), что 


ь А <ь по 


На основании теоремы Рохлина о независимых дополнениях [см. (5)] 
и в силу леммы 5.2, для каждого Ё существует такое разбиение \', что 


б=т.5 


1 
и о-алгебры % (1) и % (0) независимы. Следовательно, для множеств 
А; можно найти множества А;, представимые в виде 


Ф 


Аз = |) (РЁ, 


ТС 


—=1 
где множества Ри (% принадлежат о-алгебрам 5% (\') и 5% (5) соответ- 
ственно, для которых ; 
Е 
и, следовательно, 
ы (А; ° А;) < 28. 
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В силу формулы 


№ (4;° 43) = \ в (4: АС) ар (©), 
мк я 
легко получим, что 


1 
(С: (41° АС) > =) < 28 


Но в силу независимости о-алгебр % (1). и % (9, 


в. 
г: 


в (4: С) =в (@^, 


1 : 
где СЕРьк. Поэтому, выбросив для каждого 1 некоторые множества 
О й . 
1 С 2 
т р Сб меры, меньшей 282, можно получить множества 


1 
и Те, 
КАН. ®. 
такие, что 


№ 
2 


ы (4; °В;) < 4в 


п 
и (А; ° В; [С) < 2=* 

1 
для множества С из о-алгебры % (5) меры, большей 1 — 482. Для мно- 


жества С найдем множество Н;, принадлежащее о-алгебре 5% (1') и та- 


кое, что 
ы (Н;) =в (4); 


для каждого множества. Е,, участвующего в представлении множества 
В;, найдем множество Ну из 0-алгебры 9% (1') такое, что 


Е - Е : 
р (Рь° Нь) < 4=?, р (Нь) =| (4). 
Тогда для множеств 
А = |) (ПОНОС) 
КАК... 


будем иметь: 
в (А; |С) =ц (4;) 


1 
ь (А; ° А;) < 8=?. 
Теорема доказана. 
Следствие. Еслиб = у, то поток {5} обладает перемешиванием 


всех степеней. 
Поступило 
25. ТУ. 1960 
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М. А. СУБХАНКУЛОВ 


ОСТАТОЧНЫЙ ЧЛЕН В ТАУБЕРОВОЙ ТЕОРЕМЕ 
ХАРДИ — ЛИТТЛЬВУДА — КАРЛЕМАНА 


В работе доказана тауберова теорема с остаточным членом для 
преобразования Стилтьеса, причем утверждение теоремы неулучшаемо. 

Полученный результат применяется в спектральной теории диффе- 
ренциальных операторов для получения точной, в смысле неулучшаемо- 
сти остаточного члена, асимптотики собственных значений и числа 
собственных значений некоторых классов дифференциальных операторов. 


Как известно, во многих вопросах математической физики возникает 
необходимость получения асимптотической формулы для собственных 
значений и спектральной функции дифференциальных операторов. При 
этом пользуются тауберовыми теоремами, в частности тауберовыми тео- 
ремами для преобразований Стилтьеса и рядов по рациональным функ- 
циям, т. е. рядов вида: 


со 
а 
р а О АА а: нА, о. 
тет 


Простейшая тауберова теорема такого вида впервые была доказана 
Харди и Литтльвудом (1), а возможность применения тауберовых теорем 
в спектральной теории была показана Карлеманом (2) в 1934 г. В этой 
работе Карлеман пользуется следующей тауберовой теоремой: 

Пусть / (2) — те убывающая функция при х >0и 


= Е Е О (е—"`}, о > 0 при г-> оо, (а) 


со 
° АА (5) Р1ос г а 
\ &-Ет т 


где Ри О — действительные постоянные. Тогда 


И т 


11а 5? [А Е (2)]= Р для 00 - 


х—>оо 

Доказательству и уточнению этой теоремы были посвящены работы 
ряда авторов: Винера (4), Плейеля (5), Авакумовича (°), Вучковича ('), (8). 
В настоящее время она хорошо исследована и доказана с хорошим оста- 
точным членом. 

В работе (3) (1936 г.) Карлеман, исследуя дифференциальные опе- 
раторы в частных производных для оценок собственных значении рае- 
сматриваемых операторов, использует такую тауберову теорему: 

Пусть ряд 


$ (2) = х, м <<... <, 


сходится при 2 > 0, и пусть ах > 0, $ (1) — Нт 0 < 6 < 1х -, о. 
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У а Н зш лб ра 
о асе . 
я л(1—9) 


До настоящего времени в этой тауберовой теореме не подсчитан оста- 


точный член, т. е. неизвестно, какой оценке удовлетворяет сумма р ак, 
^:<х 


если выполняются условия: 


ак > 0, (6) 
$ (=) = НЗ -РО (=), о ль о 


Кроме того, сейчас хорошо известно [см. (3)], что точность асимпто- 
тических формул для спектральной функции и собственных значений 
для некоторых классов дифференциальных операторов зависит главным 
образом от точности остаточного члена в вышеприведенной тауберовой 
теореме. Поэтому интересен подсчет остаточного члена в этой теореме 
и притом по возможности лучшего. 

В настоящей работе, в частности, показывается, что оценки (б) и (в) 
влекут за собой оценку 

У ры Н зш лб О ( Ао ) 


и л (1—6) 


и что эта оценка неулучшаема. 
ТЕОРЕМА. Если интеграл Стилтьеса 


4$ (и) 
зд =\ 7%, (0 
где ф (и) — положительная монотонно возрастающая функция, причем 
ф (0) = 0, сходится прих > 0и 
$ (2). = Нл -- Ош +), 03821 050 НО зи 


то при В >0 и целом положительном т 


ие в)" 46 (08) = 


=. 2Нт! эт ло 
п(2—26-- В) 2—25-1В--О...б— ЕВ» 
ь ате2—25-ЕВ 
м 


дт-2—28--В и 


В частности, 


Н зщ лб ео 
9) = аа о(* Е 


ей 


Для доказательства теоремы нам потребуются две леммы. 
ЛЕММА. 1. Если функция $ (5) определена формулой (1) и удовлетво- 
ряет оценке (2), то при т -» со 


ео 
—$ (2) = НЗ -РО(х 2). (3) 
Доказательство. Пусть положительная и определенная при 
х > 0 функция } (5) имеет положительную, непрерывную и монотонно 
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возрастающую производную, и пусть при 2 -» со 


7 (1) = 95 О (19), 99 0<оща. 
Тогда 


Г’ (1) = а9194— + О р. 


Действительно, в этом случае мы имеем: 


927 


+ И (2) — 12-1 < ® < е+в 19 #>>0. 


[2 
2 


1 
Положив й =х ‚ получим: 


И (2) — (2 — = [421 — (2—1) + 0 (29-8) О (вв) = 


= [94 (1 ® )Ть+0 (4) | = 
== — {[44959-—1 - О (2921)] ® О (29—)} = 


29“ 
й 


= * 0, (4 28) + | | —= 44191 + О ("о >), 
где |8] < 1, и 
= Я) — 1 (2) = НЕ [492 (1 Ее 9 Нй (=) _ 


В 
й 


= ааа + О +0 | } — ва + о" 3), 
где |6, | < 1. Отсюда следует: 
Й (2) = 4 +0 (3). 


Далее, полагая } (12) = 27 $ (1) и рассматривая равенство 


=. в 2 о (и С 
пав ть 


0 


убеждаемся, что функция ](5) определена и положительна при 2 >> 0. 


Рассматривая же равенство 
со 


9 0 


(#-Еи) («Е 1) 


заключаем, что }’ (52) — функция положительная, непрерывная и моно- 
тонно возрастающая, в силу положительности и монотонности ф (я). 


Поэтому из оценки (2) сразу следует, что 
22 $ (%) == Н 2-8 —- Гб) (12—55), 
: $2) ] == (2 — 6) Нл! о Гб) РЕ 
Из (2) и (4) получаем: 


в” (2) = 2 * [255 (4) — 2—9 НиТ О се = 


= 2 [2Нал-3 -О (м *°) — (2 — 6) Нт® +0 о = 


(4) 
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` — ЗН +40“ 3), 


что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 2 [Фрейд (15)]. Пусть т (и) при 0 < и < со есть монотонно 
возрастающая функция, } (и) > 0 и интеграл Лапласа — Стилтьъеса 


Е (9 = \ | (и) е-*° ал (и) 


0 


сходится при $ > 0. Пусть, далее, при $ - +0 


РЕ и+т5, 17928вб, во 


где В (5) монотонно возрастает, В (0) = 0, ЕВ (№5) < ехр (с.) В ($) ис, 


не зависит от Ё и $. Тогда при В>0 и целом положительном т 
х 


\и7/ (и) (= — и" ат (в = 


0 


а сати «77-Е В 15 1 о. ты 
оО. @8т\ 1 н() | =. 
х 


Доказательство теоремы. Согласно условию (2) и в 
силу знакоположительности и монотонности функции ф (и) имеем: 


о = м < < ти я. 6) 
о 0 


Отсюда при О 2<ЁЁ> &, получим: 


9 С Ге 


0 0 х х 
Е реб. (6) 
Рассмотрим отдельно два случая. 


1 
Ч ооо _ - В этом случае будем исходить из формулы: 


608 5% ео 
с ао (7) 
Так как ь 
фи) _ [40 (9) 
а) ый 22 4 из 
0 


и перестановка интегралов законна, то, согласно формулам (5), (6) и (7), 
имеем: 
со 


се 9900 
бон —\ с08 2 \ им 4х 


=) 
© 


(8) 
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С другой стороны, вводя обозначение 


х 


О (=) = | соз 56 ЧЕ, 


Е 
в силу оценок (2), (3), (6) и условия 0% 6х =. получаем: 


\ $ (22°). 608 55 92 \: (12) соз тах + О (\ 242) 
0 Ё 0 
г. \ $ (22) соз зхах + О (#7) = \ 5 (22) 0’фаг + 0(Е%) = 
З Е 


со 


во \ 5' (22) 0 (2) хаз + О (Е ®) = 
Е 


[ВН НО ("51 0 (2) 242 +0 (5 ®) = 


= 26Н 9 (1) в ах о(- \ ЖЕ 4) О (#728) ые 
Е 


со 


——. —25) — 
в 42 О ( нее НОЕ =) = 


со 


с08 5% 4 —25 
и сах - 0 (ны Е (9) 
: 
Учитывая формулу 
г 60$ 5% 1 л Г(1— 256) . 
\ таз = Г(1 — 28) 08-5 (1—28) = “в 9пи8, 


которая справедлива при (1 — 28)? < 1, т.е. при 0<д — из (8} 
и (9) будем иметь при $ -> 0: 


2” адой) = Зои) +0 


л 51—25 
0 


1 
или (если положить — = и учесть, что это не противоречит перво- 


начальному определению =) 

бе 2НГ (1 — 28) зщ пб 

\ —. $ (и) = —— и —^ я зат) (10) 
1-е 


Так как 0 < о то в формуле (10) 1—2 >18; кроме 


того, все условия леммы 2 выполнены. Поэтому, применяя лемму 2 со 


0 5 


значениями 
1 2Н зш пб 
Р(и) =,  т( =Ф (1), а. а =14 — 25, 
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при В, >0 и целом положительном т получим: 


х 


и (х и)" аф (и?) = 
0 
2Нпи эш пб 


—_ 11—20 Вл) (1 — 26 В \... (1 — 26 - В + т) 


0 ат 25-НВа 
#4 (ое ] 


Дт 28- В, - 


или (если положить В, — 1 =В) 


ие и ав из) = 


а 2Нт! зт пб 
— 2—2 9@—26+-810..@—-2018-м 


+0 ат2—28-8 | (1 


дт-Е2—28-В — 


(шп 2)" 


Этим при 0<%0< - доказательство теоремы завершено. 


2. Пусть > <6< 1. В этом случае будем исходить из формулы 


о . 
\ ыт — ах = ет, 
используя ее в виде ь 
го . 
ее и = бе --0 (№2), (12) 
Е 


РД 6—1 
Применяя формулы (6), (7) и (12) и рассуждая так же, как и в н. 1, 
получим: 


\[ (2) + @ == за 55 4х5 тие и =)" — и ах-- О (Е ие. 
: : ы 


аи ае--О (6) = 56 ем аф (и?) + 


о 
Е 
© 
(ВА 

© 
.— 
>. 
-8 
= 
``? 


в) О) 5 ем (11) + 0 (8) -- ОЕ) — 


ть > ем 4ф (и) НО (Е) + О (5°*. (13) 


С другой стороны, в силу оценок (2), (3) и условия > = 0 < 1, вводя 


обозначение 


РЕ) = зв $1 а, 
ё 
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будем иметь: 


$ (2) -О ее о и 
ы | > ) 1 52 4х 
Е $ (07) зат 42 + О (Е) = | (09) 2Р' (9) 4 + 0 (Е) = 
Ё 
ее —\ Ра) 5 3) Аз 5 ааа ОЕ р 
Е 


Р (2) {[— 6Нз-—*8-— --О (582) ] 252 +- НО (д—2- 2) } 45 — 


о. 


чо ее > и. в 4 +0(°) +0 ВЕ ьа 


; ея 
о 1—25—в 
=Н\ ао Е 
НГ (2 — 26) зп -:- (2 — 25) ЗЕ 
- == ое о (Е) = 
_ НГ [(3 — 26) 1] за пб, 0 (2—2) +0 ее | 4) 
1 5 


ег 


Положив & = е -, из (13) и (14) получим при $ —> 0: 
1+ 
. йа 
р ЭНГ (3— 28) зв пб 1 
3 (] Я —- -ы г 
и хо ж@— 26) 5 та 2—55 | (15) 
+= 


Применяя теперь лемму 2 со значениями 
2Н эт пб 
- —2 20. 


И = ОЕ Со. 


В>0 и целом положительном т найдем: 
х 


\ (2 — и)" аф(и”) = 


при 


0 
ее 2Нти! зт пб дт-2—25-В ны 
ео РО. 0—0 Вл 
деЕ2—26--8 
| : 16 
: | (ш 2)" | 00) 


Из формул (14) и (16) вытекает утверждение теоремы при 0< 0 < 


и а 9 < 1, а следовательно, и при 0 < 6-1. В частности, полагая 


(17) 


В = т = 0, будем иметь: 
Н эт пб 
$8) = м [1+ (ие, }. 
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Этим теорема доказана полностью. 
Установим теперь неулучшаемость теоремы, которая вытекает из 


неулучшаемости теоремы Фрейда (лемма 2) и формулы 


со 


5 (2) = | Е: \ г Р (у) ау, (18 


где : 


Действительно, предположим, что остаточный член в теореме может быть. 


1-5 
х С 
лучше, чем О — \ . Тогда, с одной стороны, рассматривая оценку 


1 1 
А) = го у 1—0, — 0, 19) 
+0 [= |, 9< у (19) 


и применяя к ней теорему Фрейда, убеждаемся, что остаток в оценке 


ия 
ф (2) не может быть лучше, чем 0 — ) (ото было показано Коревааром(11)). 


С другой стороны, подставляя (19). в (18), получим для $ (1) оценку со 


степенным понижением в остатке и отсюда, в силу нашего предположения, 
1—5 


ея 
оценку для ф (2) с остаточным членом, лучшим чем О о ) . Это противо- 
речит предыдущему утверждению и доказывает неулучтаемость теоремы. 
Следствие 1. Пусть ряд 


[©.®) 


“у 
5 (2) = то. ОИ < 
=“ 


сходится при 1 > 0, и пусть, кроме того, а >20 и 


8 (®) = НО осо, 


Тогда 
< зао №, ИИ 
фа) == 2 = ао“ а +0 (ы =). (20) 
В р 1 
частности, если ак = ке то 
А 1 
а г. 1 НО ыЕ) 


Лу<х 
1 


п (2—6 / 
Эм, = | г шт в |1 ва м 


Первое утверждение вытекает из условия а, 0 и формулы 


со со 
м 92 — аф (и) 
я дих’ 
0 


#=1 


где ряд и интеграл сходится при х > 0. 
Для доказательства второго утверждения обозначим: 


М 


Лк<х 
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Тогда, так как ф (5) = ре. 3, согласно (20) будем иметь: 
=. к 
х х , 
№ (2) = \=49(а) -- 2) —\ (2) 4х = Нэт оу _ 
0 . (1—0) 


а | _ -о(\ те Чи ра 
а 


к жа к 1 
я +0 


Отсюда, полагая ^„, = х, получим: 


. 
ео (ве. м-в оби. 


что и требовалось доказать. 
Следствие 2. Пусть № =и, - И, — комплексные числа, 


и ряд $ (2) = м с сходится при х > 0. Тогда оценка 
у Ну 9-Е О * 0 (22) 


влечет за собой оценки: 


РО и, 
ТЕ +0 (=), 


| Л [<х 


1 
р (2—0) 2—5 й 
и (= эт лб — |1 а бт ы п )}. 


Справедливость этих утверждений легко вытекает из следствия 1. 
Действительно, так как, согласно (21), 


й 1 
И, в, (в, = „+=) о. | ^и (^, Е =) 


и, согласно (22), 
со 


Л и. ое 
Ве » Е. 8 -О(х 5 и). 


Е 


то 
< 1 
Л И а 
— < ах АС 7 Е 
ра АЙ р и, (ви, - =) т 
< 1 
< аВе У, с 
1—1 и (^, ы 2) 


Поэтому, имея в виду (21), получим: 


со 


4 1 и и (А 2) | и 
2 Иа (№ 2) р? ОЕ”. (У ГА (в, + 2) 9,2) | 


`^ 
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в. и) =о{| я (==) = 
ра ое аи) = 0 (28—49. (23). 
) м 


з (22) и (23) вытекает, что 


со 


1 Е о Ва 
При о 


где ® = ша (8, 41 — 1). Отсюда, применяя следствие 1, выводим: 


1 


№ я 2 г “+0 (=), а О и +0 (1, }- 


ризх 


Из этих равенств и (214) находим: 


И" 


ГЛ | < 
1 


ат п) ао (в, 


Эти оценки неулучшаемы, что следует из неулучшаемости теоремы. 


Поступило 
24. У. 1960 
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